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MATEMATIKA

zékladé jeho vhodnosti, zejména v ekonomickych, politickych, ale i zdra-
votnickych otazkéch.
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Vyuzijme Pythagorovu vétu

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

V literatufe, at uz v ucebnicich & &asopisech pro gkoly, se Gasto se-
tkavame s dikazy jednoduchych tvrzeni, kterd pouzivaji pojmy a zna-
losti nepfimérené dané uloze. Neziidka to souvisi s aplikaci nabiflovanych
vzorecki. Typické je uzivani kosinové véty Al Kasiho (1380-1429) v pii-
padech, kdy plné a s vét§im porozuménim postacéi jednoducha aplikace
podobnosti trojuhelnika a nebo véta Pythagorova. Takovych piilezitosti
1ze nalézt v literatufe nadmiru (viz [2]). Zde je tieba zdiiraznit, Ze apli-
kace jednoduchych a pro zaky nizsich rocnika p¥istupnych metod prinasi
do vyuky porozuméni a jako disledek zajem o matematiku.
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MATEMATIKA

Tlustrujme tuto skute¢nost na jednoduché tuloze vyjadrit zavislost délky
vysky trojuhelniku na délce jeho stran. Vysvétleni nAm umozni obr. 1
(ktery uz obsahuje hledané vyjadieni pro vysku z bodu C na stranu c).

C

b= |AC| a = |BC|
v. = |CD|

A ¢y =|AD| ¢=ci+c2 D c¢y=|DB| B

V(@@ 0+ )2 —2(a* + b* + )
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VAT A (a2 22— (02— ) — (2 —a?)
2c
Via+b+c)(-a+b+c)a—b+ec)lat+b—rc)
2c
Obr. 1

Obr. 1 obsahuje dva pravotuhlé trojuhelniky AADC a ABDC'. Uzitim
Pythagorovy véty dostavame

v2 =10 -} (1)

vP=0a®>—c2=0a’>—(c—c1)* =a® — * — & + 2ccy. (2)

Po dosazeni do za v2 z (1)) a po jednoduché tipravé mame
b2 + % —a?
g =——
2c
a po dosazeni za ¢y z do (1) mame
- 422 — (—a® + b2 + ¢2)?
v, = 12 .
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MATEMATIKA

Zde je uzite¢né zminit p¥islusné vyjadieni obsahu S trojuhelniku ABC"

< Loy - YT CEITTIE

ZapiSeme-li tento vyraz ve tvaru 4S = vV, miizeme vyjadiit V' v riiznych
forméach. Kromé tvari, které obdrzime zdmeénou stran a, b, ¢, totiz

V =4a?* — (a®> +b* —H)? a V =4d’c? — (a®* —b* + H*)?,
mame
V = 2(a?b? + b2 + a?) —a* —b* - ¢*,
V=a'+b"+c"+ (a® - )2 - (0® — )? — (¢ —a?)?,
V= (a®+b*+c*)? - (a* +b* + )
a tvar pfipominajici Herontiv vzorec:
V=(a+b+c)(—a+b+c)la—b+c)(a+b—c).

Potfebna odvozeni vzorcti ponechme ¢tenéfi. Zde struéné odvodime
vzorec posledni, nebot poskytuje velmi jednoduchy dikaz Heronova vzor-
ce pro obsah trojihelniku. Pisme

[([a+b+c)(—a+b+)][(a—b+c)la+b—c)] =
=[(b+0)* —a’lla® = (b— )" =
=d*[(b+c)* + (b—c)} —a* — (1® - *)? =
=2(a®b? + b2 + *a?) —at — bt —
Oznac¢ime-li a + b + ¢ = 2s, dostavame

—a+b+c=2(s—a),a—b+c=2(s—b),a+b—c=2(s—c),

a tedy

1
S= 1\/‘7 =/s(s—a)(s—b)(s —c).
Odvozeni tohoto vzorce je nezavislé na tvaru trojuhelniki. Poneché-

vame tkolem pro ¢tenéfe prepsat vypocet pro trojuhelnik, jehoz tthel pri
vrcholu A nebo B je tupy.
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MATEMATIKA

Obratme nyni pozornost na obecnéjsi situaci, totiz na vypocet délky
spojnice vrcholu C a zvoleného bodu X na strané c. Tuto spojnici po-
piseme pomoci vzdalenosti bodu X od vrcholu A; oznaéime ji z; (viz
obr. 2).

C

x=|XC| a=|BC|

;Uc = ‘DC|

A .131:|AX| X c=z1+22 D B
¢ = |AD| x9 = | X B|

(a® — 23)x1 + (b2 — 23) 22

1+ 2o

a’zy + b2z = (x1 + z2) (120 + x2) >z = \/

Obr. 2
Uzitim Pythagorovy véty v pravotihlém trojuhelniku AX DC' spolu
S vyrazy a dostavame
22 = (c; — 1) +0° =

B (—a2+b2+c2—2cx1>2+ 4b%c? — (—a? +b* + 2)?

2¢ 4c?
4D 4 4c?at — dexy (—a® + b + )
B 4c? ’

a tedy
o Dlecaf —ai(—a® + 0%+ ?)

c
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MATEMATIKA

Toto vyjadieni lze pfepsat do ,,symetrického® tvaru, v jakém se Ste-
wartova véta vieobecné prezentuje (viz [1]) a ktery je v obr. 2 zazname-
nan. Anglicky matematik Matthew Stewart (1717-1785) se touto vétou
radi mezi ty, ktefi prispéli do okruhu otazek, jez jsou charakterizovany vé-
tou italského inZenyra Giovanniho Cevy (1648-1737); elementéarni dikaz
viz napt. v [3]. Vé&ta Cevova je dualnim tvrzenim antické véty Menelaovy
(okolo 100 naseho letopoctu); vysvétleni je mozno nalézt v [4] ¢i [5].

Stewartuv vysledek se redukuje ve specialnim piipadé x; = x5 na vétu
Apolloniovu tykajici se délky téznice. Ta se v pifipadé rovnoramenného
trojtihelniku redukuje déle na vétu Pythagorovu. Apolloniovo vyjadieni

2(a? + b2) — ¢ délky té&znice |CP| (viz obr. 3) ovem plyne zcela
bezprosttedné z rovnobéznikové rovnosti, tj. ze vztahu mezi stranami
rovnobé&Zniku a jeho thloptickami:

|AD|? + |DB|? + |BC|* + |CAJ]? =

— |ABJ? + |CDJ? b=lAc]
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