Rozhledy matematicko-fyzikalni

Veronika Eclerova; Petr Zemanek
Fibonacci, Mersenne, Mendel

Rogzhledy matematicko-fyzikdlni, Vol. 99 (2024), No. 1, 18-24

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/152333

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematiku a fyzikd, 2024

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/152333
http://dml.cz

MATEMATIKA

Fibonacci, Mersenne, Mendel

Veronika Eclerovd — Petr Zemdnek
Ustav matematiky a statistiky, PFF MU, Brno

Abstrakt. Clanek kratce priblizuje Mendelovy zakladni objevy tykajici se
jeho experimentt s hrachem a také s experimenty spojenou kontroverzi.

Cisla. Sotva se jako mali nau¢ime sva prvni slova, uz chceme i pocitat
— nejdiive do deseti, pak do sta, a ti vytrvalej$i z nas se dokézi zaba-
vit i pocitanim az do tisice. Cisel je nekone¢ns mnoho a dokézeme jimi
vyjadrit jakékoliv mnozstvi. Mnozi jisté mame i né&jaké oblibené ¢&islo,
pamatujeme si PIN ke své karté nebo telefonu a leckdy i sva rodna ¢isla.
Ale tekli byste o néjakém dCisle, Ze se vam libi? Nebo Ze se s nim se-
tkadvate vyraznd Castéji neZ s ostatnimi? Vasi odpovéd sice odhadnout
nedokiZeme, ale vime, Ze priroda takové oblibence maé.

V roce 1202 vydal italsky matematik Leonardo Pisansky (dnes znamy
spiSe jako Fibonacci, coZ znamend Bonacciho syn) Knihu poéti (Liber
Abaci), ve které na riznych problémech predevsim ilustroval moZnosti
vyuzit{ a prakti¢nost hindsko-arabského ¢iselného systému, ¢imz vyrazné
prispél k jeho rozsiteni do Evropy. V jedné z téchto tloh popisuje Le-
onardo velmi idealizovany model ristu populace kraliki, kdy se kralici
mnozi kazdy mésic a nikdy neumiraji. Pii feSeni této tlohy se dostaneme
k ¢islim vyjadiujicim velikost populace v jednotlivych mésicich

1,1, 2 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...,

kde kazdé dalsf ¢islo je soucétem dvou pfedchozich. Tato ¢isla jsou znamé
jako Fibonacciho ¢isla. Matematici prozkoumali mnoho vselijakych vlast-
nosti této posloupnosti — od vyskytu prvocisel pres ¢tvercova & troju-
helnikova ¢isla az k riznym formam jejich vyjadfeni, viz napt. [T}, [l [6].

Navzdory tomu, Ze Leonardtv model je ponékud naivni, mé piiroda
prekvapivé pravé tato ¢isla velmi rada. Kdybychom se podivali do vée-
ltho dlu a zacali sestavovat rodokmen né&jakého trubce (tfeba Vilika),
tak v ném presné tuto posloupnost objevime, nebot véely se rozmnozuji
tzv. partenogeneticky (neboli pannobiezosti), coZ znamend, Ze samedek
se narodi z neoplozeného vajicka (tj. mé jen jednoho rodice), zatimco
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samicka z oplozeného vajicka (tj. ma dva rodiée). Vilik ma proto 1 ro-
dife (jenom matku, protoze se narodil z neoplozeného vajicka), 2 pra-
rodi¢e (jeho matka se narodila z oplozeného vajicka, takZze ona ma dva
rodice), 3 praprarodice atd. Stejna situace nastane, budeme-li mapovat
své pfedky pouze na linii chromozomu X, muzi totiz dédi chromozom X
pouze od matky, zatimco zeny od obou rodi¢ti. Také kdyz zacneme poci-
tat okvétn{ listky u rtznych druhi kvétin nebo spirdly na borovicovych
siskach ¢i v semeniku slunecnice, tak je celkem jisté, Ze jejich pocet bude
odpovidat pravé nékterému z Fibonacciho ¢isel.

Existuji ale také ¢isla, kterd jsou zajimava, protoze mohou byt velmi
uzite¢na. Do této kategorie patii zejména prvocisla (pfirozena ¢isla dé-
litelnd pouze 1 a sama sebou) — obzvlasté ta velka, ktera hraji velmi
dilezitou roli v kryptografii. Cim vétsf mate prvoéislo, tim bezpeéndjsi
Sifru dokézete udélat. Francouzsky knéz Marin Mersenne, ktery pisobil
v prvn{ poloviné 17. stoleti jako ,hub“ pro distribuci védeckych infor-
maci spravnym smérem, zvefejnil v roce 1644 domnénku ohledné& prvodi-
selnosti (Mersennovych) ¢isel ve tvaru 2" — 1 pro néktera prvociselna n.
Sice se ukazalo, ze nékteré Mersennovy vysledky byly chybné, ale i tak
jsou jeho myS8lenky vybornym zakladem pro hledéni gigantickych prvo-
C¢isel. Momentalné (na konci roku 2023) nejvétsi znamé prvocislo je prave
toho tvaru, mé 24 862 048 cifer a odpovida hodnoté n = 82589 933. Toto
prvocislo bylo nalezeno v prosinci roku 2018. Kdybychom toto &islo chtéli
napsat s ciframi o velikosti 1 cm, potfebovali bychom k tomu pés papiru
dlouhy 248 km. Ten bychom bez problémi dokizali natdhnout z Brna
do Vidné a zpét. K ¢emu jsou takova prvocisla dobra? Zatim k ni¢emu,
ale v budoucnu se jisté mohou hodit pii zajistovani nasi bezpecnosti.

Avsak Mendel (podobné jako Leonardo Pisansky o Fibonacciho &is-
lech) ukazal, Ze i Mersennova &isla mé pifroda velmi rada, kdyz se za-
méfil na sledovani dédi¢nych znaki pii péstovani hrachu. Mendel ve své
praci z roku 1866 popisuje vysledky kiizeni mezi druhy hrachu lisicimi se
v jednom znaku. Ve svych pokusech sledoval napiiklad tvar semen (kula-
ty /svrastély), zbarveni délohy (zluté/zelené) nebo barvu kvétu (bila/ra-
7ova). V prvni generaci ziskal Mendel potomstvo, které bylo ve vzhledu
jednotné a vykazovalo vzdy znak jedné z rodiCovskych rostlin. Samo-
spraénost téchto hybrida dospél Mendel k zévérum, ze kterych ziskal

1) Samospragnosti se rozumi proces pohlavniho rozmnozovéni, pii kterém se vajicko
oplozuje pylem ze stejné rostliny. Tedy, oba rodice jsou jednou a touz rostlinou.
Tato forma rozmnoZovani je ¢asto pozorovana u rostlin s kvéty, které maji schopnost
samoopyleni, nebo u nichz je opylovani uskuteciovano primo v ramci jednoho kvétu.
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pomér 2 : 1 : 1 mezi segrega¢né dominantnimi (tj. hybridnimi), ¢isté
dominantnimi a recesivnimi znaky.

Podle Mendela: proporce, ve ktergjch se potomci hybridi vyvijeji a roz-
déluji v proni a druhé generaci, pravdépodobné plati pro vsechny dalsi
potomky. Pro ujisténi je$té provedl experimenty pro Ctyfi, pét a Sest
generaci. Vzdy se stejnym vysledkem, mezi potomky kterychkoli dvou
hybridi jsou polovina opét hybridi, ¢tvrtina jsou jedinci nesouci domi-
nantni znak a ¢tvrtina jedinci vykazujici recesivni znak. To jej pfivedlo
k formulaci matematického zékona, ze kterého se stal zakladni kdmen
jeho teorie: Jestlize A oznacuje dominantni rys, a recesivni a Aa hyb-
ridni formu, ve které jsou oba spojeny, pak viraz A + 2 Aa + a popi-
suje vyvojovou Fadu pro potomstvo hybridnich rostlin v pdru rozdilnijch
znakid. A pokracuje: Lze ukdzat, Ze pocty hybridi pochdzejicich z jednoho
opylen oproti poctu noviych nezménéngch fore a jejich potomstva
z generace na generaci vyrazné zaostdvaji, a prece nemohou nikdy zcela
vymizet. Viz [T].

Pro ilustraci posledniho zavéru vyuziva Mendel nalezeny zakon pro
hybridni segregaci k odvozeni matematického modelu, ktery popisuje
obecny vyvoj hybridnich generaci. Za¢ina s prvni generaci potomki hyb-
ridua, ve které je primérné jeden dominantni typ (A), dva hybridni (Aa)
a jeden recesivni typ (a). Pro konstrukei svého modelu Mendel nyni
predpoklada, ze

(i) kazdy z téchto typi je stejné plodny,
(ii) kazdy je samosprasny,

(iii) hybridy stale vykazuji segregaéni pomér 2 : 1 : 1 neboli zapsano
v modernim pojeti (A +a) x (A +a)=AA +2Aa+ aa,

(iv) kazda rostlina produkuje pfesné 4 nové rostliny.

Za téchto predpokladi v nasledujici generaci z kazdého z typa A a a
ziskdme presné ¢tyfi nové téhoz typu (tj. 4x A a 4x a), zatimco kazdy
ze dvou hybrida by se opét rozdélil a ziskali bychom z néj 1x A, 2x Aa
a 1x a. Proto v néasledujici generaci budeme mit 6x A (4x z A a 2x
z hybridi), 4x Aa a 6x a, tj. nyni mame pomér 6 : 4 : 6 neboli 3:2: 3.
Mendel to az takto dopodrobna nerozebira. Misto toho nabizi ¢tenarim

2)Ve svych pokusech dale provadi Mendel jiz pouze samosprasnost.
3)Tim Mendel mini jedince nesouci pouze recesivni nebo pouze dominantni znaky,
ne rostlinné hybridy.
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tabulku se souhrnnymi vysledky s pocty jednotlivych typt v nékolika
generacich.

generace A Aa a pomér A: Aa:a
1 1 2 1 1:2:1
2 6 4 6 3:2:3
3 28 8 28 7:2:7
4 120 16 120 15:2:15
5 496 32 496 31:2:31
n an—lo2n—1) | 27 |2l (2 1) | 2" —1:2:2" 1

Cisla v prvnim a druhém Fadku jsme si pfed chvili podrobné odvodili.
Hodnoty v dalsich fadcich ziskdme podobnym zpiisobem, tj. oznac¢ime-li
jako A,, Aa, a a, pocty jednotlivych typt v n-té generaci, pak pro
nasledujici generaci (v poradi n + 1) plati

A, =Aa, +4A,, Aa, 1 =2Aa,, an+1 = Aa, +4a,,

odkud 1ze odvodit hodnoty v poslednim rfddku predchozi tabulky, t;j.
celkovy pocet rostlin v n-té generaci je 4" a z toho je 2" hybrida, takze
polovina ze zbyvajicich rostlin m& dominantni znak a druha polovina
recesivni znak, neboli

A,=(d"-2")/2, Aa,=2", a,=(4"-2")/2

Mendel zakoncuje tuto ¢ast slovy: Napr. v desdté generaci jich bude
2™ — 1 = 1023. Proto z celkoviych 2048 rostlin v této generaci je 1023
s dominantnim znakem, 1023 s recesivnim znakem a pouze 2 hybridni. Ve
skutecnosti to nejsou celkova ¢isla — jde pouze o vyjadieni jednotlivych
poméri. V 10. generaci totiz budeme mit A1g = 523776, Aa;g = 1024
a ajg = 523 776, viz také [10].

Mendelovy vysledky zustaly opomijeny az do roku 1900, kdy byly
nznovuobjeveny“ de Vriesem, Corrensem a Tschermakem. Je vSak tézké
zpétné zjistit, jak presné Mendel k témto ¢islum dospél. Moznych cest je
nékolik, ale je témér jisté, Ze to nebyl jen odhad na zékladé pocéta v né-
kolika prvnich generacich, nybrz Ze vzhledem ke svym matematickym
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dovednostem si k tomu sepsal i jakysi matematicky dikaz. Kazdopadné
podle Gliboffa hlavnim bodem Mendelova ¢lanku bylo objasnit matema-
ticky zdkon evoluce a predchozi tvahy byly zlatym hiebem celého ¢lanku,
viz [3].

Nicméné se priroda ne vzdy zcela presné ¥idi matematickymi zakony,
takze Mendelovi rozhodné ne vzdy v jeho experimentech s péstovanim
hrachu vychéazely presné tyto hodnoty. Navic statistika je mocnéa caro-
dgjka, a tak se v roce 1936 rozhoiel ex post spor mezi Mendelem (zemiel
1884) a uznavanym britskym statistikem a biologem Fisherem, viz [2].
Ten totiz povazoval Mendelovy vysledky za prilis dobré, jelikoZz se mu po-
dafilo spocitat, ze pravdépodobnost takového vysledku je pouze 0,007 %
(tj. v sedmi p¥ipadech ze 100000). To jej pfivedlo k zavéru, ze Mendel
(nebo spige né&jaky jeho asistent) vysledky experimentt upravoval tak,
aby mu vychéazely pozadované hodnoty. Mendel skuteéné vysledky né-
kterych experimentii opomijel s tim, Ze vysledné hodnoty byly az prilis
vychylené od ostatnich — nikdy to v8ak nepopiral a také tyto situace ve
svém ¢lanku popsal. Navic si musime uvédomit, Ze moderni, dnes jiz za-
vedené statistické postupy pfi zpracovani dat nebyly v Mendelové dobé
zZnamy.

Fisheruv hlavni argument se opiral o to, ze pfi urCovani pocti A a Aa
existuje cca 5,63% pravdépodobnost chyby v jejich identifikaci, a tak
by naméfeny pomeér mezi témito skupinami v prvni generaci mél byt
cca 1,7 : 1 (Aa : A) misto 2 : 1, jak to Mendelovi v experimentech
vychézi (v souladu s matematickym modelem). Kde je pravda? To je
slozité. Napriklad: Pfi trochu blizsi analyze bychom mohli zjistit, Ze onen
naméfeny pomér je dan vztahem

2 3vi

Aa: A= 731(1 3 (‘g)),

3+3(3)
kde i je pocet rostlin v nulté generaci. Odtud pro i = 20 dostaneme pomér
1,98109 : 1, pro ¢ = 30 mame 1,99893 : 1, pro ¢ = 40 pak 1,99994 : 1
a s rostoucim ¢ se stale blize a blize dostavame k hodnoté 2 : 1. AvSak
Mendel provadél experimenty pouze pro i = 10, coz vede k Fischerem
ocekavanému pomeéru 1,69632 : 1. K tomuto tématu byly sepsany desitky
¢lankt a vSelijakych analyz. AvSak ne vzdy vedly spravnym smérem.
Napft. v [8, 9] bylo uvedeno, Ze tento naméfeny pomér je spiSe roven

Si, (90— )3 (1= (3))

I FC

Aa: A =
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kde v je pravdépodobnost, Ze z uvazovaného seminka vyroste rostlina,
kterou lze klasifikovat. Pro hodnoty v velmi blizké 1 dostaneme Fischeruv
o¢ekavany pomér (napi. pro v = 0,999 budeme mit 1,71304 : 1). OvSem
jaka je skuteéna hodnota v? Zadna oficidlni hodnota asi neexistuje, ale
Novitski z Mendelovych pokust dovozuje v = 0,98 (k selhani pry doslo
u 11 semen z 556), coz vede k poméru 2,06758 : 1. Jenze v Mendelové
¢lanku [7] je mozné najit jesté i dalsi mozné hodnoty (11 z 315; 5 ze 101;
6 ze 108; 2 ze 32), coz vede k hodnotam v jako 0,964; 0,951; 0,944; 0,938
s odpovidajicimi poméry 2,4291 : 1; 2,7741 : 1; 2,9819 : 1; 3,1734 : 1. To
ukazuje, Ze uvedeny vzorec asi nebude tim spravnym, viz také |4].

I pFes zpochybnéni nékterych Mendelovych postupt byl Mendel inspi-
raci pro generace védci, které po ném néasledovaly. Ackoli nedisponoval
nastroji, jako jsou pocitac nebo kalkulacka, a musel si vystacit s tuzkou,
papirem a piedchiidci dnesnich kalkulacek, kterymi byla logaritmicka
pravitka a arithmometry, dokazal systematicky nasbirat a zpracovat ob-
rovské mnozstvi dat. Stal se prikopnikem v oblasti statistiky a analyzy
dat, matematické discipliny, ktera je jednim ze zakladnich kament ves-
keré moderni védy.

V dnesni dobé védeckd komunita po celém svété stile ¢erpd z Mende-
lovych poznatkt. Posun v pochopeni genetiky nas dovedl k moZnostem,
které dnes nabizi syntetickd biologie a bioinzenyrstvi. Obé védni dis-
cipliny pfispély k levné, rychlé a masové vyrobé mRNA vakciny proti
SARS-CoV-2, kterd ndm pomohla v efektivnéjsim boji s nedavnou glo-
balni pandemii. mRNA vakciny vznikly i diky tzv. metodé CRISPR,
kterd umoznuje také vznik novych genovych terapii pro diive nevylédci-
telné choroby.

Matematika se stala souc¢asti dnesni biologie a biochemie, vysvétluje
slozitost nerovnovaznych stavi uvniti bunék, existenci kvazirovnovah,
jejich bistabilitu nebo vznikajici cykly, mtze tak popsat biochemické
prepinace i cirkadianni rytmy. Matematika dokaZe pracovat s kodova-
nim, tedy i DNA, dokaZe simulovat skutec¢né proteiny, enzymy i jejich
chemické reakce, umoznuje vytvaret nové struktury, a dokonce navrho-
vat jejich vlastnosti s pomoci dalsich chytrych nastroji, jako je uméla
inteligence (ktera také stoji na matematice, pfedev§im na linearni al-
gebfe a optimalizaci). Tak jako stala matematika u zrodu novych fe-
Seni a technologii ve fyzice a inZenyrstvi béhem technologické revoluce
v minulych dvou stoletich, stala se matematika stejné vyznamnou pro
biochemii v 21. stoleti.

Rocnik 99 (2024), ¢islo 1 23



MATEMATIKA

Podé&kovani

Autofi by radi na tomto misté podékovali recenzentovi za velmi po-

drobné a peclivé proc¢teni prvotni verze a nemalé mnozstvi navrhi, které
prispély ke zlepSeni (nejenom) srozumitelnosti naseho pojednani.
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