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Permutace s predepsanymi délkami cyklu

David Hubac

Abstrakt. Clanek se zabyva zkoumanim a pocitanim permutaci, jejichz cykly maji predepsané
délky. V prvni ¢asti predstavime tifidu permutaci slozenych pouze z jednocyklu a dvojcykla
a ukazeme nékteré souvisejici tlohy. Druhd ¢ast je vénovana dalsim tfidam permutaci a po-
stuptim, jak zjistit jejich pocty. Vedle kombinatorického pristupu vyuzivime téz analyticky
pristup pracujici s exponencidlnimi generujicimi funkcemi.

1. Uvod

V nésledujicich odstavcich nejprve pripomeneme pojem cyklus ve vztahu k permuta-
cim. Pak jiz budeme moci nastinit, ¢im se zabyva tento ¢lanek.

Meéjme n-prvkovou mnozinu X . Pokud jeji prvky znazornime jako rtizné body v ro-
viné, pak jakékoliv zobrazeni na mnoziné X je mozné popsat n Sipkami mezi témito
body tak, ze z kazdého bodu bude vést Sipka k jeho obrazu. Permutace jsou bijektivni
zobrazeni na X, a tedy pro né plati, ze do kazdého bodu vede pravé jedna Sipka.

Zméazornime vse na prikladu. Méjme mnozinu ¢isel 1 az 8 a na ni permutaci zadanou

nasledujici tabulkou:
12345678
62173548)°

Schéma s body a sipkami pak bude vypadat nasledujicim zptsobem:

5 2 )
®_® Y @

Diky tomu, ze do kazdého i z kazdého bodu vede prave jedna sipka, lze ve schématu
rozlisit takzvané cykly. V nasem pripadé jsou ctyri: dva cykly délky 1, jeden délky 2
a jeden délky 4, ¢i jinak feceno dva jednocykly, jeden dvojcyklus a jeden ctyreyklus.

Obecné plati, ze schéma kazdé permutace bude tvoreno jednim ¢i vice cykly. Dava
tedy smysl zavést alternativni zapis permutaci pravé pomoci cykli. Abychom nemuseli
kreslit podobna schémata, zavedeme pohodInéjsi ,vektorovy“ zapis cyklu. Ten mize
vypadat tfeba takto:

(1,6,5,3)(2)(4, 7)(8).

Jedny zavorky predstavuji jeden cyklus, kazdy prvek v zavorkéch je obrazem svého
predchtidce a mé za obraz svého naslednika (posledni prvek mé za ndslednika prvni
prvek a naopak). Tento zépis neni jednoznacény, nezdlezi totiz na tom, ktery prvek

DaAvID HUBAC, ¢. p. 31, 398 21 Kestfany, e-mail: david.hubac@seznam.cz

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 69 (2024), ¢. 2 75



napiseme do zavorek na prvni pozici, ani na potradi cykli. Tedy i nasledujici zapis
popisuje stejné cykly a stejnou permutaci:

(8)(2)(7,4)(5, 3, 1, 6).

V ¢lanku tuto nejednoznac¢nost nékolikrat obejdeme tim, Ze pro zapis uré¢ime prisnéjsi
kritéria. Obecné ndm to vsSak nevadi — predevsim nés totiz budou u permutaci zajimat
délky cyklt, které zistavaji neménné.

Vztah mezi permutacemi a cykly budeme popisovat slovnimi spojenimi ,,permutaci
lze rozloZit na cykly“, ,permutace je tvorena cykly“, ,permutace je slozena z cykli*,
y,permutace sestavd z cykli“ a podobné. Formalné se pritom vzdy jedna o nezdvislé
cykly — to znamend, ze zadny prvek se nevyskytuje ve vice cyklech soucasné.

Protoze kazdou permutaci lze zapsat pomoci cykli a kazdd mnozina nezavislych
cyklu popisuje néjakou permutaci, dava smysl zkoumat permutace podle vlastnosti
prislusnych cyklia. A to je hlavnim cilem tohoto ¢lanku.

Nejprve predstavime tiidu permutaci sestavajicich pouze z jednocykla a dvojcykld,
a to rovnou tfemi ekvivalentnimi pohledy. Jeden pohled nabizi tloha, ve které je
tkolem zjistit, kolika zpusoby si mtze n domacnosti mezi sebou telefonovat. Ukazeme
kombinatoricky postup k feseni této tlohy. Dalsi pohled zkouma involutorni zobrazent,
tedy zobrazeni, kterd jsou sama k sobé inverzni. A treti pohled nabizi interpretaci
v jazyce teorie grafi.

Nésledovné budeme fesit zdanlivé nesouvisejici ilohu o vézich na Sachovnici. Otézka
zni, kolika zplisoby lze rozmistit n vézi na Sachovnici n x n tak, aby se vzajemné neohro-
zovaly; pritom vsak chceme povazovat rozmisténi liSici se jen oto¢enim nebo osovou
symetrii za totozna. V prubéhu feseni narazime na vyse zminénou tiidu permutaci
z predchozi kapitoly.

Zbytek ¢lanku je vénovan dalsim tiiddm permutaci s predepsanymi délkami cykla.
Ctenéfi budou jisté zndmé permutace bez pevnych bodi — na ty lze nahlizet jako na
permutace, v jejichz rozkladu na nezavislé cykly se nenachézi jednocykly. Dalsi z tloh
je pocitani permutaci, jejichz cykly maji pouze liché délky nebo pouze sudé délky.

Vedle kombinatorického postupu predstavime zpravidla obecnéjsi analyticky po-
stup, pracujici s takzvanymi exponencidlnimi generujicimi funkcemi. Oba postupy po-
rovname hned na nékolika tlohach.

2. Telefonni ¢isla

V této kapitole prozkoumame zvlastni druh permutaci, které se nazyvaji involutorni.
Nejdrive se vsak podivame na tlohu o takzvanych telefonnich ¢islech. Vychazime pre-
devsim z webovych strdnek [9] a [8].

Uloha 1. Mgjme n (vzdjemné rozlisitelnych) domdcnosti, v kazdé je jeden telefon.
Jednoho telefonatu se ucastni pravé dvé ruzné domécnosti a kazdd domécnost mize
telefonovat v dany okamzik nejvyse jednou. Kolik existuje moznosti, jak mohou byt
domacnosti telefonicky vzajemné propojeny?

Definice 2. Reseni tulohy o telefonnich ¢islech pro n domécnosti nazveme n-tym
telefonnim cislem a oznacime je T,.
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Definujme jesté nulté telefonni ¢islo Ty = 1, tedy pokud nemame zaddné domac-
nosti, neni zadné telefonni spojeni a to pokladame za jednu validni moznost. Dalsich
nékolik ¢isel 1ze snadno odvodit: 773 = 1 (jedind moznost pro jednu domécnost je zadné
spojeni); To = 2 (domécnosti jsou nebo nejsou spojeny — dvé moznosti); T35 = 4 (bud
zadné spojeni, nebo vybereme ke spojeni dvé domdacnosti, coz jsou tfi moznosti).

Od Ty se ale situace zacind komplikovat. Mizeme si pomoci obrazkem a vidime, ze
existuje deset moznych schémat, tedy T, = 10.

selevlee
sofveree
D&

Obr. 1. Schéma vSech 10 moznosti propojeni 4 domécnosti (prevzato z Wikipedia,
https://en.wikipedia.org/wiki/File:K4_matchings.svg)

vvvvv

a explicitni vzorec pro T),. Nez se ale dostaneme k vyreseni tlohy, pojdme se zamyslet
nad jinymi pohledy na telefonni ¢isla.

2.1. Spojeni s teorii grafa

Predstavme si schéma jedné moznosti telefonniho spojeni mezi n doméacnostmi.
Vsechny domécnosti jsou vzdjemné propojeny a vybrand propojeni ukazuji, které do-
macnosti si prave telefonuji. Jedna se vlastné o uplny graf s n vrcholy a se specifickym
vybérem hran, kterému se rika pdrovani.

Definice 3. Podmnozina hran v obecném grafu se nazyva pdrovani, jestlize zadné
dvé hrany této mnoziny nemaji spolecny vrchol.

Zde vidime ekvivalenci mezi tlohou o telefonnich ¢islech a hledanim poc¢tu parovani
na uplném grafu o n vrcholech. Kazdé parovani lze prevést na validni vybér telefondtu
mezi domacnostmi (z zddného vrcholu nevedou dvé vybrané hrany — zddnd doméc-
nost netelefonuje dvakrat najednou) a zaroven kazdd moznost telefonického spojeni je
parovanim grafu. Graf musi byt uplny (tj. obsahujici vSechny hrany), aby libovolné
spojeni mezi domécnostmi mohlo byt zahrnuto ve vybéru hran v grafu.
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Problém pérovani se zkoumd téZ u netplnych grafa (tedy nékteré hrany nelze vy-
brat), zndmy je napiiklad problém hledan{ nejvétsitho parovani v bipartitnich grafech.

2.2. Involutorni zobrazeni

Schémata telefonnich spojeni s n domécnostmi také odpovidaji permutacim n-prvkové
mnoziny. Domacnosti, které ve schématu netelefonuji, se v permutaci zobrazuji samy
na sebe — tvori jednocyklus, a dvojice doméacnosti navzajem si telefonujicich se zobra-
zuji jedna na druhou — tvori transpozici, dvojcyklus. Tedy libovolné schéma lze prevést
na permutaci tvorenou pouze jednocykly a dvojcykly. Uvédomme si navic, ze kazda
domacnost je soucasti pravé jednoho cyklu, tedy cykly tvori nezavisly rozklad permu-
tace.

Za pouziti stejné logiky plati i druha implikace: mame-li permutaci rozlozenou na
nezavislé jednocykly a dvojcykly, pak z ni lze zpétné zjistit, které doméacnosti spolu
telefonuji.

Tato trida permutaci mé charakteristickou vlastnost.

Definice 4. Zobrazeni se nazyva involutorni, pokud je samo sobé inverzi.

f

< i

f

Obr. 2. Nézorné schéma involutorniho zobrazeni (pfevzato z Wikipedia,
https://en.wikipedia.org/wiki/File:Involution.svg)

Trividlnim pripadem involutorniho zobrazeni je identita na libovolné mmnoziné.
V geometrii jsou znamymi involutornimi zobrazenimi stfedova a osova soumérnost
¢i kruhova inverze.

Véta 5. Mnozina vsech permutaci na n-prvkové mnoziné X sestavajicich pouze z jed-
nocyklii a dvojeyklii tvori mnozinu vsech involutornich zobrazeni na X.

Dikaz. Byt involutornim zobrazenim znamend, ze slozeni dvou takovych zobrazeni
utvori identitu. Pravé toto plati pro nasi t¥idu permutaci: zpermutovani n-prvkové
mnoziny dvakrat po sobé permutaci slozenou pouze z jednocyklu a dvojcykla prvky
v jednocyklu nepresune a prvky v dvojcyklu presune tam a zase zpatky. Tedy tiida
permutaci tvori podmnozinu involutornich zobrazeni na dané mnoziné.

Zaroven zadné involutorni zobrazeni v této podmnoziné nechybi. Aby pro zobrazeni
viubec existovala inverze, musi se jednat o bijekci — a bijekce na konecné mnoziné je dle
definice permutace. Zadna permutace sestavajici z alespon jednoho nezavislého cyklu
délky vétsi nez dva neni involutorni, protoze na prvky z tohoto cyklu by se zobrazeni
muselo aplikovat alespon tolikrat, jaka je délka cyklu. Teprve pak by se vSechny prvky
tohoto cyklu dostaly zpatky do vychozi pozice. O
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Veta tedy tikd, ze pravé tato trida permutaci je involutorni a zadné jiné permutace
tuto vlastnost nemaji. Muzeme tedy pouzivat termin involutorni permutace.

2.3. Rekurentni rovnice a explicitni vzorec

Pojdme tedy vyresit tlohu o telefonnich ¢islech, nejdiive pomoci rekurze. Ve schématu
s n doméacnostmi mohou nastat dvé situace: bud n-t4& domacnost netelefonuje, nebo
telefonuje s jinou domécnosti. V prvni situaci je poc¢et moznosti roven (n — 1)-nimu
telefonnimu ¢islu. Ve druhé situaci ma domécnost na vybér z n — 1 moznosti, s kym
si telefonovat, a pro zbylych n — 2 domécnosti jiz vime, Ze je 1ze spojit T,,_o zpusoby.
Pro n 2 2 tedy dostdvdme rekurentni vzorec

Tn =1p_1+ (?’L — 1) . Tn,Q. (1)

Uloha je tim vyFeena a miZeme sestavit tabulku hodnot prvnich nékolika telefon-
nich ¢isel.

Pro vypocet telefonnich ¢isel se muze hodit téz explicitni vzorec

WA n (2k)!
LEDY <2k> 2k @
k=0
Vyznam proménné k je pocet telefonatd, kterych muze byt 0 az |n/2]. Kombi-
nacni ¢islo znac¢i vybér 2k domacnosti, které budou telefonovat, a nasledujici zlomek
udava pocet moznosti, jak je mezi sebou sparovat. Clen (2k)! pomyslné sefadi viechny
telefonujici doméacnosti a sparuje prvni s druhou, treti se ¢tvrtou atd. Tim ale vznik-
nou duplicity. Nezédlezi na poradi para ani na poradi domacnosti v daném paru, tedy
vydélime séitanec ¢isly k! (pro poradi partl) a 2% (pro poradi domacnosti v parech).
Zavedme jesté nésledujici oznaceni.

34|56 7] 8] 9 | 10
4710 |26 [ 76 | 232 | 764 | 2620 | 9496

112
112

Definice 6. Méjme cislo k € N, pak dvojité faktoridly cisel 2k a 2k — 1 definujeme
po fadé nasledovné:

(2K = (2k)- (2k —2)-...-4-2=2Fk!
2k)!
(2k — 1) = (2k—1)-(2k—3)-...-3-1= %
Déle definujeme (—1)!!:=1a 0!! :=1.

Dodatecnd definice pro ¢isla 0 a —1 bude uzitecnd zde i v pozdéjsich castech.
Definice je konzistentni s tim, ze dosazenim 0 za k do vyrazi 2Fk! a (22,2!!
ziskame ¢islo 1.

Se zavedenim dvojitého faktoridlu lze zapsat vzorec (2) v kompaktnéjsi podobé:

T, = Uf (;{) (2k — 1)1,

skutecné
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3. Rozmistovani vézi

Nyni predstavime dalsi aplikaci telefonnich ¢isel, a sice na jedné z loh o sachovych
figurach. Tyto tlohy obecné zkoumaji, jak lze rozmistit dané sachové figurky na Sa-
chovnici tak, aby se navzijem neohrozovaly; pripadné muze byt cilem spocitat, kolik
takovych moznosti existuje.

My se budeme zabyvat vézemi, které se pohybuji vertikalné a horizontalné o libo-
volny pocet poli. Dvé véze se tedy navzdjem ohrozuji, pokud sdili stejny radek nebo
stejny sloupec. Zacneme nejdiiv zjednodusenou variantou tlohy.

Uloha 7. Kolik existuje ruznych rozmisténi n neohrozujicich se vézi na Sachovnici
nxn?

Stac¢i si uvédomit, ze v Zddném faddku (ani sloupci) nemuzou byt dvé a vice vézi,
tedy musime do kazdého radku umistit pravé jednu véz. Pro nalezeni jednoho Teseni
vlastné hleddme zobrazeni, které vézi z i-tého radku pritadi ¢islo sloupce od 1 do n
takové, Ze neni prifazeno jiné vézi (véZ na i-tém Fadku bude ve vybraném sloupci
sama). Uloha vyzaduje spocitat viechny bijekce na n-prvkové mnoziné, tedy viechny
permutace. Téch je n!, a to je i Feseni tlohy.

Nésledujici vézovou udlohu vyfesime tak, jak je popsédno ve ¢lanku [4]. Budeme
k tomu potfebovat tzv. Burnsideovo lemma, jez je zformulovano a dokézéano naptiklad
v knize [7].

Uloha 8. Kolik existuje rtiznych rozmisténi n neohrozujicich se vézi na sachovnici
n X n, pokud rozmisténi lisici se otoc¢enim ¢i zrcadlovym prevracenim povazujeme za
totozna?

Takovych rozmisténi bude samoziejmé méné nez v tloze 7, protoze néktera bu-
deme povazovat za ekvivalentni. Tato ekvivalence je definovdna rotaci (o 90, 180 a 270
stupn), zrcadlovym prevracenim (neboli osovou soumérnosti; vertikalni i horizontalni)
a vSemi zobrazenimi z nich slozenymi.

Zactneme nalezenim mnoziny vsSech relevantnich zobrazeni. Necht x znaci rotaci
0 90 stupnu proti sméru pohybu hodinovych rucicek a necht y znaci vertikdlni zrcadlové
prevraceni. Tato dvé zobrazeni budeme sklddat a utvaret nova.

Skladdme-li pouze rotace, ziskdme 22 a 3, coz jsou rotace o 180 resp. 270 stupiifi.
Zobrazeni x* neni nic jiného nez identita Id. Pokud nejprve Sachovnici prevratime
(pouZijeme y) a poté otocime, ziskdme dalsf tii zobrazen{ xy, 2%y, 23y.

Zkusme viech 8 zobrazeni zndzornit na jednom rozmisténi vézi. Sachovnice je pro
nazornost obarvena od levého dolniho rohu proti sméru hodinovych rucicek barvami
zluta (Yellow), modra (Blue), zelend (Green) a ¢ervend (Red) — pritadime ji zkratku
YBGR. Obrazy pak budou mit jiné zkratky podle zménéného poradi téchto barev.

Id: YBGR+— YBGR y: YBGR — BYRG

r: YBGR— RYBG zy: YBGRw— GBYR
z?2. YBGR+— GRYB 2%y YBGR+w— RGBY
23 YBGRw— BGRY 23y: YBGRw— YRGB

Pfi prozkoumdni obrazku 3 si vSimnéme, Ze cely druhy fadek (odpovidajici zobra-
zenim y, vy, %y a x3y) lze ziskat pomoci osovych soumérnosti. Zobrazeni y a x2y jsou
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BYRG GBYR RGBY

Obr. 3. Barevné zkratky v obrazech sachovnice

vertikalni a horizontaln{ pievraceni, zatimco xy a 23y jsou soumérnosti podle diagonal.
Déle si vsimnéme, ze rotace o 180 stupnd neni nic jiného nez stredova soumeérnost.

Celkem tedy mame 8 zobrazeni: identitu, ti rotace, dvé prevraceni a dvé diagonalni
soumérnosti. Ziskali jsme ale vSechna navzdjem ekvivalentni rozmisténi vézi? Vice
obrazu barevné Sachovnice neexistuje, protoze jsou 4 moznosti, jak obarvit levy dolni
roh, a dalsi 2 moznosti, jakym smérem budou dalsi barvy postupovat, celkem tedy 8.

Mnozinu vsech rozmisténi vézi oznac¢ime X a nalezenou mnozinu zobrazeni na X
ozna¢ime G = {Id, x, 2%, 3, y, zy, 2%y, 23y}. G je grupou, nebot je uzaviena na sklé-
déni, obsahuje Id a obsahuje inverze svych zobrazeni. Z invertibility vsech zobrazeni
vyplyva, Ze jsou bijektivni, tedy se jednd o permutace na mnoziné X a G je podgrupa
grupy vsech permutaci na X.

Dvé rozmisténi vézi z, y € X povazujeme za ekvivalentni, pokud existuje zobrazeni
m € G takové, Ze y = mw(x). Tato relace je skuteéné ekvivalenci a tiidy této ekvivalence
(coz jsou podmnoziny X ) se nazyvaji orbity. Nasim tikolem je zjistit pocet téchto orbit,
ktery ozna¢ime |O).

Burnsideovo lemma umoznuje urcit pocet orbit, pokud pro kazdé zobrazeni m € G
zjistime pocet rozmisténi vézi, ktera jsou invariantni vici w. Pocet orbit pak ziskdme
jako aritmeticky priumeér téchto hodnot.

Pocet rozmisténi neménnych vici identité je samoziejmé pocet vsech rozmisténi,
tedy n!. Pocet rozmisténi neménnych vici stfedové soumérnosti #? oznac¢me f(n). Déle
se budou vysledky opakovat: podet neménnych rozmisténi vii¢i dvojici z a 23 (rotace
o0 90 stupnii) oznadime g(n), vit¢i zy a 23y (diagonalni soumérnosti) oznacime h(n)
a vici y a x?y (pfevraceni) oznaéime i(n).

Podle Burnsideova lemmatu je pak pocet orbit roven souctu vsech téchto cisel
déleny poc¢tem zobrazeni z G, tedy

nl+ f(n) +2g(n) + 2h(n) + 2i(n) '

O:
ol :
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Nejprve spocitejme f(n) — podet rozmisténi na Sachovnici n x n, jez jsou stfedové
soumérnd (neménnd vuci stfedové soumérnosti). Uvazujme nejdiive n sudé, tj. ve tvaru
n = 2k.

Trivialné plati f(2) = 2. Déle mé&jme prazdnou Sachovnici 2k x 2k. Protoze kaz-
dému radku nalezi pravé jedna véz, muzeme prvni véz umistit na i-tou pozici zleva
do posledniho tadku a poté stfedové soumérné véz na i-tou pozici zprava do prviniho
radku. Toto lze provést 2k zpusoby a pro vsechny plati, Ze véze se navzajem nebudou
ohrozovat (nemdme prostiedni sloupec).

Polozenim téchto vézi jsme zabrali dva stfedové soumérné radky a dva stredove
soumeérné sloupce, které si mizeme ze Ssachovnice odmyslet, a zbyde nam Sachovnice
(2k —2) x (2k — 2) s tymz stfedem — viz obrazek 4 vlevo. Pofet moznosti, jak na tomto
zbytku rozmistit 2k — 2 neohrozujicich se vézi, je f(2k — 2). Ziskali jsme tak rekurentni
vzorec f(2k) = 2k f(2k — 2). Protoze f(2) = 2, pak f(4) =4-2, f(6) = 6-4-2 a obecné
f(2k) =2k-(2k—2)-...-4-2, neboli

f(2k) = 28K = (2k)1.

Pro liché n = 2k + 1 je na stfedové soumérném rozmisténi pozice jedné véze pevné
dand. Protoze na sachovnici existuje prostiedni radek, pak véz v ném se musi nachazet
v samotném stredu sachovnice, jinak by se pri zachovani stfedové soumérnosti musely
nachazet v tomto radku dvé véze. Rozmisténi zbylych vézi pak provadime na sachovnici
2k x 2k, tedy plati f(2k+ 1) = f(2k).

¢

¢

Obr. 4. Pokladani véze do posledniho radku pii zachovani soumérnosti v poradi podle stiedu,
podle ¢tvrtin“ a podle diagonaly

Nyni podobnym zptusobem vypocitejme g(n) — pocet rozmisténi, jez jsou neménnd
vici rotaci o 90 stupnti. Opét nejdiiv budeme uvazovat sudé n = 2k.

Prvni dvé hodnoty jsou g(2) = 0, g(4) = 2. Méjme opét prazdnou Sachovnici 2k x 2k
a polozme prvni véz nékam do posledniho radku — feknéme, Ze na i-tou pozici zleva.
Pro zachovani soumérnosti pak musime polozit véz i do posledniho sloupce na i-tou
pozici zdola, do prvniho fadku na i-tou pozici zprava a do prvniho sloupce na i-tou
pozici shora, jak je znazornéno na obrazku 4 uprostied. Tyto véze se budou vzajemné
ohrozovat pravé tehdy, pokud se budou nachazet v rozich. Diky sudosti n nemuze dojit
k tomu, ze by se ohrozovaly protilehlé véze. Pocet moznosti pro vybér pozice véze na
poslednim tddku je tedy 2k — 2 a rekurentni vzorec je g(2k) = (2k — 2)g(2k — 4).
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Pro n délitelnd 4 mame ¢(8) = 62 a obecné g(4k) = (4k —2) - (4k—6)-...-6-2,
odkud plyne

g(4k) =2% 2k —1)-(2k—3)-...-3-1 =22k — 1)L

Pokud neni sudé n délitelné 4, pak n = 4k + 2 a plati g(4k + 2) = 0. Pro lichd n
stale plati, Ze v rozmisténich musi byt véz uprostied Sachovnice (stéle se totiz jednd
o stfedové soumérna rozmisténi), a tedy g(2k + 1) = g(2k).

Dalsi v poradi je h(n) — pocet rozmisténi vézi, jez jsou soumérnd podle diagondly.
Prvni tfi hodnoty jsou h(1) = 1, h(2) = 2, h(3) = 4. Pfedstavme si opét prazdnou
Sachovnici n x n a poklddejme véz do n-tého radku. Muzeme ji polozit do rohu na
diagondlu, pak na zbytek Sachovnice lze rozmistit véze h(n — 1) zpusoby. Pokud ji
poloZzime na jedno ze zbylych n — 1 poli, musime pro zachovani soumérnosti podle
diagonaly pridat prislusnou véz do n-tého sloupce, viz obrazek 4 vpravo. Tyto véze
se nikdy ohrozovat nebudou. Po odmysleni ohrozenych poli zbyva pokryt Sachovnici
(n —2) x (n—2), coz je mozné h(n — 2) zpusoby. Ziskali jsme tedy rekurentni vzorec
h(n) = h(n — 1)+ (n — 1)h(n — 2), ktery je spoletné s pocatecnimi hodnotami totozny
se vzorcem pro telefonni ¢isla z predchozi kapitoly, tedy plati

h(n) =T,.

Nakonec i(n) jakozto pocet rozmisténi vézi symetrickych podle vertikdlni nebo
horizontalni osy je vzdy roven nule, protoze takové rozmisténi pro n > 1 vyzaduje
dvojice vézi ve stejném radku ¢i sloupci, ¢imz by se ohrozovaly.

Resenim celé tlohy pro n > 1 je tedy ¢&islo

n!+ f(n) +2g(n) + 27T,
8 )

0] =
kde
f(n) = (2K)!! pron =2k (sudé?, /
(2K)! pro n =2k + 1 (liché),
2F(2k — 1)!!'  pro n = 4k (délitelné 4),
g(n) = ¢ 282k — 1)1 pron =4k + 1,
0 jinak.

Ctenéfe jisté zajima, jaky bude vysledek pro klasickou $achovnici 8 x 8. Konkrétni
hodnoty pro nizka n jsou uvedena v nasledujici tabulce.

n 213| 4 5 6 7 8 9 10
o] [1[2] 7 23 115 694 | 5282 | 46066 | 456454
w216 24 120 720 | 5040 | 40320 | 362880 | 3628800

W :]O] | 2 |3 | ~343 | ~522 | ~626 | ~7,26 | ~7,63 | ~7.88 | ~7,95

Ve druhém radku tabulky je vysledek této tlohy a ve tretim vysledek zjedno-
dusené vézové ulohy 7, v obou pripadech pro n v rozsahu 2 az 10. Vidime, ze na
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klasické Sachovnici existuje celkem 8! = 40 320 rozmisténi a z nich lze vybrat nej-
vyse 5 282 reprezentantii takovych, aby se vzajemné nelisili o rotaci ani o prevra-
ceni.

Ve ¢tvrtém radku je vypocitan pomeér predeslych dvou radku, ktery iika, jak velké
jsou v pruaméru t¥idy ekvivalence pro dané n. Z tabulky je patrné, Zze pro rostouci n
se tento pomér zdola blizi k ¢islu 8. Toto ¢islo jisté nebude prekroceno, protoze tridy
ekvivalence mohou mit dle definice nejvyse 8 prvka. Dokonce lze snadno nahlédnout,
Ze pomér bude konvergovat k 8, protoze v ¢itateli feseni | O] roste ¢len n! fadove rychleji
nez cleny f(n), g(n) i T),.

Pri feseni vézové ulohy jsme tedy ziskali dalsi pohled na telefonni ¢isla: n-té tele-
fonni ¢islo odpovida poctu rozmisténi n navzajem se neohrozujicich vézi na Sachovnici
n X n, kterd jsou soumérna podle diagonaly.

4. Permutace s cykly predepsanych délek

V kapitole o telefonnich ¢islech jsme uvazovali permutace slozené pouze z nezavislych
jednocykla a dvojcykli. Nyni nas budou zajimat permutace, které se sklddaji z cykla
jinak pevné zvolenych délek. Opét se pokusime zjistit jejich pocet nad n-prvkovou
mnozinou.

Mnozinu pripustnych délek oznacme C C N. Pocet permutaci n-prvkové mnoziny
skladajicich se z cyklu délek z C oznacme ge(n). V trividlnim pripadé plati go(0) = 1.
Vime, ze pro involutorni permutace byla C' = {1, 2}, a tedy g{1,2}(n) = Th.

Nésledujici tlohy jiz nebudou mit podklad v redlném svété, jak to bylo s telefonnimi
Cisly. Jistou interpretaci tedy aspon zminme zde:

Kolika zpusoby lze n osob rozesadit ke kulatym stolim? Chceme, aby pocet osob
u kazZdého stolu byl z dané mnoziny C. Nezadlezi na tom, kdo sedi u kterého stolu ani
na jakém miste — zaleZi jen na tom, koho md po levé a pravé ruce.

Ziejmé kulaté stoly predstavuji cykly délek z mnoziny C. Takto tedy lze pohlizet
na vsSechny nasledujici tlohy.

4.1. Kombinatoricky postup

Nejdrive se pokusme resit ilohy podobnym postupem, ktery jsme pouzili i pro telefonni
c¢isla. Cilem je ziskat rekurentni rovnici, pripadné explicitni vzorec vyjadieny sumou.
Zac¢neme ulohou velmi podobnou tloze 1 s telefonnimi ¢isly.

Uloha 9. Kolik existuje permutaci nad n-prvkovou mnozinou, které sestavaji pouze
z nezavislych jednocyklt a trojcykla?

V této tloze je C' = {1, 3}, a tedy feSenim pro n budeme rozumét ¢islo gy 33(n).

Jeden prvek ani dva prvky trojcyklus neutvoii, takze gy 53(1) = 1 a gg1.53(2) = 1.
Ze ti1 prvki lze vytvorit dva trojcykly nebo trojici jednocykli, takze gg31(3) = 3.
Obecné plati, Ze n-ty prvek muze byt soucasti trojcyklu, jenz vybereme (n —1)(n — 2)
zpusoby (pomyslné vybirdme prvky na druhé a tfeti misto v cyklu), nebo muze tvorit
jednocyklus. Pro n > 3 tedy ziskdme rekurentni vzorec

91,33 (n) = gp3y(n — 1) + (n— 1)(n — 2)gq1,33(n — 3). (3)
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Vsimnéme si podobnosti s rekurentnim vzorcem (1) pro telefonni éisla. I ndsledujici
explicitni vzorec bude velmi podobny vzorci (2):

n/3) n\ (3k)!
9{1,3}(”) = Z <3k) % (4)
k=0

Proménna k v této sumeé znaci pocet trojic prvka tvoricich cykly. Podobné jako
u vzorce (2) pomyslné nejdiive vybereme vSechny prvky tcastnici se trojcyklu (kom-
binac¢ni ¢islo), ty sefadime (Citatel zlomku), ale nezélezi vlastné na poradi trojic v se-
fazeni (k!) ani na tom, ktery ze tif prvki je v cyklu uveden jako prvni (3%).

Uvedme tabulku hodnot gy 33(n) pro nizkd n:

n o123 ]4]5 67| 8 | 9 | 10
ga(m) | L[ T[T 39|20 8135112335769 | 31041

Povsimnéme si, ze ¢len (n — 1)(n — 2) ve vzorci (3) je vlastné pocet 2-¢lennych
variaci z (n — 1)-prvkové mnoziny (bez opakovani). Pocet cykla délky I, které obsa-
huji jeden dany prvek, je stejny jako pocet (I — 1)-Clennych variaci z (n — 1)-prvkové
mnoziny.

3
3

Definice 10. Pocet [-Clennych variaci z n-prvkové mnoziny ozna¢me symbolem
Vi,n):=nn-1)...(n—1+1)

pro 0 <! = n. Déle polozme V(I,n) :=0prol>na V(0,n):=1.

V nésledujici tloze jiz uvazujeme obecnou volbu C. Vysledny vzorec je prevzat
z knihy [1], s. 280.

Uloha 11. Kolik existuje permutaci nad n-prvkovou mnozinou, které sestavaji pouze
z nezavislych cykla délek z dané mnoziny C?

Na pravé strané rekurentni rovnice bude suma, v niz kazdy sc¢itanec bude odpovidat
jedné pripustné délce ¢ € C' cyklu, jenz obsahuje n-ty prvek. Doplnit cyklus délky
cE<nlze (n—1)(n—2)...(n—c+1) zpusoby a cyklus délky ¢ > n nula zptsoby,
coz oboje odpovidé poctu (¢ — 1)-¢lennych variaci z (n — 1)-prvkové mnoziny. Ziskdme
tedy vzorec

go(n) = V(e—1,n—1)-go(n— o). (5)

ceC
Vime, ze go(0) = 1, a pomoci rekurentniho vzorce lze vypocitat go(n) pro libo-
volné n.
4.2. Exponencialni generujici funkce

Kombinatorické postupy nyni nahradime matematickou analyzou, konkrétné praci
s mocninnymi fadami. Naroc¢néjsi cesta k cili se ndm nasledné splati algoritmickym
fesenim hned nékolika tloh.
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Ve zbytku ¢lanku vychdzime z knihy [2] (ze stran 113-118 je prevzata teorie, kte-
rou zde uvadime ve zjednodusené podobé, a strany 118-122 obsahuji priklady, které
budeme posléze Tesit).

Zacneme zavedenim hlavniho pojmu.

Definice 12. Ezponencidlni generujici funkei posloupnosti {a, }22, rozumime moc-
ninnou radu
o0 xn
A(z) = g ap, — .
n!
n=0

Budeme potiebovat nasledujici pomocné lemma, které rikd, jak vypadaji mocniny
exponencidlnich generujicich funkci.

Lemma 13. Pro kazdou exponencialni generujici funkci A a kazdé k € N plati:

oo

> i\ " ) )
Ak(:c):(;ai%) = X T

n=0 i1,...,0 €Ng

Drikaz. Mocninnou fadu A jsme umocnili na k-tou — predstavme si tedy soucin k téchto
mocninnych fad. Jakymi zptsoby lze z tohoto soucinu ziskat z"? Necht pro kazdé
m € {1, ..., k} vybereme z m-té sumy ¢len obsahujici mocninu z‘», kde i,, € No.
Pokud zvolime iy, . .., i; tak, aby méla soucet n, pak soucin vybranych ¢leni bude
obsahovat mocninu z" a jeji koeficient bude souc¢inem koeficientt vSech vybranych
¢lenti (zlomky na pravé strané rovnice).

Nyni stac¢i najit vSechny takové vybéry i1, . .., i, ¢imz ziskdme vSechny souciny
obsahujici x™. O

Pro dalsi pozorovani ozna¢me symbolem gc x(n) pocet permutaci nad n-prvkovou
mnozinou tvorenych praveé k cykly, jejichz délky jsou z mnoziny C'. Trividlné plati

go(n) = gok(n).
k=0

Uvidime, ze se ndm vyplati uvazovat nekone¢nou sumu, i kdyz s¢itance samozrejme
mohou nabyvat nenulovych hodnot pouze pro k € {1, 2, ..., n}.

Lemma 14. Plati

_nl f(i1) fix)
gC,k:(n) = E Z —'L'll . Zk'
i1,...,0k ENg
i1+...+ig=n

kde funkce f je definovana predpisem

fli) =

(i—1)! proie(C,
0 jinak.
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Dikaz. Zkusme sestavit permutaci mnoziny {1, ..., n} o k cyklech, které maji délky
z mnoziny C. Vyberme prom € {1, ..., k} ¢isla i,, tak, aby i, € Caii+...+ip =n,
pricemz i,, bude znacit délku m-tého cyklu permutace. Permutujme ¢isla 1, ..., n
a polozme je do serazenych cykla od prvniho do k-tého. To je zdénlivé n! moznosti,
vznikly by nam ale duplicity: jednak nezalezi na poradi cyklu, jednak nezédlezi na
vybraném prvnim prvku v cyklu. Vydélime tedy ¢isly k! (poradi cykla) a i,, pro
kazdé m (vybér prvniho prvku v m-tém cyklu).

To souhlasi s dokdzanym vztahem, protoze pokud skuteéné pro vsechna m plati

im € C, pak nasobime @ = w = % Pokud existuje m takové, ze i,, ¢ C,
pak z definice f vyjde celj;'/n séitanecwﬁulovy. " O

Ozna¢me symbolem G¢ exponencidlni generujici funkei posloupnosti {gc(n)}22,.
Podle nasledujici véty lze G¢ vyjadrit dvéma zpusoby: jednak podle definice, jednak

pomoci exponencialy.

Véta 15. Pro libovolny vybér C' C N plati:

%mzzwwgzmﬁz§>

neC

Diikaz. Plati

n=0 n=0 k=0 k=0 n=0
Rozepiseme gc,k(n) podle lemmatu 14:

Sy loy S S e

k=0 n=0 k! i1,k €No U /Y nl

Upravime, n! se pokrati:

)OE-D 38 HED DENELCNINEILY
k=0 n=0 |\ i1,...,ix €ENg

i1+ Fig=n

Pouzijeme lemma 13 a definici funkce f:

=1 s N : =1 . xt g =1 Z :
Do (Zf(l)ﬁ> =X (Z(l—l)!ﬁ> =5 (Z 7) :
k=0 =0 k=0 icC k=0 ieC

Nakonec si staci vsimnout, Ze soucet mocninné rady lze vyjadrit pomoci exponencialy

I,i
exp Z 7 .
eC

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, roénik 69 (2024), ¢. 2 87



Tato véta bude klicem k vyfeseni vsech nasledujicich tiloh. Postup 1ze shrnout do
dvou krokt: nejdiive vyjadiime exponencidlu co nejjednodussim zpiisobem ve tvaru
mocninné fady a nasledné porovname koeficienty u ™ dvou mocninnych tad, z ¢ehoz
ziskdme vzorec pro go(n).

4.3. Analyticky postup

Uloha 16. Kolik existuje permutaci nad n-prvkovou mnozinou, které sestavaji pouze
z nezavislych dvojcykla?

Ekvivalentné lze Fici, Ze zjistujeme pocet involutornich permutaci bez pevnych bodu
(tzn. neobjevuji se jednocykly).

Mame tedy mnozinu C' = {2}, cemuz odpovida generujici funkce Gay(x) a fe-
Seni tlohy gyoy(n). Dle véty 15 plati Gyay () = exp(2?/2). Pro nalezeni rozvoje této
exponencidly do mocninné rady si vzpomenme na vzorec

2 3

X
exp()—1+x+7+§+—+ Zk,, (6)

kam staci dosadit 22/2 za x. Ziskdme rovnost

Gy (@ )exp< ) i—k

k=0

Nyni pouzijeme definici exponencialni generujici funkce, ¢imz obdrzime rovnost

Z 9i23(n i

k=0

Zbyva zjistit groy(n) porovnanim koeficienttt u 2. Pro n liché je koeficient na
pravé strané rovnosti 0. Pak i gg9}(2k + 1) = 0, coz neni zadné prekvapeni: neexistuje
permutace nad lichym poctem prvki slozena jen z dvojcykli.

Uvazujme tedy n = 2k. Ze vzorce vyplyvd, ze gqs(2k) = % = (2k — 1)L
K tomuto vysledku Ize snadno dojit i kombinatorickou cestou. Ptame se, kolika zptisoby
je mozné sparovat 2k riznych prvki. Nejmensi prvek lze sparovat (2k — 1) zptsoby.
Vezméme ted nejmensi prvek, ktery jsme jesté nepouzili — ten lze sparovat (2k — 3)
zptisoby. Takto lze pokracovat, dokud nezbydou posledni dva prvky. Resenim tedy je
2k—1)-2k—3)-...-3-1=(2k—1)I.

Uloha 17. Kolik existuje permutaci nad n-prvkovou mnozinou bez pevnych bod?
(Pevny bod je bod, ktery se zobrazi sdm na sebe, tj. jde o cyklus délky 1.)

Ozna¢ime D, pocet feseni dané ulohy a D prislusnou generujici funkci. Mame
C ={2,3,...}, tedy dle véty 15

o0

D(z) = exp (Z %) .

n=2

88 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 69 (2024), ¢. 2



Pro tpravu argumentu exponencialy se hodi znamy vztah

1'2 1'3 1'4 &0 (_1)n—1
In(1 =z—=+=-=+4+...= A 7
n(lte)=o— o+ -+ T (™
do kterého dosadime —x za x:
2 x3 xt > "
nl-2)=-2— — - — — — — L= -
n(l-w)=—r—75 -5 -7 nz::l n

Rada v argumentu exponencidly je tedy — In(1 — z) — 2z = In &~ — z (protoZe

i
suma zacind az od n = 2, je tfeba odecist prvni ¢len x). Plati tedy

1 1
D(z) = exp (ln Tz~ x) =12 exp(—x),

coz lze déle prevést na soucin dvou mocninnych rad

o= () (2 5)

k=0

Soucinem je opét mocninnd rada. Zpozorujme, ze s¢itanec s ™ ziskdme vyndsobe-
nim k-tého ¢lenu druhé sumy s (n — k)-tym ¢lenem prvni sumy, kde 0 < k < n. Tento

k
sCitanec bude mit koeficient %, celkovy koeficient u z" pak bude sumou téchto
zlomku pres vsechna k. A generujici funkci D lze zapsat jako sumu pres vsechna n,

¢imz ziskdme vzorec
o n
b=y 3 0
n=0 k=0
Nakonec staci rozepsat D podle definice a vyjadrit D,,:

Yoy =y

n=

(]

E

—

Dy,

0 0
n
_1)k

!
my E
k=0

Tento vzorec se ¢asto odvozuje kombinatoricky pomoci principu inkluze a exkluze,
jako Tesen{ zndmé tulohy o Satnafce je napiiklad uveden v knize [6].

Podivejme se nyni znova na tlohu 1, kterou jsme jiz dokazali vyTesit kombinato-
ricky, a zkusme dojit ke stejnému vysledku pomoci véty 15.

Uloha 18 (o telefonnich &slech). Kolik existuje permutaci nad n-prvkovou mno-
zinou, které sestavaji pouze z nezavislych jednocykla a dvojeykla?

Pocet Teseni dané tlohy je T, (n-té telefonni &islo), prislusnou generujici funkei
ozna¢me T'. Pouzitim véty 15 ziskdame

T(z) = exp <x+ %2> = exp(z) - exp <%2) .
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Odkazeme se na rozvoje exponencialni funkce z tlohy 16 a ziskdme soucin dvou moc-

ninnych rad
o) Ij o) :1:2’“
Z 4! Z okl |
j=0 k=0

Budeme zjistovat koeficient u ™ tohoto soucinu. Kazdy s¢itanec s x" ziskdme
vyndsobenim k-tého Clenu z druhé fady s (n — 2k)-tym ¢lenem z prvni rady, kde

0 < k < |n/2]. Koeficient tohoto s¢itance je m Koeficient souctu vSech ¢lent
s " pak bude

S s

kLl (n — |

—= 2 kl(n — 2k)!
a vyslednd mocninnd rada ma tvar

o0 (/2] 1

T = n P I ————
() HZ::O * ,;) 9% K1(n — 2k)!

Nyni staci jen fadu upravit do vhodné podoby, aby se z ni podle definice T" dala
vycist ¢isla T,:

T < an n/2] n! (2k)! = " Ln/2] " ok — 1)1
0 =30 X o o = 2 (o) @1

[n/2] n
T, = 2k — 1),
> (%)( )

5. Dalsi priklady
Na zévér vyresime jesté dvojici piikladu. Vychdzime stdle knihy [2] (strany 120-122),
nabizime vsak vlastni kombinatorické reseni tilohy 20.

Uloha 19. Kolik existuje permutaci nad n-prvkovou mnozinou, které sestavaji prave
z cyklia sudych délek?

Analytické reseni. Oznacime pismenem .S mnozinu kladnych sudych ¢isel, tedy
pracujeme s generujici funkei Gg a FeSenim tlohy je gs(n).
Vychézejme opét z véty 15:

:Z?2 :174 :176 > x2k
Gs(x) = exp <7+Z+E+> = exp (; ﬁ) .

K nalezeni souctu nekonecné rady se nam vyplati pouzit trik: fadu zderivovat, upravit
a pak zpatky zintegrovat:

/
o 2k 2k 1 x
(Z% EP DR D DE et S v A

k=1 k=1
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Vysel nam zlomek, jejz je pred integrovanim tfeba upravit na soucet parcidlnich zlomkt

x A N B A(l+x)+B(lf:17)

1—22 1—-2 14z 1— 22

7 porovnani ¢itatela plynou rovnice 0 = A+ B al = A — B, z nichZ vypocteme A = %
a B= f%. Parcidlni zlomky zintegrujeme a mame

1 1 1
S l(l—2)— = In(l4x) =1 In ) ——
g (1 —2) =5 In(l4o)=In —es + \/1+a: 1—x2

Tento vyraz je stdle v argumentu exponencialy generujici funkce Gg, tj.

Gs(z) = exp <ln ,/ﬁ) = ,/ﬁ e

Generujici funkci lze nyni rozvinout do mocninné rady pouzitim zobecnéné binomické
véty:

a-ate = 5 () e

k=0

_ Z —1/2)( 3/2)k' (-1/2—k+1) (—1)ka? =

1-3...(14+2k—-2) 5
_Z Qkkl =

— Z (2k — 1)! 22k
Co2kgr T
Nakonec pouzijeme definici generujici funkce a ziskame reseni

> " = (2k—1)!
Gs(x) = Z gs(n Z R 2k,
n=0 k=0
(2k — 1)

S ((2k — 1)1H2.

9s(2k) = (2k)!
Liché ¢leny tentokrat na pravé strané rovnosti zcela chybi, tedy
gs(2k+1) = 0.

Kombinatorické reseni. Je ziejmé, ze sudé cykly lze sestavit pouze ze sudého
po¢tu prvku, tedy plati gs(2k + 1) = 0 pro k € No.

Zbyva spocitat zpusoby, jak utvorit cykly sudych délek z 2k prvkua pro k € N.
Nejdiive prvky sparujme do dvojcyklt — to ¢ini (2k — 1)!! moznosti, jak jsme zjistili
v tloze 16. Dvojcykly usporddame vzestupné podle jejich mensiho prvku, a mensi
prvky napiseme na prvni pozici cykli. Tomuto uspordadani budeme tikat vzestupné.
Timto zptusobem lze usporadat jakoukoliv permutaci.
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Pro znazornéni vezméme 8 sparovanych prvka ve vzestupném usporadani:
(1,5)(2, 3)(4, 8)(6, 7).

Nyni budeme dvojcykly spojovat. Budeme postupovat zleva doprava, a bud navsti-
veny cyklus ,rozsifime“ (pfipojime na jeho konec néktery z nenavstivenych dvojeykli),
nebo jej ,uzavieme* a pokroc¢ime k néslednikovi. Jeden krok algoritmu vlastné vzdy
znamend zafixovani dvou prvku permutace a posun o dvé pozice doprava.

Podivejme se, jak muze algoritmus probihat. Zvyraznéné prvky znaci konec navsti-
veného cyklu.

(1,5)(2, 3)(4, 8)(6, 7
4,8

(1,5)(2,3)(4,8)(6, 7
(1,5)(2, 3,7, 6)(4, 8)
(1,5)(2, 3,7, 6,4, 8)
(1,5)(2,3,7,6,4,8)

(2 )
(2 )

)
)
Prvni cyklus se rovnou uzaviel, dalsi se hned dvakrat rozsitil. Poprvé o cyklus (6, 7)
s prvnim prvkem 7, podruhé o cyklus (4, 8) s prvnim prvkem 4.

Obecné se da tici, ze volba rozsiteni je dana vybérem prvku, jenz se nachazi napravo
od konce navstiveného cyklu. Pocet moznosti je tak nejdriv 2k — 2, pak 2k — 4, a tak
déle, az ke 2 a 0. Navic mame vzdy navic moznost uzavreni, tedy moznosti spojovani
je(2k—1)-(2k—=3)-...-3-1=(2k - 1)L

Ziejmé vysledkem bude permutace sestavajici z cykla sudych délek, zatim ale ne-
vime, zda kazdéa takova permutace ptjde vygenerovat pravé jednim zptsobem.

Vsimnéme si, ze spojovani nenarusilo vzestupné usporadani. Je diky tomu mozné
jednoznacné uskutecnit zpétny chod z jiz pospojovanych cykla: zprava doleva ,tr-
hame“ dvojcykly a radime je podle vzestupného usporadani, coz je vzdy napravo od
navstiveného cyklu.

Zpétny chod je mozné provést na kazdé permutaci s cykly sudych délek, protoze
jedind podminka je jeji vzestupné usporadani. To znamend, ze pokud mame vhodné
sparované prvky, je pravé jeden zptisob, jak provést spojovani k ziskdni zadané permu-
tace. A parovan{ prvki je pii spojovani zachovdno (sparované prvky zistanou vedle
sebe), 1ze je tedy vyCist piimo ze zadané permutace.

Tedy pocet hledanych permutaci je roven poc¢tu moznosti, jak utvorit dvojcykly,
krat pocet moznosti, jak je pospojovat do vétsich cyklt. Ziskame

gs(2k) = ((2k — 1)IN)2.

Uloha 20. Kolik existuje permutaci nad n-prvkovou mnozinou, které sestavaji prave
z cykla lichych délek?

Analytické teSeni. Necht L je mnozina vsech kladnych lichych cisel. Generujici
funkef je G a feSenim tlohy g1 (n). Podle véty 15 plati

O 2kl
G = Yt +. ) = — .
1(z) = exp (w—i— 3 + 5 + ) exp (;0 1
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Stejné jako u predchozi tlohy 19 pouzijeme trik se zderivovanim a zintegrovanim

exponentu:
) /
p2k+1 Z 2k _
Qk +1 1-— x2

Pred integraci je potfebna Uprava na parcidlni zlomky:

1—x271—x+1—|—x7 1— 22

1 A B A(+z)+B(1-2)

7Z citatelt vyéteme 1 = A+ B a 0= A — B, odkud plyne A =B = % Po zintegrovani
zlomku ziskame

1
+Invli+axz=In +$.

1 1 1
—— In(1-— — In(1 =1
2n( x)+2n( + ) nm .

Vyjadiime generujici funkci Gp:

1+z 1+
Gpr(z) = exp (ln\/l—w) _\/1—:10'

Déle se rozsitenim /1 + x zbavime odmocniny v ¢itateli, jmenovatel poté ptjde prevést
na mocninnou fadu pomoci zobecnéné binomické véty:

Vit \/1—1—90_ 1+
Vi—z V1+z V1 — 22

Rozvoj (1 — 22)~/2 jsme hledali v pfedchozi tiloze 19, takze staéi fadu opsat:

GL(,T) =

=(1+2)(1—2?)"V2

= (2k —1)!
G (1+ ) Z 2’“.
=0

Mocninna fada s pouze sudymi ¢leny je oproti tloze 19 ndsobena (1 + x), takze i liché
¢leny budou nenulové. Pri rozepsani podle definice generujici funkce ziskame

x =~ (26— 1)1,

k=0
Nynf je tfeba spoéitat g, (n) separatné pro sudé a lichd n:

CE- DR — (k1.
(26— 1)1
2k k!

gL (2k) = (2k)!
g2k +1) = (2k +1)! = (2k + 1)((2k — 1)1N)2. (8)
Kombinatorické reseni. Vsimnéme si, ze pro n sudé nam vyslo reseni totozné

s predchozi tlohou 19, tedy ¢r(2k) = gs(2k). Nabizi se tedy zkusit dokédzat tuto
rovnost kombinatoricky. Toho docilime nalezenim bijekce mezi permutacemi se vSemi
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cykly lichych délek (zkracené vzory) a permutacemi, které maji vSechny cykly sudych
délek (zkracené obrazy). Bijektivnost zduvodnime tim, Ze ke kazdému obrazu pujde
jednoznacné najit vzor.

Zobrazeni samotné bude jednoduché: nalezneme rozklad vzoru na nezavislé cykly
a na konec kazdého druhého cyklu presuneme posledni prvek cyklu predchoziho. Takto
ze vSech cykla lichych délek ziskame cykly sudych délek. Zatim to ale neni korektni
postup: ruzné usporadani cykli a prvka v cyklech vedou k riznym obraztm téz per-
mutace, takze je treba urcit néjaky jednoznacny predpis, jak zapsat permutaci pomoci
rozkladu na cykly.

K predchozimu odstavci je tfeba ucinit dvé pozorovani. Zaprvé pocet cykla lichych
délek je vzdy sudy, skutec¢né tedy polovina cykla prvek ztrati a druhéd polovina prvek
ziska. Zadruhé odebranim prvku z jednocyklu se tohoto cyklu zbavime, tedy obrazy
obecné mohou sestdavat z méné cykla nez vzory. Tim vznika problém s hledanim vzoru
k obrazu: obecné u cyklu nevime, zda byl jeho posledni prvek v zobrazeni pridélen
z jeho predchidce nebo ze zaniklého jednocyklu.

Zachrani nas nasledujici uspordadani: na prvni pozici kazdého cyklu umistime jeho
nejvetsi prvek a cykly samotné usporadame vzestupné podle hodnoty onoho nejvétsiho
prvku. Napiiklad permutace

(4)(5, 1, 3)(7)(8)(9; 2, 6)(10)

je ve spravném tvaru, jakdkoliv jind podoba je Spatné.

Vsimnéme si, ze usporadani je zachovano i pro vSechny obrazy, protoze poradi cyklu
se nemeéni a pri kazdém presunu vklddame na konec cyklu ¢islo mensi nez to, které je
na zacatku cyklu. Zanik jednocyklt téz usporadani nenarusi, jen zméni celkovy pocet
cykli obrazu. Mtzeme tak uvazovat obrazy pouze usporadaném tvaru.

Obraz predchozi permutace v popsaném usporadani je

(5,1, 3, 4)(8, 7)(9, 2)(10, 6).

Nakonec si uvédomme, ze mame-li v daném cyklu v obrazu prvek, o kterém vime,
7e jej zobrazeni presunulo, pak dokdzeme fict, kam ve vzoru patii. Pokud ma totiz
prvek mensi hodnotu nez prvni prvek predchtidce daného cyklu, pak ve vzoru nélezi
na posledni pozici predchidce. Pokud je naopak dany prvek vétsi nebo dany cyklus
predchudce nemé, pak prvek ve vzoru tvoril jednocyklus, ktery umistime tésné pred
dany cyklus.

Praveé jsme popsali jeden krok algoritmu rekonstrukce vzoru z daného obrazu. Po-
stupujeme od posledniho cyklu dopredu, z navstiveného cyklu odebirdme posledni
prvek, a pro dalsi krok preskakujeme cykly, jimz byl pridan prvek. Takto jednoznacné
nalezneme k obrazu vzor.

Provedme rekonstrukci vzoru s obrazem nasi demonstracni permutace:

(5,1, 3, 4)(8, 7)(9, 2)(10, 6)

(5,1, 3,4)(8, 7)(9, 2, 6)(10)
(5,1,3,4)(7)(8)(9, 2, 6)(10)
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(4)(5,1,3)(7)(8)(9, 2, 6)(10).
Tucné jsou zobrazeny presouvané prvky. Prvni krok byl pfesun 6 na konec predchidce,
protoze 6 < 9, druhy krok presun 7 do nového jednocyklu, protoze 7 > 5, a nakonec 4
vytvori jednocyklus na zacatku, protoze predchudce uz cyklus nema. Vidime, Ze jsme
ziskali zpét puvodni vzor, se kterym jsme zacinali.
Timto jsme dokazali

gL(2k) = gs(2k) = ((2k — 1)I1).

Jsme ale zatim pouze v poloviné feseni — je jesté tieba spocitat gz, (2k +1). Protoze
gs(2k + 1) =0, nema smysl hledat bijekci mezi sudymi a lichymi cykly. Namisto toho

Pouzijeme usporadani popsané v predeslych odstavcich a ptame se, kam Ize v takto
uspofddané permutaci nad (2k 4 1)-prvkovou mnozinou umistit nejvétsi prvek, aby
vsechny cykly byly lichych délek. Tento prvek bude vzdy na prvni pozici cyklu, ktery
dosahuje az k posledni pozici. Aby tento v poradi posledni cyklus mél lichou délku,
musi i nejvétsi prvek byt na liché pozici — je tedy k + 1 moznosti, kam jej polozit.
Polozme tedy prvek na pozici 2i + 1, kde 0 < i < k. Zbylé prvky rozdélme na ty,
které napiseme pred obsazenou pozici, a ty, které napiseme za ni. Rozdéleni je mozné
provést (22];) zpusoby. Prvky na pozicich 1 az 2¢ predstavuji permutaci 2i-prvkové
mnoziny tvorenou pouze lichymi cykly. Vime, Ze podet takovych permutaci je gr,(2¢) =
= ((2i — 1)!M)2. Prvky na pozicich 2i + 2 aZ 2k + 1 umistujeme na druhé az posledni
misto posledniho cyklu délky 2k 4+ 1 — 24, to ¢ini (2k — 2¢)! moZnosti. S¢itanim pres
vSechna i ziskdme sumu, kterou dale zjednodusime:

gr(2k +1) = (22]‘:) (2k — 20)!1((26 — )2 =

s.
(=}

(2F)!

m(% —20)((2i — D)* =

7

wl\

e g;;1>"<<2 -
=0 .

(2k N
1=0

Z analytického postupu vime, ze hodnota sumy by méla byt (2k + 1)!l. Toto tvrzeni
snadno dokézeme napriklad matematickou indukci. Pro k = 1 je hodnota sumy rovna
2+ 1 =3 = 3!l. A nyni indukéni krok, zname-li vysledek pro k — 1:

k k—1

S =Y (g’;; (2i - 1)") (k-1 =

i= 1=0

k—1

Z<2k 2)t 221)!!)+(2k1)”

1=
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= (2k)(2k — DI + (2k — 1) =
= (2k+1)(2k — 1)1 =
= (2k+ 1),

I kombinatorickou cestou jsme tedy dokazali vztah
gr(2k +1) = (2k + DN(2k — 1) = (2k + 1)((2k — 1)!D2.
6. Zavér

Tento ¢ldnek vychédzi z autorovy bakalarské prace [5]. V ni je navic podrobnéji popsano
Burnsideovo lemma a uvedena feseni dalsich tloh na pocitdni permutaci s predepsa-
nymi délkami cykld. Jde napiiklad o tdlohu, kde C' je mnozina vSech nasobku c¢isla
k € N, a jeji obdoba, kde C' je mnozina vsech ¢isel, kterda nejsou nasobky cisla k. Za-
jemctum o dalsi aplikace exponencidlnich generujicich funkei doporuc¢ujeme knihy [10]
a [3].

Podékovéni. Dékuji panu dr. Daliboru Smidovi za cenné piipominky k ¢lanku
i pii oponentuie bakalarské prace. Velmi dékuji doc. Antoninu Slavikovi za vedeni této
prace a za velké mnozstvi pile, které vénoval pomoci vyladit ¢lanek do findlni podoby.
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