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MATEMATIKA

Sudoku pohledem matematiky:
Odmocnina z jedné a soustava rovnic

Jan Jekl, Univerzita obrany, Brno

Abstrakt. Sudoku se nadale t&si popularité, a proto muze slouzit jako moti-
va¢ni zdroj k podniceni zajmu studentti o matematiku. V tomto ¢lanku ukazu-
jeme zpusob, jak lze sudoku ztotoznit s tilohou hledani feSeni jistého systému
linearnich a nelinearnich rovnic.

V této praci se vénujeme sudoku, kterému se jiz také vénovala rada
jinych autort, zminme napiiklad [2] 4 [5, [6l [7, [&].

Sudoku pfitom fascinuje védeckou komunitu jiz né&jakou dobu (viz
prvni vyskyt slova sudoku v databazi Scopus z roku 2005, pfi¢emz je-
diny starsi vyskyt odkazuje na autora jménem Sudoku). I v matematice
byla fada vysledkd v minulosti motivovana hrami. Zmihme napiiklad
Hanojské véze, Patnactku, Tetris, Rubikovu kostku a dalsi [I]. Zmifime
také, ze fada dalsich vysledkt byla motivovina hrami, kde vzijemné
souperi dva a vice hrac¢u proti sobé. Mezi priklady zde patii Dama, Hex
nebo Hra oware [I]. Tento fakt se také projevil v ndzvu matematického
odvétvi, které studuje konfliktni situace: Teorie her.

Cilem nasi prace je zkoumat sudoku jako systém rovnic. Pro usnad-
néni pochopeni budeme celou situaci rozebirat na 4 x 4 varianté sudoku,
ktera se nazyva shidoku (z japonského shi, coz znamenéa 4). Viechny zde
uvedené informace lze s trochou prace rozsifit na obvyklé zadani 9 x 9
sudoku.

Pro dplnost pfipomenme, Ze shidoku je predvyplnéné 4 x 4 tabulka,
do niz dopliiujeme ¢isla 1 az 4. V tabulce se nachazi 4 disjunktni 2 x 2
sekce a nasim tkolem je do kazdého Tadku, sloupce i do kazdé sekce
doplnit kazdé ze ¢tyt ¢éisel pravé jednou. Systém rovnic ziskame, kdyz si
uvédomime, ze do tabulky nemusime dopliiovat jenom ¢isla, ale stejné
dobfe by nam poslouzily 4 rozdilné symboly. Navic bychom nemuseli
dopliiovat pouze symboly. Uplné by stacilo do tabulky dopliiovat barvy,
nebo t¥eba zvuky, viz obr.

Uvedme jesté nékolik informaci ohledné pouZitého znaceni. Kazda
tabulka se sklada z bunék, které budeme znacit obvyklym maticovym
znafenim. Pod pojmem buiika (k,[) tedy budeme myslet buiitku v k-tém
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radku a I-tém sloupci, poéitano z levého horniho okraje dolt (k), resp.
doprava (1).
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Obr. 1: Shidoku, které je zadano pomoci ¢isel, symboli i barev — vpravo se
nachézi feSeni tohoto shidoku

Hlavolam shidoku a ¢tvrtid odmocnina z jedné

V této casti se pokusime do shidoku namisto éisel 1, 2, 3 a 4 do-
plilovat vhodna komplexni ¢isla (tato varianta byla prozkoumana také
v [3]). Obeznameny &tenar jisté vi, Ze imaginarni jednotku i definujeme
jako Feeni rovnice 2 = —1, a také vi, Ze v oboru realnych ¢&isel tato
rovnice nem4 feSeni. Podobné miZzeme uvazit rovnici z* = 1, ktera ma
v oboru realnych ¢isel pouze dvé feSeni, a to 1 = 1, zo = —1. Pfimo
z definice imaginarni jednotky vSak vyplyva, Ze v oboru komplexnich ¢i-
sel ma rovnice 2* = 1 navic jesté fefeni x5 = i, x4 = —i. ProtoZe se jedna
o fedenf rovnice ¢ = 1, tak témto fegenim fikame 4. odmocniny z jedné.
Pokud feSeni vykreslime v komplexni roviné, pak ¥eSeni lezi ve vrcho-
lech &tverce, jak je zobrazeno na obr. 2] Pro zajimavost jesté uvedme,
ze feSeni rovnice " = 1 urcuji vrcholy pravidelného n-ihelniku.

3(2)

i

Obr. 2: Regeni rovnice 2* = 1 vyobrazené v komplexni roving; véechna Feeni
lezi ve vrcholech ¢tverce
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KdyZz nyni vime, jak vypadaji ¢tvrté odmocniny z jedné, tak je mu-
zeme doplnit do hlavolamu shidoku napiiklad tak, Ze ¢islo k nahra-
dime zj. Takové nahrazeni vidime napf. na obr.

1 4 1 -i

=>

Obr. 3: Zadani hlavolamu shidoku, kde kazdou hodnotu k£ nahradime 4. od-
mocninou z jedné xj

Nyni specifikujeme systém rovnic, jehoZ feSeni bude korespondovat
s feSenim shidoku. Za¢neme tak, ze kazdé z 16 bunék shidoku prifadime
jednu proménnou y, k € {1,...,16}. Toto propojeni mizeme napiiklad
provést tak, ze buiice (k,l) piifadime proménnou y 4¢—1). Plifazeni
proménnych buikam je znazornéno nize.

Y1 Y2 Ys Ya
Ys Ye Y7 Ys

Yo Y10 Y11 | Y12
Y1z | Yia | Y15 | Yie

Pro zadané pocateéni napovédy hlavolamu mame hodnoty nékterych
proménnych pifedem zadané. V hlavolamu na obr. |3| tak vime, Ze plati
y2 =1, ya = =i, y9g = —1, y12 = i. Neznamé hodnoty ostatnich pro-
ménnych y pak reprezentuji chybéjici hodnoty v hlavolamu. Abychom
zarudili, ze proménné y; budou skuteéné ¢tvrté odmocniny z jedné, tak
specifikujeme, Ze kazd& proménna y, musi fesit rovnici yﬁ =1.

Navic si uvédomme, Ze nékteré proménné nemohou mit stejnou hod-
notu. Napriklad proménné y; a y4 reprezentuji bunky ve stejném radku,
a tedy musi platit, ze y; # y4. O takovych dvojicich fekneme, Ze jsou
v pfimém vztahu. Mtzeme si rozmyslet, Ze kazda proménna je v pfimém
vztahu se sedmi dalsimi proménnymi. Toto plati proto, ze kazda bunka
je ovlivnéna sedmi jinymi buiikami, jak miZeme vidét na obr. 4 Celkem
méame 16 proménnych, které jsou ve vztahu vzdy se sedmi buiikami. Pro-
toze nerozlisujeme situace, kde je proménna y; v pfimém vztahu s pro-
ménnou y; a kde je y; ve vztahu s yi, tak mame dohromady % = 56
dvojic proménnych v pfimém vztahu.
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Obr. 4: Buiika oznacené pismenem X je ve vztahu se sedmi buiikami oznace-
nymi pismenem O

Uvazujme nyni libovolnou dvojici yx, y; proménnych v pfimém vztahu.
Nerovnost y, # y; prevedeme na rovnici, jejiz feSeni tuto podminku musi
splitovat. ProtoZe 4. odmocniny z jedné spliji, Ze y; = 1 = y;', pak takeé
musi splitovat rovnici yi — y;t = 0. Tento vztah nyni splituji i proménné,
pro néz plati yx, = yi, tj. kde yr—y; = 0. Abychom vylougili tuto moznost,
muzeme timto vyrazem délit a mame

yk yl
Y — Y1

0= = (yx + u0) (Wi + i)

Vezmeme-li tedy pro libovolnou dvojici proménnych yi, y; v pfimém
vztahu rovnici

(e +y) Wi + y7) =0, (1)

pak tyto rovnice zaruéi, ze proménné y; budou spliiovat vSechny poza-
davky na FeSeni shidoku.

ZaméFme se opét na hlavolam shidoku, ktery jsme studovali na obr. [3]
Jemu odpovidajici systém rovnic by vypadal nasledujicim zptsobem:

™
™

yi=1 =1 yi=1 pu=—iyi=1 yi=1 yi=1 yi=

yo=—1 ylo=1 9yl =1y=1 yhh=1yl=1y5=1yls=1

(1 +y2) (Wi +92) =0 (yr+us)(wi+v3) =0  (y10+yo)(yio +5) =0
(1 +us)(wi +43) =0 (y7+v6) (W7 +v3) =0 (Y10 +y11)(yio + yi1) =0
(1 +y) Wi +v3) =0 (yr+u8) (W7 +v2) =0 (Y10 + v12)(yio + yi2) =0
(1 + )W +93) =0 (yr+ys)(w7 +v3) =0 (y10+2)(yio +v3) =0
(1 +yo) (Wi +45) =0 (yr+y1)(W7 +y4) =0 (yio+ye)(yio+y3) =0
(1 +y13) (i + vis) = 0 (y7 + v15) (W7 + vi5) = 0 (yr1o + y1a) (yio + yia) =0
(i +y6) Wi +48) =0 (yr +ya) (W7 +v3) =0 (y10 +y13) (yio + yis) =0
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(16 +113)(Wis +¥is) =0 (ya+u2) (Wi +93) =0 (Y11 +yo)(yi1 +v3) =0
(16 + y14) (Y6 + y1a) =0 (ya+ys) (Wi +93) =0 (Y11 +y12)(yi1 +yi2) =0
(16 +v15) (Wi +¥is) =0 (ya+us) (Wi +98) =0 (yn +y3)(yir +v3) =0
(y16 +ya)(yie +¥3) =0 (ya +y12) (U3 +¥i2) =0 (y11 +y15) (Y11 +yis) =0
(16 +ys)(Wic +42) =0 (y6 +vs)(Ws +45) =0 (y1s+y1a)(yis +yis) =0
(y16 + y12) (16 + ¥i2) =0 (ye +ys) (W6 +¥5) =0 (y1s + y15) (i3 + yi5) =0
(16 +y1)(yis +9i1) =0 (Yo +v2) (e +v2) =0 (Y13 +v5)(yis +v3) =0

(yo +y14) (s +¥1) =0 (Y13 +10)(yis +45) =0

(2 +ys) (W3 +43) =0  (ys+us)(Wa +93) =0 (yo+v14)(y3 + yis) = 0
(y2+us) (W2 +45) =0 (ys +y12)(v2 +yT2) =0 (Y15 +y3)(yis +v3) =0
(2 +y10) (W3 +9ia) =0 (yo+us)(Ws +v3) =0 (Y15 + v12)(yis + ¥i2) = 0
(ys+us)(wa +93) =0 (yo+y12) (3 +9i2) =0 (y15 +y14) (s + yia) =0

Tato soustava je pomérné slozitd a nalezeni jejiho feSeni pfimym vy-
poc¢tem by jisté nebylo jednoduché. Nicméné vzpomenme si, ze soustava
byla vytvofena tak, aby korespondovala s shidoku, které je zobrazeno
na obr. [3] Soustavu nyni snadno vyfeSsime nalezenim FeSeni samotného
shidoku. Toto feSeni je

ys = —1 yg=—1 yr =1 yg =1
Yo = —1 yio = —i yn=1 ypp=i

y1 =1 yo =1 y3=—1 ys=—i

yi3=1 yuu=1i Y15 =—1 yig=—1

Ctenaf si nyni muze vyzkouset, jak by vypadala rovnice pro kla-
sické sudoku 9 x 9 nebo jeho jiné varianty 6 x 6, 16 x 16 apod. Ctenar
muze také urcit, kolik rovnic by obsahoval systém pro tyto varianty.

Zaveér

Ukolem tohoto textu bylo ukazat, jak lze sudoku spojit s feSenim sou-
stavy rovnic. Domnivame se, Ze hlavolam sudoku je dostateéné znamy,
aby nasledné mohl slouzit jako motivace pro studenty v ramci probirané
latky. Avsak zda se nam, Ze je tento problém dostateéné zajimavy sam
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0 sobé, aby slouzil vyzkumnikim k dalsimu badéni. Z historie je zndmo,
7e Fada teoretickych poznatkt byla motivovana hrami a hlavolamy [I].

Rada chybnych pokusii o nalezenf minimalniho ireducibilntho sudoku
(viz [9, [I0]) dle nas ilustruje, Ze se o téma sudoku v minulosti zajimala
také 8irsi vefejnost. Z posledniho dotaznikového Setfeni firmy YouGov
vyplyva, ze se sudoku libi 46 % dotazanych [I1].

Podé&ékovani

Tento prispévek vznikl s podporou projektu DZRO Vojenské auto-
nomni a robotické systémy.
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