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MATEMATIKA

Pokryvaci systémy a soustava rovnic

Lukds Moudryj, Plzen

Abstrakt. V 19. stoleti vyslovil Alphonse de Polignac nésledujici domnénku:
Pro libovolné liché ¢islo k existuje takové pfirozené &islo n, ze 2" + k je pr-
vocislo. V minulém stoleti ji v8ak vyvratil Paul Erdés, a to za pouziti tzv.
pokryvacich systému. Jak tyto systémy funguji a jak pomoci nich tuto do-
mnénku vyvratit, si vysvétlime v tomto ¢lanku.

Pokryvaci systémy
Nezaporna cela ¢isla mizeme rozdélit na dvé skupiny, licha a suda
¢isla. V feci kongruenci || je ¢islo n sudé, pravé kdyz splhuje

n=0 mod 2,

a liché, pravé kdyz plati
n=1 mod 2.
Napf. ¢islo tfi je liché, protoze plati 3 = 1 mod 2, a ¢islo ¢tyfi sudé,
protoze 4 = 0 mod 2. Tyto dvé kongruence tvori pokryvaci systém, nebot

vSechna pfirozena ¢isla spliwji jednu z téchto kongruenci.
Pojdme zavést pojem pokryvaci systém formalnd matematicky.

Definice 1. Mé&jme d pfirozenych &isel mq, mo, ..., mg a celd nezaporna
éisla rq, ro, ..., rq takova, Ze r1 < my, ro < mao, ...,rq < mq. Rekneme,
7e pary (mq,r1), (ma,r2), ..., (mg,7q) tvoli pokrgvaci systém, pokud

ke kazdému pfirozenému ¢islu n lze nalézt par (m;,r;) takovy, Ze n ma
zbytek r; po déleni m;, tj. n = r; mod m;.

Priklad 1. Je zfejmé, Ze pary (2,0) a (2,1) tvofi pokryvaci systém.
Stejné tak pro libovolné m € N, pary (m,0), (m, 1), ..., (m,m—1) tvofi
pokryvaci systém.

DNecht a,b € Z am € N. Rekneme, ze a je kongruentni b modulo m, pokud m déli
beze zbytku rozdil a — b. PiSeme a = b mod m. Pro vice informaci o kongruencich a
praci s nimi doporucujeme [I} 2].
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MATEMATIKA

Priklad 2. Existuji i pokryvaci systémy, kde nékterym pfirozenym Cis-
lam odpovida vice part. Napiiklad pro pokryvaci systém (2,0), (2,1),
(4,1) plati, ze ¢islu 5 piislusi pary (2,1) i (4,1), protoZze 5 = 1 mod 2
a také 5 =1 mod 4.

Pro prezentaci Erdgsova dikazu bude t¥eba pracovat s pokryvacim
systémem, kde jsou vSechna modula vzajemné rizna. Zkusme si pro ilu-
straci jeden takovy odvodit. Zafixujeme si kongruenci n = 0 mod 2 a
budeme postupné upravovat n = 1 mod 2 tak, aby modulo bylo u kazdé
kongruence jiné. VSechna liché ¢isla spliuji jednu z néasledujicich dvou
kongruenci:

n=1 mod 4,
n=3 mod 4.

Nyni si upravime kongruenci n = 3 mod 4. Aby bylo jasnégjsi, co se dé&je,
napiSme si nékolik prvnich pfirozenych é&isel splhujicich tuto kongruenci
3,7, 11, 15, 19, 23, 27, 31, 35, 39, 43, 47, 51, 55, 59, 63, ...
Vsimnéme si, Ze pocinaje trojkou je kazdé t¥eti ¢islo délitelné tfemi (viz

nepodtrzend ¢isla). Tato ¢isla tedy pokryjeme kongruenci

n=0 mod 3.

Déle si vS§imnéme, Ze pocinaje sedmickou je kazdé tieti ¢islo o jedna vice
neZ néjaky nasobek Sestky (viz podtrzena &isla). Tato Cisla pokryjeme
kongruenci

n=1 mod 6.
A nakonec si v§imnéme, Ze od jedenactky dal je kazdé tieti ¢islo o je-
denéct vic nez néjaky nasobek dvanactky (viz dvakrat podtrzena &isla).
Tato ¢isla pokryjeme kongruenci

n=11 mod 12.
Ziskali jsme tedy pokryvaci systém, kde jsou vSechna modula rizna:
(2,0), (4,1), (3,0), (6,1), (12,11).

Co kdyby nam nékdo naopak ukézal tyto pary a chtél by po nas ovérit,
jestli jde opravdu o pokryvaci systém? Pro jaka vSechna &isla musime
ovéFit, ze splituji alespon jednu z danych kongruenci?
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MATEMATIKA

Ukazeme si, ze se sta¢i podivat na vSechna ¢isla od 0 az do nejmensiho
spoleéného nasobku vSech modul zmenseného o jedna, coz je v naSem
pripadé 11.

0 =0 mod 2,
1=1 mod 4,
2 =0 mod 2,
3 =0 mod 3,
4 =0 mod 2,
5=1 mod 4,
6 =0 mod 2,
7=1 mod 6,
8 =0 mod 2,
9=0 mod 3,
10 =0 mod 2,

11 = 11 mod 12.

Co kdyz si ted vezmeme libovolné &slo n > 127 Pro takové n existuje
pfirozené ¢islo I, ze n = 121 + j, kde j je zbytek po déleni 12, tedy
0 < j < 12. Pak ale sta¢i v pokryvacim systému najit par (r, m) takovy,
ze 7 = r mod m. Takovy pér jisté existuje, protoze j < 12. Jelikoz m déli
12, plati

n=1214+j=j mod m.

Odtud dostéavame n = r mod m.
Napt. pro n = 257 lze psat n = 21 - 12 + 5. A jelikoz 5 = 1 mod 4,
plati také 257 = 1 mod 4.

Ukol 1. Ovéite sami, ze (2,1), (3,1), (4,2), (8,4), (12,8), (24,0) tvoii

pokryvaci systém.

Vyvraceni domnénky

Nyni jiz miZeme popsat, jakym elegantnim zptisobem Paul Erdés
vyvréatil Polignacovu domnénku.

Domnénka 1. Pro libovolné liché prirozené ¢islo k existuje takové pri-
rozené &islo n, ze 2™ + k je prvocislo.
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Erdé&sova strategie byla nasledujici. Uvazoval pokryvaci systém z tko-

lu[d
(2,1), (3,1), (4,2), (8,4), (12,8), (24,0). (1)

K ¢éislim mq = 2, mgy = 3, mg = 4, my = 8, ms = 12 a mg = 24 naSel
ruzné prvocisla py, pa, D3, P4, P5 & pe takova, ze p; déli 2™ — 1 pro kazdé
1€{1,2,3,4,5,6}, tj.

2™ =1 mod p;. (2)

NapiSme si rozklady 2™ — 1 na prvocisla.

2m ] =22 -1=3,

2m2 — 1 =23 -1=1,

2ms —1 =2 -1=15=3"5,

2m 1 =28 -1=255=3-5-17,

2ms =1 =212 -1=(20-1)(2+1)=(2* +1)(2* —1)65 =
=32.7-5-13,

22 —1=022-1)(2"2+1) =

=32.5-7-13-(2*+1)(28 =24 +1)=32.5.7-13-17 - 241.

2ms — 1

Lze zvolit p1 = 3, po =7, p3 =5, py = 17, p5 = 13 a pg = 241. Aby
vyvratil Polignacovu domnénku, zkonstruoval Erdés liché ¢islo £ takové,
ze pro kazdé z nalezenych prvocisel p; plati

2"+ k=0 mod p;,
pri¢emz r; jsou zbytky v pokryvacim systému , tj.ri=ro=1,7r3 =2,
7‘4:4, T5:8, ’I"6:O.

Takové ¢islo k jiz vyvraci domnénku, protoze diky tomu, Ze je
pokryvaci systém, 1ze pro kazdé pfirozené n najit par (m;,r;) takovy, ze
n =r; mod m;, tj. n = r; + Im,; pro né&jaké | nezdporné celé ¢islo. Pak
ale s vyuzitim faktu, ze 2™ =1 mod p;, mame

2"k =2ritmi L p—ori. (2m) L k=2" + k=0 mod p;.

To znamené, ze prvocislo p; déli 2™ + k, a tudiz 2" + k je &islo slozené.
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Zbyva ukézat, ze lze nalézt liché ¢islo k splhujici 2™ +k =0 mod p;.
Dosazenim konkrétnich hodnot méme pro k£ systém kongruenci
2+ k=0 mod 3,
2 +k=0 mod?7,
22+ k=0 mod 5,
22+ k=0 mod 17,
224+ k=0 mod 13,
20+ k=0 mod 241.

Takovy systém kongruenci lze fesit vyuzitim ¢inské zbytkové véty [3].

Véta 3 (Cinska véta o zbytcich). Necht pi, p2, ..., pj jsou po dvou
nesoudélnd ptirozend Cisla a necht a1, az, ..., a; jsou libovolnd celd
¢isla. Pak systém kongruenci

r = a; mod pq,

T = az mod po,

r = a; mod p;
md celociselné TeSeni. Navic kaZdé TeSeni x € Z spliiuje
p

x501£+02—+~~+cj£ mod p,
P1 b2 pj

kde p = pipa---p; a c; spliiugi pro kazdé i € {1,2,...,j}
cig =a; mod p;.
bi
Piepisme systém kongruenci ekvivalentnim zptisobem do stejného
tvaru, jako je v ¢inské zbytkové vété.

k=1 mod 3,
k=5 mod?7,
k=1 mod 5,
k=9 mod 17, )
k=4 mod 13,
= —1 mod 241.
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Ukol 2. Pro ¢tenafe, ktery hrozné rad poéita, nechame jako doméaci
cviceni nalézt pomoci ¢inské zbytkové véty &islo k, které fesi systém
kongruenci .

Ukol 3. Pro Gtenafe, ktery rad pocita, nechame jako doméci cviceni
oveéfit, ze k = 1518 781 ¥esi systém kongruenci (4)).

ZAVER tedy zni: Polignacova domnénka neplati napt. pro k = 1518 781.

Priklad 3. Ukazme pro néjaké ,nahodné vybrané“ n, ze 2" + k sku-
tené neni prvocislo. Uvazujme n = 12. Toto ¢&islo spliiuje n = 4 mod 8,
konkrétné n = 1 - 8 + 4. Jelikoz 28 = 1 mod 17, dostavame

" =24.98 =92* mod 17.

Tudiz

" +k=2"+k=0 mod17, viz (3).

Suma sumarum, 17 déli ¢islo 2™ + k = 4 096 + 1518781 = 1522877.
(Neverici Tomasové mohou zkontrolovat na kalkulacéce, ze 1522877 =
=17-89581.)

Pro vice informaci jsou k dispozici videa [I] na toto téma pFipravena
autorem c¢lanku.

Podé&ékovani

Dékuji recenzentovi a také vedouci redaktorce Lubomife Dvorakové
za vhodné dpravy, které vedly k vylepSeni ¢lanku.
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