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Piers Bohl stale inspirujici
Jan Andres, Jan Cermdk, Lucie Fedorkovd

Abstrakt. Clanek je vénovan pamatce Pierse Bohla (1865-1921), loty$ského matematika a Sa-
chisty, jehoz mnohé vysledky predbéhly svoji dobu a ztstaly tehdejsi matematickou komuni-
tou Casto nedocenény. Kromé uvedeni zakladnich zivotopisnych tidaji komentuje tento text
jeho dnes jiz vSeobecné uzndvany prinos do nékolika oblasti matematické analyzy, zejména
pak vét o pevném bodé a teorie kvaziperiodickych funkci. Hlavni inspiraci pro sepsani tohoto
clanku byl vsak jiny Bohltiv vysledek, tentokrat z oblasti teorie polynomti. Ten, a¢ publikovan
v roce 1908, zustal matematické verejnosti donedavna prakticky nezndmy. Pfinos tohoto po-
lynomialntho vysledku je pritom zasadni nejen pro teorii polynomii samotnou, ale nachézi své
vyznamné uplatnéni také pti kvalitativni analyze diferencnich rovnic a v dalsich souvisejicich
oblastech. Snahou autort (a soucasné hlavnim cilem pfispévku) je uvedeni osobnosti Pierse
Bohla a tohoto jeho vysledku do sirstho matematického povédomi.

1. Osobnost Pierse Bohla

Patrné kazdy védec se pri svém vyzkumu snazi eliminovat riziko opomenuti jiz exis-
tujicich vysledku dalsich autoru, které maji k jeho vyzkumu tzkou vazbu (¢i dokonce
na nékteré otdzky jeho vyzkumu dévaji pfimou odpovéd). Za predpokladu standardné
odvedené resersni prace se takové situace v dnesni elektronické dobé zdaji byt témeér
vyloucené. Navzdory veskerému tsili o jejich eliminaci se vSak stat mohou. A tento
prispévek pojednava pravé o jednom takovém pripadu.

Sam o sobé by patrné tento pripad nebyl natolik zajimavy, nebyt ovsem dalsich
doprovazejicich okolnosti. Ve skutec¢nosti se zde totiz nejednalo pouze o jednoho védce,
ktery neodhalil, ze klicovy vysledek jeho vyzkumu jiz existuje, nybrz o desitky védcu
(a dodejme, Ze i obecné uzndvanych). Dalsi pozoruhodnosti je, ze zminény vysledek
je vice nez sto let stary. A konecné posledni moment, podtrhujici specificnost tohoto
pripadu, je osobnost autora onoho vysledku. Jeho jméno neni — alespon v ¢asti od-
borné komunity specializujici se na matematickou analyzu — neznamé. Ve znamost
vsak vesel paradoxné predevsim tim, ze a¢ nékteré vyznamné objevy ucinil prokaza-
telné jako prvni, historie pripsala jejich autorstvi jinym. Svym zptusobem se tedy nyni
tato historie znovu opakuje, byt tentokrat v jiné oblasti, a to teorii polynomu. Onim
utajenym objevitelem je vynikajici lotyssky matematik a sachista Piers Bohl.

1.1. Zakladni zivotopisné udaje

-estonskych hranicich do rodiny lotysského Némce, zabyvajiciho se predevsim obcho-
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Obr. 1. Portrét zachycujici Pierse Bohla

dem. Zakladni vzdélani ziskal v méstské skole. V roce 1878 zacal navstévovat klasické
némecké gymnazium ve mésté Viljandi v Estonsku.

Uc¢itelem matematiky mu zde byl Edward H. Weidemann (1854-1887), absolvent
Tartuské (difve také Dorpatské) univerzity, ktery zafadil do uéebniho plénu studium
rozliénych funkci a probudil tak v Bohlovi vasen pro matematiku. Své vysokoskolské
vzdélani zacal P. Bohl v roce 1884 pravé na Tartuské univerzité, na fakulté fyziky
a matematiky. V roce 1886 ziskal zlatou medaili za svoji praci o invariantech linear-
nich diferencidlnich rovnic. O rok pozdéji absolvoval univerzitu s titulem ,kandidat
matematiky“. Na stejné univerzité pak v roce 1889 zacal pracovat na diplomové praci,
zabyvajici se teorii tzv. kvaziperiodickych funkci, a v roce 1893 ziskal magistersky titul.
Za vyzkum v oblasti diferencidlnich rovnic véetné aplikaci v mechanice ziskal v roce
1900 doktorat z aplikované matematiky na téze univerzité.

Vedle vlastniho vyzkumu se vénoval i vyuce — od soukromého vyucovani na ven-
kovskych skolach (1887-1895) po vyuku na Polytechnické univerzité v Rize (od 1895).
Zde se stal vedoucim ustavu matematiky, a v roce 1900 také profesorem. I nadéle se
intenzivné vénoval diferencidlnim rovnicim a jejich aplikacim v mechanice (napf. [2]),
stejné tak jako vyzkumu v dalsich oblastech matematiky. Béhem prvni svétové valky
pusobil P. Bohl na univerzité v Moskvé, kam se pak také prestéhoval. Zpét do Rigy se
vratil roku 1919, kde zacal pracovat na nové zalozené Lotysské univerzité jako profe-
sor. Dlouho zde ovSem nesetrval. 25. prosince 1921 prodélal mozkovou mrtvici, jejimz
nasledktim podlehl.

Seznam Bohlovych publikaci lze najit v [25]. Obsahuje 14 praci a 2 soubory.
Prvni soubor osmi ¢lanki, prelozenych do rustiny, ediéné pripravili Anatolij D. Myskis
(1920-2009) a I. M. Rabinovi¢ (1911-1977) v roce 1961. Druhy soubor, editovany Li-
nardsem ReizinSem (1924-1991) v roce 1974, predstavuje kritické vyddni vSech Boh-
lovych praci, resp. jejich prekladu do rustiny.

Tento (byt strucny) Zivotopisny prehled P. Bohla by nebyl tplny, pokud bychom
nezminili jeho Sachové mistrovstvi. Uz béhem studii v Estonsku se projevil jako ambi-
cidzni a talentovany Sachista, na lotySské sachové scéné pak pattil mezi nejlepsi hrace.

134 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 69 (2024), ¢. 3



Jeho styl hry zaujal tehdejstho Sachového velmistra Emanuela Laskera (1868-1941)
a pozdéji 1 mistra svéta v Sachu v letech 1948-1963 Michaila Botvinnika (1911-1995).
P. Bohl predstavil také jedno z sachovych zahajeni, které je v dnesni literature znamé
jako ,variace Riga Spanélské hry“. Dalsi informace o Bohlové Zivoté lze najit v [31],
[32], [25].

1.2. Nékteré vysledky P. Bohla z matematické analyzy

Hlavni doménou Bohlova vyzkumu byly diferencialni rovnice, metody jejich Teseni
a metody jejich kvalitativni analyzy. Bohlovo jméno nesou napi. Poincarého—Bohlova
véta, Bohlova—Perronova véta, Bohlova-Bohrova—Kadecova véta, aj. Dilezitymi pojmy
jsou rovnéz tzv. Bohlova transformace, Bohltiv exponent, Bohlovo spektrum ¢i Bohlova
dichotomie.

V néasledujicim textu se pro ukdzku omezime jen na dvé véty souvisejici s Bohlovym
originalnim vkladem: Poincarého-Bohlovu vétu o pevném bodé a Bohlovu-Bohrovu
vétu o integraci kvaziperiodickych funkei.

V roce 1904 odvodil Bohl v [2] specidlni piipad slavné Brouwerovy véty o pevném
bode pro n = 3, tedy ze spojité zobrazeni uzavrené koule do sebe obsahuje pevny bod
(bod, ktery se zobrazuje sdm na sebe). Presnéji, v [2], str. 1859, dokézal Bohl ekvi-
valentn{ verzi Brouwerovy véty pro n = 3, a sice, ze (v modern{ terminologii) hranice
koule neni jejim retraktem. Luitzen E.J. Brouwer (1881-1966) pfitom vyslovil své
tvrzeni az roku 1909. O rok pozdéji, v roce 1910, si Jacques Hadamard (1865-1963)
vsiml, ze je Bohlova véta také ekvivalentni se starsim tvrzenim z roku 1886 Henriho
Poincarého (1854-1912), nacez ji nazval Poincarého—Bohlovou vétou. Tato véta byva
nyni formulovana nésledovné (viz napf. [8]):

Véta 1 (Poincarého—Bohlova). Necht f:R™ — R™ je spojité zobrazeni a necht
existuje R > 0 takové, Ze ||x|| = R implikuje nerovnost f(x) # Ax pro vSechna A > 1.
Pak existuje © € R", pro které plati f(z) =z a ||z|| < R.

Existuje rada zobecnéni a rozsiteni véty 1 v rtiznych smérech, napr. Hadamardova
verze z roku 1910 pro spojité zobrazeni na kompaktnich konvexnich mnozinach do
sebe nebo abstraktni Rotheho verze v Banachovych prostorech (viz napi. [29], kapi-
tola 4). Formalné blizka vété 1 je také tzv. Schaeferova verze Lerayovy—Schauderovy
véely, hojné uzivana v aplikacich na okrajové ulohy pro obycejné diferencidlni rov-
nice (viz [30]). Pro ¢tendfe znalé teorie diferencidlnich rovnic dodejme, Ze vysloveni
této véty v ptvodni nekonecnédimenzionalni varianté by vyzadovalo abstraktnéjsi pri-
pravny aparat presahujici ramec a zaméreni tohoto prispévku. Omezime se proto na
kone¢né dimenziondlni verzi tohoto tvrzeni.

Véta 2 (Lerayova—Schauderova—Schaeferova). Libovolné spojité zobrazeni f: Br—R"
uzavrené koule Bg := {z € R": ||z| £ R} takové, ze \f(x) # x pro vSechna (x, \) €
€ 0B x (0,1), kde OB := {x € R™: ||z|| = R} znadi hranici Br, md pevny bod v Bg,
tj. existuje x € B takové, ze f(x) = x.

Ackoliv za zakladatele teorie tzv. skoroperiodickych funkci je pravem povazovan
Harald Bohr (1887-1951), mladsi bratr znaméjsiho kvantového fyzika Nielse Bohra
(1885-1962), P. Bohl se jako prvni zabyval specidln{ podtiidou tzv. kvaziperiodickych
funkei (a to jiz v roce 1893, viz [1]). Nazev kvaziperiodickd funkce nezévisle pouzil az
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v roce 1904 Ernest Esclangon (1876-1954). Tuto okolnost si uvédomil Paul Painlevé
(1863-1933), ktery zejmé zprostiedkoval korespondenci obou autort. Ti gentlemansky
prisuzovali prioritu jeden druhému.

Kuvaziperiodickou funkci 1ze, zhruba feceno, popsat pomoci alespon dvou periodic-
kych funkef takovych, ze podil jejich period nemusi byt raciondlni ¢islo, napf. sin(x),
sin (\/ix) Presnéji, fekneme, ze funkce f: R — R je kvaziperiodickd, jestlize ji lze
vyjadriit ve tvaru f(t) = F(wit, ..., wpt), kde F(x1, ..., x,) je spojitd funkce,
kterd je 2m-periodickd ve vSech proménnych z1, ..., x,, n = 2. Kladni redlns ¢isla
w1, - - - , Wn, po nichz pozadujeme, aby byla raciondlné linedarné nezavisld, se nazyvaji
zdkladni frekvence funkce f. V pripadé funkce

f(x) = sin(z) + sin (ﬁx) (1)

jsou zakladnimi frekvencemi ¢isla wy = 1 a we = V2. Ponévadz Z—f =42 je iraciondlni
¢islo, je dand funkce ryze kvaziperiodickd (tj. neperiodicka).

Aniz bychom definovali obecnéjsi pojem skoroperiodické funkce (pfipadné zéjemce
o tuto problematiku odkazujeme na popularizacéni ¢lanek Alexandra Fischera [15]), lze
nasledujici Bohlovu—Bohrovu vétu zazit na jiz zminénou podtridu kvaziperiodickych
funkef (viz [3]).

Véta 3 (Bohlova—Bohrova). Necht f: R — R je spojitd kvaziperiodicka (obecnéji
skoroperiodickd) funkce. Jeji integral (primitivni funkce) F(t) = fg f(s) ds je opét
kvaziperiodické (obecnéji skoroperiodickd) funkce pravé tehdy, kdyz je F' ohranicend
funkce.

Jelikoz pro (1) je

F(t) = j [sin(s) + sin (\/53)} ds = — cos(t) — ? cos (\/Et) 41+ ?

0

ohranicena funkce, je podle véty 3 rovnéz kvaziperiodicka.

Rozsitenim véty 3 do abstraktnich Banachovych prostort je tzv. Bohlova—Bohrova—
Kadecova véta, viz napf. [16].

Dalsi ukéazky by vyzadovaly sofistikovanéjsi pripravu, a proto od nich upustime.
Nicméneé pro pripadné zajemce uvedeme alesporni odkaz na zajimavy ¢lanek [14] o urceni
a aplikaci Bohlova spektra pro linearni neautonomni diferencialni rovnice.

Jak bylo uvedeno vyse, P. Bohl vyznamné ovlivnil i jiné oblasti matematiky. My
se v dalsim textu soustFedime na jeho vysledek publikovany v ¢lanku [4], ktery zustal
prakticky zapomenut, ackoliv jeho prinos do teorie polynomu a teorie diferenc¢nich
rovnic je zcela evidentni. Ponévadz je namisté uvést tento vysledek v Sirsim kontextu,
zamérime se nejprve na nékolik obecnych otézek spojenych s lokalizaci kofenti poly-
nomu. Nasledujici ¢ast pak vénujeme formulaci zminéného Bohlova vysledku a radé
souvisejicich komentar.

136 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 69 (2024), ¢. 3



2. O rozlozZeni kotrenti polynomt v komplexni roviné

Otazky spojené s lokalizaci kofentt polynomt jsou studovany nejen v ramci analy-
tické, algebraické a geometrické teorie polynomt, ale také v souvislosti s kvalitativni
analyzou diferencidlnich a diferenc¢nich rovnic. Vysetifovani rozlozeni korent polynomu
v zavislosti na jeho vstupnich parametrech probihalo a dosud probihd v obou zmi-
nénych vyzkumnych smérech (a to do znaéné miry nezdvisle na sobé). V dalsi ¢ésti
budeme diskutovat nékolik zakladnich otazek fesenych v souvislosti s problematikou
rozlozeni kofent polynomu — nejprve v obecném pripadé, a poté ve specidlnim pripadé
trojélenného polynomu, tzv. trinomu.

2.1. Pripad obecného polynomu

Uvazujme polynom k-tého stupné
P()\) = \F +p1)\k_1 4. P A+ pr

s realnymi ¢i komplexnimi koeficienty p;. Problém lokalizace kofent polynomu P lze
uchopit riznymi zptusoby; my se v dalsim zamérime predevsim na otdzku formulace
podminek zarucujicich, ze polynom P méa pravé m korenu lezicich ve vymezené c¢asti
komplexni roviny. Tento problém mé tzkou souvislost s kvalitativni analyzou dyna-
mickych rovnic. Skutec¢né, je-li P charakteristickym polynomem diferencidlni rovnice

y® £y 4 ey 4+ pry =0, (2)

pak je otdzka asymptotické stability této rovnice (tedy vlastnost, ze kazdé Feseni (2)
se s rostouci hodnotou argumentu blizi limitné k nule) ekvivalentni s prislusnosti vsech
charakteristickych korenti do levé poloviny komplexni roviny. Podobné v diskrétnim
pripadé, uvazujeme-li diferencni rovnici

Tp +P1Tp—1+ ..+ Pr1Tp—kt1 + PrTp—k =0 (3)

se stejnym charakteristickym polynomem P, pak je otdzka jeji asymptotické stability
ekvivalentni pozadavku, aby vsechny koreny P meély velikost mensi nez jedna. Tedy
zatimco v piipadé rovnice (2) je onou vymezenou ¢asti komplexni{ roviny (tzv. oblasti
stability pro danou rovnici) jeji levd polovina, v ptipadé rovnice (3) jde o jednotkovy
kruh. Jinak (a ponékud zjednoduSené) vyjadieno, oblasti stability pro diferencidlni
rovnice kladou obvykle podminky na tihel charakteristickych kotenti, zatimco v pripadé
diferenc¢nich rovnic jde o podminky kladené na jejich velikost.

Ve vyse zminénych souvislostech muzeme zformulovat nésledujici dva problémy
z oblasti lokalizace kofent polynomu (predpokladdme zde, ze m je celé ¢islo spliiujic
0=mZk):

Problém A. Formulujte podminky pro parametry polynomu P zarucujici, ze pravé m
jeho kofentt ma zapornou realnou c¢ast.

Problém B. Formulujte podminky pro parametry polynomu P zarucujici, ze pravé m
jeho korent ma velikost mensi nez jedna.
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Polozime-li m = k, pak predepsanou lokaliza¢ni vlastnost pozadujeme po vsech
kotrenech P a formulace obou problému se tak redukuji na podminky asymptotické
stability rovnic (2) a (3).

Odpovédi na oba uvedené problémy jsou zndmé a spojené se jmény vyznacnych ma-
tematiku. V ptripadé problému A se jedné o tzv. Routhovo-Hurwitzovo kritérium, které
se bézné aplikuje v odbornych ¢lancich vénovanych analyze stability feseni diferencial-
nich rovnic a které je standardni soucasti u¢ebnich textt k této problematice. Odpoved
na problém B pak déva vysledek dokézany Issaiem Schurem (1875-1941) a jeho zadkem
Arthurem Cohnem (1894-1940). Tento vysledek svoji formélni podobou pfipomind
tvrzeni Routhova-Hurwitzova kritéria, neni vsak v matematické komunité tak obecné
zndmy; proto ho nejprve pfipomeneme v jeho klasické podobé (viz napf. [22]). Nez
tak uCinime, v nasledujici definici zavedeme jedno terminologické zjednoduseni, které
budeme uzivat v celém dalsim textu.

Definice 1. Koren polynomu P, ¢i jeho specidlnich tvart uvazovanych déle, nazveme
vnitrnd (resp. unimoduldrni), jestlize je jeho velikost mensi nez jedna (resp. rovna
jedné).

Jinak vyjaddfeno, vnitini (unimoduldrni) kofen je takovy, ktery lezi v komplexn{
roviné uvnitf (na hranici) jednotkového kruhu.

Véta 4 (Schurovo—Cohnovo kritérium). Necht py, . . ., pr € C a predpokladejme, zZe
vsechny determinanty
Pk 0 0 ... 0 1 P1 e Pj—1
Pk—1 Pk 0 ... 0 0 1 e Pj—2
_ _ i Ce 0 0o ... 1 .
A, — [Pk—i+1 Pk—j+2 Pk—j+3 P Y - Cj=1,2, ...k
J 1 0 0 ... 0 Pk Pk—1 ... DPk—j+1 J
D1 1 0 ... 0 0 Pe - Pk—j+2
ﬁj—l ]5]‘_2 ]5]‘_3 oo 1 0 0 - Dk

Jjsou nenulové (symbolem py zde rozumime cislo komplexné sdruzené k p, a dale kla-
deme py = pp = 1). Pak P nemé zZddny unimoduldrni koren a pocet jeho vnitinich
korent je roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti 1, Ay, Ag, . .. Ay.

Omezime-li se na pripad polynomu P s redlnymi koeficienty, a polozime-li m = k,
pak se Routhovo—Hurwitzovo kritérium a Schurovo—Cohnovo kritérium redukuji na
podminky asymptotické stability pro diferencialni a diferenc¢ni rovnice s charakteristic-
kym polynomem P. V této souvislosti uvedeme nésledujici disledek Schurova—Cohnova
kritéria (odvozeni tohoto dusledku neni pocetné zcela bezprostiedni).

Véta 5 (Dusledek Schurova—Cohnova kritéria). Necht p1, . . ., pr € R a oznacme
N A, Bj .
D(])det<Bj Aj)’ i=12 ..., k-1,
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kde

1 0 0 0 0 Pk
A= 0 = T e
: K 0 0 ’ ' :
pj-1 --- p1 1 Pk DPk—1 .- DPk—jtl
Pak vsechny koreny P jsou vnitini pravé tehdy, kdyz
P(1)>0, (-1)*P(~1) >0 (4)
a zaroverl
D(1)>0, D(2)>0, ..., D(k—1)>0. (5)

Nyni blize prozkoumdame, nakolik véta 5 davd odpovéd na problém B (pfi volbé
m = k). Posoudime tedy, jaké generuje typy podminek zarucujicich, Ze polynom P
s realnymi koeficienty p1, . . ., pr ma vSechny své kofeny vnitini. Zamérime se pritom
na pripady k& = 2, 3, 4, tedy polynomy kvadratické, kubické a kvartické.

Piiklad 1. (a) Uvazujme nejprve kvadraticky polynom
Py(A) =N +piA+ps .

Z podminek (4) a (5) véty 5 vyplyvd, ze oba kofeny polynomu P, jsou vnitin{ praveé
tehdy, kdyz plati

Py(1)=14p1+p2>0, (=1)?Py(=1)=1—p1 +p2 >0,

D(l):det<pl2 ]912)21—(p2)2>0.

Dohromady, kvadraticky polynom P, mé oba své kofeny vnitini praveé tehdy, kdyz
[pi]<1l+pr<2.

Oblast vymezujici vSechny takové koeficienty pi, p2 je ilustrovdna na obrazku 2. Do-
dejme, Ze tento vysledek lze ziskat (resp. ovérit) rovnéz z piimého vyjadieni korent
polynomu P, pomoci jeho koeficientti.

(b) Tvar téchto podminek nyni odvodime pro kubicky polynom
P3(A) = X 4+ p1A% + paA + ps
kdy z véty 5 dostavame vztahy

Ps(1)=1+4+pi+p2+p3s>0, (=1)3P3(=1)=1—p1 +p2 —p3 >0
a
D(1) = det(l p3)_1(p3)2>0,
p3 1
1 0 0 P3
p1 1 p3 po 212 2
D(2) = det 0 ps 1 0 = (1 - (p3) ) - (p2 —p1p3) >0.

p3 p2 p1 1
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i vyse uvedené nerovnosti, pak ma kubicky polynom P5; vSechnj
\ini pravé tehdy, kdyz

Ip1 +p3| <1+pa, Ip2 — pips| < 1— (p3)?

N, Ze piimé odvozeni vztahi (6) z Cardanovych vzorcu g vyjadr i
kofentui kul not o polynomu by pfineslo znaéné pocetni komplikace. Pybih je zde/vy-
hodnost Schul\y \ —Cohnova kritéria jiz evidentni.

Pokra
pocetne Narochd

Pozname e

'\ e-li v nasich tvahdch dal, pak lze podobnym (ppdfopitelné vsak
,\‘ ) zpusobem zjistit, Ze polynom

Pi(A) = M 4 p1A% + poA? + psh + py

mé vSechny své ctyN\Wofeny vnitini pravé tehdy, kdyz

py| < 1, Ip1 +p3| < 1+ p2+ps

a

|p2(1 = pa) + pa(1c (Pa (p4)? +p3(p1ps — p3).-

Obr. 2. Mnozina vsech realnych dvdjic \ (3edd barva), které generuji dva vnitini
koreny polynomu P» / \

7 komplikujictho se tvaru echt razi je\ \ dent i, ze Schurovo—Cohnovo krité-
rium nemtize dat pro polyngm ( m e k podobné explicitni podminky,
jako v pripadé polynomt nizsich/ Vnych stu Podsata pro¢ tomu tak je, spo-
Giva v tom, ze formulace 7/1/ ohnova krlt eumnme stanovit hodnotu m
poctu vnitinich kofenu P v pifind/zavislosti na je eﬁaen ech p1, . .. pr; nezndme
tedy explicitni vyjadreni fun} f =gp1, .-, Pk okud bychom takove vyjadreni
znali, pak by odpoved na p % hiém B byla na dosal \ stacilo by provést prislusnou
pocetni analyzu toloto Vy difni.
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Otédzka nalezeni predpisu m = g(p1, . . . , pr) vSak zodpovézena neni (a pro kom-
plikovanost tohoto problému ji soucasny stav teoretického poznani zfejmé ani neumoz-
nuje). Proto se vyzkum v této oblasti zaméril na ruzné specialni pripady polynomu P.
Jednim z nejvyznamnéjsich je pripad, kdy se P redukuje na tficlenny polynom, tzv.
trinom, ve tvaru

Q\) = N+ aX' +b, (7)

kde k > ¢ jsou prirozena cisla a a, b jsou redlné, prip. komplexni konstanty. Tento
polynom lze chépat nejen jako rozsireni kvadratického polynomu P, smérem k obec-
nym mocnindm, ale také jako vyznamny specidlni pripad s fadou aplikaci v teorii
diferen¢nich rovnic. Dodejme jesté, ze v dalsim textu se omezime na pripad nesoudél-
nych mocnin k, ¢ trinomu Q. Cinfme tak bez Gjmy na obecnosti, ponévadz v pifpadé
soudélnosti zajisti substituce A&d0) = kde ged(k, £) je nejvétsi spolecny délitel
cisel k a £, prechod mezi obéma pripady.

2.2. Pripad trojélenného polynomu (trinomu)

Vysettovani korent trinomu ) ma bohatou historii, poc¢inaje pracemi madarského
matematika Jénose Bolyaie (1802-1860), pres dalsi generace matematiki az do sou-
Casnosti (podrobny historicky prehled k této problematice je uveden v ¢ldncich [24]
a [33]). Navzdory jejich usili (i navzdory formalni jednoduchosti trinomu Q) vsak vy-
zkum k tomuto tématu neni stale ukoncen. Mezi studované problémy patii otdazky
spojené s lokalizaci kofent @, tedy stanoveni sektorti v komplexni roviné obsahujicich
pravé jeden kotfen @), dale nalezeni{ podminek, pti jejichz splnéni mé @ alespon/prave
jeden koren s predepsanou velikosti, a v neposledni fadé i vyse zminéna otazka sta-
noveni poc¢tu vnitinich korenu @ v zavislosti na jeho koeficientech. Z tohoto vyctu
zformulujme dva problémy pregnantnéji:

Problém C. Uvazujme trinom () s obecné komplexnimi koeficienty a, b a necht m je
pocet jeho vnitinich kofent. Naleznéte explicitni vyjadieni zdvislosti m = g(a, b, k, £).
Problém D. Formulujte podminky na parametry a, b, k, £ zarucujici, ze (Q ma alespon

jeden unimodularni koten.

V dalsi ¢asti strucné okomentujeme aktualni stav poznani k témto otdzkam. Z ne-
davnych vysledku tzce souvisejicich s problémem C zminme nésledujici tvrzeni, které
je shrnutim poznatku postupné uvefejnénych v ¢lancich [6], [7] a [17] pro trinom Q se
specialnimi koeficienty a =1 a b= —1.

Véta 6. Necht k, ¢ € N, k > {, jsou nesoudélna. Uvazujme trinom
RO\ =M 42 -1
a necht m je pocet jeho vnitrnich koreniti. Pak

m2[¥—‘1 ®)

(symbol [-] znamend horni celou ¢ast prislusného cisla). Navic, jestlize 6 déli k + ¢,
pak ma R pravé 2 unimodularni koreny.
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Véta 6 tedy popisuje tvar funkce g, jejiz nalezeni je pozadovano ve formulaci pro-
blému C, a to pro specidlni trinom R (presnéji, véta 6 zachycuje zavislost m na moc-
ninéch & a ¢ obsazenych v tomto trinomu). Navic se vyjadiuje i k problému D. Zodpo-
vézenim problému D, tentokrat jiz pfimo pro trinom @ (dokonce s komplexnimi a, b),
se zabyval ¢lanek [33]. Uvedme formulaci piislusného tvrzeni.

Véta 7. Necht a,b e C a necht k, ¢ € N, k > ¢, jsou nesoudélna. Jestlize b chapeme
Jjako pevné, pak () ma alespori jeden unimodularni koren pravé tehdy, kdyz pro realnou
a imaginarni ¢ast koeficientu a plati vztahy

W) = —cos (14 EIIEOY (L (080

k -k k ©)
S(a) = — sin <t+ (kﬁ)kiarg(b)) — |b| sin <£?k + (ké)karg(b)>

pro vhodné t € (—(k — O)w, (k — {)m].

Upozornéme na jistou geometrickou zajimavost vyplyvajici z tohoto tvrzeni. Vzta-
hy (9) jsou totiz parametrickymi rovnicemi hypotrochoidy v komplexni Gaussové
a-roviné (tedy krivky, kterou opisuje bod spojeny s jistou kruznici, odvalujici se po
vnitfku jiné, vétsi kruznice).

Jak jiz bylo vyse naznaceno, uvedené polynomialni problémy maji zdsadni dilezi-
tost také pri kvalitativni analyze diferen¢nich rovnic. Skutecné, problém B je soucasti
procesu hledani podminek asymptotické stability pro tyto rovnice, problém D naopak
tzce souvisi s formulaci podminek zarucujicich existenci periodického feseni. Proto
neni prekvapujici, ze vyznamnym prispévatelem k zodpovézeni téchto polynomidlnich
problému byla také komunita matematikt pracujicich v oblasti diferen¢nich rovnic.

V dalsim prehledu se zamérime predevsim na vysledky souvisejici s trinomem @,
ktery je charakteristickym polynomem diferen¢ni rovnice

Tn + Tp—_jae + brp_g = 0. (10)
Navic, uvazujeme-li (10) ve vektorovém tvaru
Tp + Axp_jye + Bry—) =0, (11)

kde A, B jsou ¢tvercové matice fadu d, pak za predpokladu komutativity A, B (tj. pii
splnéni vlastnosti AB = BA) lze provést dekomporzici charakteristického polynomu
soustavy (11) na soudin d trinomu tvaru (7), kde a, b jsou (odpovidajicim zptusobem
sefazend) vlastni ¢isla matic A, B. M4 tedy dobry smysl vySetfovat trinomy @ také
s komplexnimi koeficienty a, b.

Soucasné zduraznéme, ze korenova analyza trinomu @ méa dilezitou roli také pri
vysetfovani diskrétnich modelid ve tvaru nelinedrnich diferenénich rovnic (specialné
pri posuzovani stability jejich ekvilibrii metodou linearizace). V rdmci teorie diferen-
¢nich rovnic byly pravé tyto modely prvotnim impulsem pro vysetfovani zminénych
polynomidlnich problémt. Nez uvedeme stru¢ny prehled a komentare k existujicim
vysledktim, preformulujme problém B pro ptipad trinomu @ a volbu m = k, tedy do
tvaru, ktery byl nejcastéjsim predmétem vysettrovani.
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Problém B*. Naleznéte podminky na parametry a, b, k, ¢ zarucujici, ze () ma vsechny
své koreny vnitini.

Prvni vysledek v tomto sméru ziskali Simon A. Levin a Robert M. May v ¢ldnku [21]
pri studiu stability rovnovazného stavu nékterych popula¢nich modelu. Ackoliv ma
tento ¢lanek bezesporu zajimavy interpretacni charakter, jeho hlavnim vysledkem je
nésledujici vlastnost specidlniho trinomu

S(A) = AF — XL p,
Véta 8. Necht b € R. Pak vsechny koreny trinomu S jsou vnitrni pravé tehdy, kdyz

(k—Dm

0<b<2 .
< b < 2cos Y

(12)

Véta 8 tedy dava odpovéd na problém B* ve specialnim pripadé ) s parametry
a = —1 a ¢ = k — 1. Rozsireni tohoto vysledku na pripad trinomu @ s obecnymi
redlnymi koeficienty a, b (stale vSak pti volbé £ = k — 1) bylo motivovano praci [9], ve
které byl studovan model populace antarktickych velryb. Opét v souvislosti s uzitim
metody linearizace zde vyvstala otdzka nalezeni podminek zarucujicich, ze trinom @
(pfi £ = k — 1) ma vSechny své kofeny vnitini.

Clanky [21] a [9] nasly odezvu mezi matematiky specializujicimi se na teorii di-
ferenc¢nich rovnic, kteri se zacali témito otazkami, specidlné pak problémem B*, sys-
tematicky zabyvat. Jako ilustraci dvou hlavnich typt podminek, které byly v tomto
sméru dosazeny, okomentujeme nasledujici dva vysledky.

Autorfi ¢lanku [19] zformulovali odpovéd na problém B* pro pfipad redlnych hodnot
a, b. Pro tento tcel zavedli otevienou oblast Q2 lezici v (a, b)-roving, kterd je omezena
dvéma primkami

a+b=-1 a (=) fa+(-1DFb=-1

a dvéma transcendentnimi krivkami

__sin(ky) ) sin((k— 0g)
~ sin(ly)’ ~ sin(flyp)
o (et Snl) b Ly —0g)
sin(ep) sin(ly)
kde ¢ probiha mezi % 7, pricemz j, s jsou pfirozend cisla spliujici Bézoutovu

rovnost |(k — €)j — ks| =1, j < k, s je liché. Pak plati:

Véta 9. Necht a,b € R a necht k, ¢ € N, k > {, jsou nesoudélna. Vsechny koreny
trinomu @ jsou vnitini pravé tehdy, kdyz (a, b) € Q.

Z této véty tedy vyplyva popis hranice mnoziny vSech redlnych dvojic (a, b) gene-
rujicich trinom @, jehoz vSechny kofeny jsou vnitini (viz také obrazek 3).

Druhy zédkladni typ podminek, davajicich odpovéd na problém B*, byl formulovan
ponékud odlisné. Jako ilustraci uvedme napi. vysledek z ¢lanku [23], ktery vysetio-
val problém B* pro piipad trinomu @ s redlnym koeficientem a, ryze imagindrnim
koeficientem b a mocninou ¢ = k — 1.
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L !
h 0 1 0 1 d
\\\ ~ Y //"
‘\\ \\ ) Ve
AN N
-1 1
(a) k liché, £ =k —1 (b) ksudé, £ =k —1
b b b
1 1 1
\\
1 0 A1od 0 1 d I 0 e
\\\ \\ N
AN > N AN
-1 -1 -1
(c) k liché, £ < k — 1 sudé (d) k liché, ¢ liché (e) k sudé, £ < k — 1 liché

Obr. 3. Oblast Q v zdvislosti na parité k a ¢ (Sedd barva)

Véta 10. Necht a, 5 € R a necht k € N. Pak vsechny koreny trinomu @, kde b = i3
al =k —1, jsou vnitrni pravé tehdy, kdyz parametry a, 3 spliuji nerovnosti

laj<1 a |8] < Va2 +1—2|acos p,

kde ¢ Fesi rovnici |a| cos((k — 1)¢) = cos(ke) na intervalu (0, 2 ).

Mnozinu vSech redlnych dvojic (a, §) vyhovujicich podminkdm véty 10 zachycuje
obrazek 4.

Na velmi podobnych principech, vychazejicich z formulaci vét 9 a 10, je postavena
i fada dalsich vysledku vztahujicich se k problému B*. V této souvislosti zminme
alespon ¢lanky [18] (piipad a, b € R), [12] (pfipad a, b € R), [13] (pfipad a, b € R,
¢ = 1), [20] (ptipad a, b € R, ¢ = k — 1), [26] (pfipad a, b € R, { = k — 1) a [2§]
(pfipad a, b € R, ¢ = k — 2). Dalsi odkazy a komentafe k tomuto tématu lze nalézt
v prehledovém ¢lanku [10].
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3. P/Bohl a pocet vnitinich korenti trinomu

Dy vyctu védeckych vysledki a praci P. Bohla, které jsme dosud nekomentoyali, patii
thké ¢lanek [4]. Sam Bohl hlavni{ tvrzeni tohoto ¢ldnku okomentoval ve smysly, ze je

zitecné predevsim v jiném jeho vyzkumu, tykajicim se teorie sekularnich pertuxbaci.
Dalsi vyvoj vsak ukazal, Zze vyznam tohoto vysledku je podstatné sSirsi.

3.1. Bohluv vysledek z roku 1908

Prozatim bez dalsiho pfedbézného komentdfe uvedeme hlavni vysledek ¢lanku [4].
A7 na drobné stylistické a technické upravy ho ponechavame v puvodni formulacni
podobé.

Véta 11. Necht a, b € C, ab # 0, a necht k, { € N, k > £, jsou nesoudélna. Pro
urceni poc¢tu m vnitrnich korenii trinomu @ rozlisime dva pripady:

L. Je-li kazd4 z hodnot 1, |a|, |b] mensi nez soucet dvou zbyvajicich hodnot, pak lze
sestrojit trojihelnik, jehoz délky stran jsou rovny pravé ¢isliam 1, |a|, |b|. Oznacme «
tihel lezici oproti strané s délkou 1, a B ihel lezici oproti strané s délkou |a|. Pocet
vnitrnich korent trinomu @ je pak roven poctu celych cisel lezicich mezi hodnotami

k arg(a) — (k — ¢) arg(b) + (k — O)m  ka + (B
2m 2m
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karg(a) — (k—0) arg(b) + (k —O)m  ka+ {5
2 * 2r

I1. Je-li nékterd z hodnot 1, |al, |b| vétsi nebo rovna souctu dvou zbyvajicich hodnot,
pak, az na dvé dale uvedené vyjimky, plati pro pocet m vnitrnich korent Q) tyto vztahy:

(i) Jestlize |b] =2 1+ |a|, pak m = 0.

(ii) Jestlize |a| =2 1+ |b|, pak m = ¢.
(iii) Jestlize 1 2 |a| + |b|, pak m = k.

Vyse zminéné vyjimky jsou tyto: Za prvé, je-li |a| =1+ |b], |a| = % a nadto ¢islo

k arg(a) — (k — ¢) arg(d)

+k
77
je celé. Za druhé, je-li 1 = |a| + |b] a nadto cislo
k arg(a) — (k — ¢) arg(b) ’

™

je celé. V obou téchto vyjimecnych pripadech se vyse uvedena hodnota poctu vnitrnich
korenti snizuje o jednicku, takze v pripadé prvni vyjimky plati m = { — 1, a v pripadé
druhé m =k — 1.

Formulace véty 11 se po prvnim precteni zda byt moznd ponékud tézkopadna.
Je z ni sice ziejma tzka souvislost s problémem B*, ale nemusi z ni byt hned jasné
pozadované vyjadieni zavislosti m = g(a, b, k, £). Pokusme se tedy vétu 11 prevést do
vice analytické podoby.

0]

Obr. 5. Trojuhelnik se stranami o velikostech 1, |a|, |b| a rozlozeni thla «, S

Predpoklady c¢asti I zachycuje obrazek 5. Uzitim kosinové véty z né&j vyplyvaji
vyjadieni uhli «, 8 ve tvaru

-1 2+ b 1—al? + |b)?
Qv = arccos (%), B = arccos <%) (13)
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Vyjadreni vztahu pro vypocet vnitinich kofenti @ déle pracuje s terminem ,pocet ce-
lych ¢isel lezicich mezi dvéma realnymi hodnotami“. Ponechdme na rozmysleni ¢tenare,
jak lze tento pocet zachytit analytickym vztahem (viz dale).

Cést 11 Bohlovy véty je jiz formulaéné jednodussi (dodejme, ze nékteré vlastnosti
uvedené v této Casti plati i pro obecny polynom P). Po zapracovani dvou vyjimek
zminénych v ¢asti Il a uzitim predchazejicich poznamek k ¢asti I dostavame nasledujici
reformulaci véty 11 (viz také [11]).

Véta 12. Necht a,b € C, ab # 0, a necht k, ¢ € N, k > £, jsou nesoudélna. Pocet m
vnitrnich korenti trinomu @ Ize stanovit takto:

(i) Jestlize |b| 2 1+ |a|, pak m = 0.

Jestlize 1 > |a| + |b], pak m = k.

karg(a)—(k=0) argO)+(k=OT 4 y 5o celé sudé, pak m = /.

)
(iii) Jestlize |a| > 1+ |b|, pak m = (.
) Jestlize |[a| =1+ [b| < & a

)

Jestlize
bl <1+lal, 1=la[+[b], [a|=1+[b]

a alespori jeden z predpokladu (iv) neplati, pak
m=[rT]—-|77] -1, (14)
kde symboly [-], |-] znamenaji horni, resp. dolni celou ¢dst daného cisla a

+  karg(a) — (k—¢) arg(b) + (k — O)7 n ko + €8
T 2T 2m

(15)

(vyjadreni 1ihli o, B jsou dédna vztahy (13)).

Veéta 12 dava dplnou odpovéd na problém C, specifikuje tedy pocet m vnitinich
korent Q v primé zavislosti na jeho parametrech a, b, k, £. V dalsi ¢asti ukdzeme, jak
Ize s pomoci véty 12 odvodit odpovédi na dalsi vyse formulované problémy, a ukazeme

také jeji souvislost s diive komentovanymi vysledky.

3.2. Bohluv vysledek v kontextu vyzkumu dalSich autoru

Zacnéme vétou 6, kterd by méla byt primym dusledkem véty 12 pro pripad trinomu R.
Skutecné, polozime-li a = 1, b = —1, pak tato volba vede na ptipad (v) véty 12, piicemz
a = = %. Vzorec (14) pak dava

5[5 e

coz je vztah (8) véty 6.

Daéle se zamérime na problém B*, na ktery vysledek P. Bohla rovnéz umi dat
odpovéd — tentokrat s prispénim o néco vétsiho asili, nez tomu bylo v predchazejicim
pripadé (pro vétsi formélni jednoduchost se v dal$im omezime na trinom @ s redlnymi
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koeficienty a, b). Potfebujeme tedy nalézt podminky na vSechny parametry a, b, k, £,
které zajisti pouze vnitini koreny (). Ptame se tedy, jaké podminky na parametry
a, b, k, £ davaji ve vété 12 odpovéd m = k. Evidentné jde o pfipad (ii) této véty, patrné
vSak muze jit i o pripad (v). Zabyvejme se proto blize timto pfipadem a analyzujme
s prihlédnutim k (14) vztah

k=[rt]—-|r"] -1 (16)

(kde 7F je déno (15)), ze kterého bychom potfebovali ziskat zminéné podminky.
Protoze hodnoty a, b jsou redlné, ¢islo

_k arg(a) — (k — ) arg(b) + (k — O)7

™

0

je celé. Snadno ovéiime, ze 6 je sudé pravé tehdy, kdyz a*(—b)*=* > 0 (podobné @ je
liché pravé tehdy, kdyz a*(—b)*~¢ < 0). Necht nejprve 6 je sudé. Pak se (16) zjednodusi
na tvar

k+1  [ka+03
2 2m '

Tedy k musi byt liché a navic plati k7 — 7 < ka+ {8 < kr 4+ 7. Pravé (neostrd) nerov-
nost je pritom splnéna automaticky. Skutec¢né, uzitim obrazku 5 lze pravou nerovnost
prepsat na vztah

a? — b? 1—a?+b2
T (k- Sl N
2] + ( ) arccos o0 ,

—7 < k arccos
ktery je splnén pro vSechna a, b, pro néz maji uvedené cyklometrické funkce smysl.
Odvodili jsme tedy, ze za predpokladu sudosti 6 vztah (16) plati pravé tehdy, je-li k&
liché a km — 7 < ka + €3 neboli

k(r —a) — (8 <. (17)

Podobné pro 6 liché dostavame, ze (16) plati pravé tehdy, je-li k sudé a plati (17).
Uzitim vlastnosti m — arccos(z) = arccos(—z), |z| < 1, tedy dostdvame nésledujici
dtisledek véty 12.

Dusledek 1. Necht a, b € R, ab # 0, a necht k, ¢ € N, k > ¢, jsou nesoudélnd. Pak
vSechny kofeny trinomu Q jsou vnitini pravé tehdy, kdyz plati bud 1 > |a| + |b|, nebo
pl<1+al, 1=<|a|+ b, o] <1+, (~1)%a"*" <0,

1 2 p? 1—a?+0?
k arccos (%) + (k — ¢) arccos (;|7b|+) <.

Obdobnym zpusobem lze z véty 12 odvodit odpovéd na problém B* i v pfi-
padé komplexnich a, b. Pro formulaci ptislusného tvrzeni zavedeme funkci w = w(z)
jako 2m-periodické rozsifeni funkce w*(x) = |z|, € [—m, 7] (ekvivalentné, w(z) =
= arccos(cos(x)), x € (—oo, 00)). Pak plati:
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Dusledek 2. Necht a, b € C, ab # 0, a necht k, ¢ € N, k > ¢, jsou nesoudélnd. Pak
vSechny kofeny trinomu Q jsou vnitini pravé tehdy, kdyz plati bud 1 > |a| + |b|, nebo

bl =1+al, 1=la[+][b, laf=1+1b],

1+ |a — [b]” 1—|a]* + b
k arccos ( 27a] + (k — ¢) arccos 20
< w(k arg(a) — (k — £) arg(b) + {x).

Porovname-li zdvéry disledku 1 a 2 s dalsimi vysledky k problému B* (viz napf.
clanky [18], [12], [13], [19], [20], [23], [26] a [28] ilustrované vétami 9 a 10), pak lze kon-
statovat nasledujici: Bohluv vysledek umoznuje dat odpovéd na problém B* s obecnymi
komplexnimi koeficienty a, b a obecnymi prirozenymi mocninami k, ¢, zatimco vyse
komentované ¢lanky Tesi jeho specidlni varianty. Navic, formulace dtsledk 1 a 2 davaji
v nékolika ohledech efektivnéjsi odpovéd na problém B* a zdaji se byt ,prirozenym“
zobecnénim podminky (12) véty 8 z ¢lanku [21]. Specidlné zdturaznéme, ze podminky
dusledki 1 a 2 jsou explicitni vzhledem k mocnindm k a £, coz umoznuje efektivni
posuzovani stability pro prislusné diferenc¢ni rovnice.

Nakonec se vyjadiime ke vztahu véty 12 k problému C, tedy k existenci unimodu-
larnich kotent (). Hlavni myslenka prislusného odvozeni vychazi ze spojité zavislosti
korent trinomu @ na koeficientech a, b, uzitim které lze existenci unimodularniho ko-
rene detekovat pomoci zmény hodnoty m. Po provedeni prislusné pocetni analyzy pak
véta 12 dava:

Dusledek 3. Necht a,b € C, ab# 0, necht k, ¢ € N, k > £, jsou nesoudélna a necht
hodnoty 7% jsou dany vztahem (15). Pak trinom Q ma alespori jeden unimoduldrni
koren praveé tehdy, kdyz

B <1+la, 1|+l Jal S 1+

a alespoii jedna z hodnot 7 je celociselna.

Snadno muzeme nahlédnout, ze tento dusledek Bohlovy véty nabizi alternativni
podminku existence unimoduldarniho kofene trinomu ¢ v porovnani s podminkou
véty 7 z ¢lanku [33]. Vzhledem k vySe popsané geometrické interpretaci podminky
véty 7 se tim také otevird moznost pro alternativni popis prislusné hypotrochoidy.

3.3. Zavérecné poznamky

V kontextu predchazejicich porovnani se nabizi pomérné ziejmé otazka: Jak je mozné,
ze tento Bohluv vysledek zapadl a po dlouhd desetileti zustal témér nepovsimnut?
O dtvodech lze jen spekulovat, svoji roli mohlo sehrat vice faktorti. Clanek byl napsan
v némeckém jazyce, coz mohlo zptsobit jistou prekazku na cesté k jeho Sirsi publicité
(na druhé strané, ¢asopis Mathematische Annalen, v némz byl ¢ldnek publikovén, je
tradi¢ni a velmi kvalitni ¢asopis jiz od svého zalozeni v roce 1868). P. Bohl také mozna
nebyl (a stale neni) v odich odborné verejnosti spojen s teorii polynomi; koneckonct
on sam tento svij vysledek povazoval spise za ,pomocny“, jak bylo zminéno vyse.
Zajimavy pohled se naskytd na cita¢ni ohlas Bohlova ¢lanku [4], kde byl tento
vysledek publikovan. Z databdze Mathematical Reviews se lze dozvédét, ze do roku
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2016 mel tento c¢lanek citace od pouhych dvou autorti. Jednim byl Horst Brunotte,
ktery Bohluv vysledek evidentné znal, komentoval i aplikoval ve tfech svych ¢lancich.
Tyto citace vsak zapadly a nevzbudily patficnou reakci. Druhym autorem je Akihiro
Kanamori, ktery mél podle této databaze clanek [4] citovat ve své prehledové préci
o teorii mnozin (v seznamu referenci samotné Kanamoriho prace oviem ¢lanek [4] uve-
den neni). V roce 2016 byl tento Bohluv vysledek citovan v ¢lanku [33], z néhoz se
o existenci vysledku dozvédéli i autori tohoto prispévku. Jistym paradoxem je, ze ac-
koliv Bohlové vysledku byla v ¢lanku [33] vénovdna pomérné velkd pozornost v ramci
historického piehledu (je zde uveden v mirné modifikované ptivodni formulaéni po-
dobé), autofi ¢lanku [33] ho pfi FeSeni problému C nijak nevyuzili. Relevance Bohlova
vysledku k tomuto problému je pfitom evidentn{ (viz disledek 3). Béhem poslednich
nékolika let se pak objevily dalsi citace ¢lanku [4], které naznacuji, ze matematicka
komunita zac¢ind jeho vyznam postupné docenovat.

Na zavér zduraznéme, ze tento prispévek v zadném pripadé nenahlizi kriticky na
komentované vysledky odvozené bez védomi existence Bohlova ¢lanku [4]. Ostatné
i jeden z autort tohoto piispévku o élanku [4] dlouho nevédél, ackoliv provadél vizkum
v souvisejici oblasti (viz [10]). Bylo by také nekorektni srovndvat prace dalsich autori
s (jakymkoliv) ¢lankem P. Bohla, jednoho z nejvyznamnéjsich matematiktu prelomu
19. a 20. stoleti. Navic nékteré z vyse komentovanych praci obsahuji i dalsi dulezita
tvrzeni, s vysledkem P. Bohla jiz primo nesouvisejici.

Hlavnim smyslem tohoto prispévku bylo predevsim pripomenout, jak mimoradnym
matematikem Piers Bohl byl a ukazat, ze i jeho ,pomocny“ vysledek z teorie trinomi,
jak ho sdm chapal, vyznamné predbéhl svoji dobu. Lze proto jen doporucit blizsi
sezndmenti s alespon nékterymi z dalsich Bohlovych praci (pravidelné ¢tenafe Pokroku
pak specidlné upozornujeme na piispévek Lubose Picka [27], ktery uvadi a komentuje
dalsi dulezity vysledek P. Bohla z ¢lanku [5]). Nepochybné se v téchto pracich podati
najit mnohé inspirujici myslenky a treba i dalsi skryté prekvapivé vysledky.

Podékovéni. Clanek byl podpofen projektem FSI-S-23-8161 Fakulty strojniho
inzenyrstvi VUT v Brné. Autori také dékuji recenzentovi a doc. RNDr. Antoninu
Slavikovi, Ph.D., za jejich cenné pripominky, které prispély k vylepseni textu.
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