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MATEMATIKA

O jednom mytickém trojahelniku

Dalibor Martisek, S’lapam‘ce

Motto

La mathématique est l’art de donner
le méme nom a des choses différentes.

Matematika je uméni davat stejné
jméno riznym vécem.

Henri Poincaré (1908)

Co maji rostliny spoleéného s bloudici Zelvou, hraci kostkou, chré-
movymi vézemi, koncem svéta a binomickym rozvojem? Pokud vibec
néjaka spolecné vlastnost existuje, najdeme ji pomoci matematiky. Ma-
tematika je totiz schopna nachézet nékdy aZz neuvéritelné souvislosti. A je
to pravé jen matematika, ktera nam i na tuto otadzku odpovi: souvislosti
se v tomto pripadé skryvaji v jednom spravné vykrajeném trojihelniku.

Trojihelnik je jednim ze zékladnich geometrickych utvart. Kazdy,
kdo tplné nezapomnél ucivo ZS, jisté zna soucet velikosti jeho vnitinich
ahla, vysky, téZnice, kruznici opsanou i vepsanou, vzorecky pro obvod,
obsah a mozna i mnoho dalsiho. Co by na tom mélo byt zajimavého, ¢i
dokonce mytického? S trojihelnikem muzeme zacit kouzlit v okamziku,
kdy jeho konstrukci opakujeme do nekonecéna. Jedna takova konstrukce
je pomérné znama a uvadély ji i nékteré ¢lanky na strankach Rozhledu
(Panesova 2020, Dlab 2022, Martisek 2022). Zde ji pfipomeneme v kratké
avodni kapitole.

Sierpinského trojuhelnik

Autorem této konstrukce je Wactaw Franciszek Sierpiriski (Sierpinski
1915): sestroj libovolny trojuhelnik a vyjmi z ného vnitfek trojuhelniku
uréeného jeho stfednimi prickami. Na tii zbyvajici trojihelniky aplikuj
tutéz konstrukei, s deviti nasledujicimi trojthelniky proved totéz a takto
pokra¢uj do nekone¢na (na obr. 1 jsme takto vyjimali bilé trojuhelniky
z trojuhelniku Gerného).

Tento utvar ma ,nekoneény obvod“ a ,nulovy obsah“. Tyto poné-
kud nezvyklé pojmy byly vysvétleny v ¢lanku (Martisek 2022). Pred sto
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lety byl tento trojuhelnik jednim z impulst k zasadnimu piFehodnoceni
pojmi dimenze a mira. Dnes tuto konstrukci mizeme povazovat za ku-
riozitu s nepopiratelnym kouzlem (viz napi. Dlab 2022). Obsah a obvod
ovSem nejsou ani zdaleka jedinymi kouzelnickymi triky, které ma tento
trojuhelnik v rukavu.

Obr. 1: Druhy, paty a Sesty krok konstrukce rovnoramenného Sierpinského
trojuhelniku

Aristid Lindenmayer a jeho jazykovy koutek

Aristid Lindenmayer byl madarsky biolog, ktery se zabyval morfologii
ristu fas. V roce 1968 navrhl formalni matematicky systém umoznujici
do té doby zcela nevidané geometrické konstrukce, které se dnes ani
zdaleka neomezuji jen na svij puvodni tcel. Lindenmayerovy systémy
(L-systémy) jsou néco mezi velmi jednoduchymi, ale zcela formalnimi
jazyky, a jednoduchymi, ale zcela forméalnimi matematickymi teoriemi.

Kazdy lidsky jazyk lze formalné definovat mnozinou p¥ipustnych sym-
bolit (abecedou) — mnoZinou ,zékladnich® slov, v eStiné napt. {byt;
les; ...} a gramatikou, ktera umoziiuje odvozovat dalsi slova a slovni spo-
jeni {ndbytek; v lese; ...}. Jednim z vrcholu tisice let trvajiciho vyvoje
matematiky bylo poznani, Ze pokud se maji matematici vyhnout nejas-
nostem a paradoxtim, musi postupovat pravé takto. Kazda matematicka
teorie dnes musi byt (alespoii v principu) schopna postupovat od se-
znamu povolenych znakd, napt. {p;q;...;—;V;A;=;(;);. .. }, pfes mno-
zinu ,,zakladnich* posloupnosti téchto znakt, tj. ,slov*, ¢ ,vét“, které
povazuje za pravdivé (axiomy), napt. {p = p;pV-p;...}, a ,gramatiku®
— pravidla odvozovéni, ktera umoziuji z téchto ,,pravd“ odvozovat dalsi
tvrzeni této teorie — matematické véty. V gramatice je napiiklad uve-
deno, ze k posloupnosti znakt p = p lze vzdy zprava pfipsat znaky Vg
(v tomto pofadi), tj. Ze z axiomu p = p lze vzdy odvodit vétu p = pVgq.
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je tento striktné formalni popis extrémné obtizny a u pfirozeného jazyka
jiz prakticky nemozny, popis L-systému je vétSinou velmi jednoduchy.

Priklad 1.
abeceda: {F;G;+; —}
axiom: F'
gramatika: {F— G—F - G;G— F+ G+ F}
(tedy kazdy znak F' lze pfepsat uspofadanou pétici znaki G — F — G
a kazdy znak G pétici F + G + F).

Jak tedy bude vypadat naSe teorie?
Axiom: F
1. véta: G — F — G.

Dalsim prepisem muzeme z této prvni véty ,,odvodit* sedm dalsich
vét: tfemi zpusoby muzeme piepsat pravé jedno pismeno, tfemi zpisoby
pravé dvé pismena, nebo mtzeme prepsat viechna tfi. Dale budeme pie-
pisovat vzdy vS8echna pismena. Tedy:

2. véta:
G - F - G
1 3 \
F+G+F -G—-F—-G—-F+G+F.
3. véta:

G-F-G+F+G+F+G-F-G-F+G+F-G—-F—-G-
F+G+F-G-F-G+F+G+F+G-F -G,

atd.

To je tzv. syntakticka stranka jazyka ¢i teorie — zatim jsme zcela for-
maéalné seskupovali a prepisovali néjaké znaky. Kazdy jazyk i kazda teorie
ma ale také stranku sémantickou. Kazda skupina znakt musi mit néjaky
vyznam. Cesky se domluvime pouze s nékym, kdo si pod usporadanymi
trojicemi znaku byt ¢i les predstavuje (alespoii zhruba) totéZ co my.

Abychom zjistili, co je na piikladu 1 tak mimotadného a co to ma
spole¢ného s trojahelnikem, doddme mu vyznam (nasf teorii budeme in-
terpretovat). Pfedstavme si Zelvu (nebo jakékoliv jiné zvifatko) v néja-
kém bludisti. Jeji poloha je v kazdém okamziku uréena bodem, ve kterém
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se nachéazi, a orientaci jejtho téla. Kazda véta popisuje cestu z bludisté.
Kazdy znak je jednoducha instrukce: pismeno znamena krok vpied; znak
+ oto¢ se o +60°; znak — oto¢ se o —60°.

Pojdme bloudit. Axiom F' pfedstavuje nejjednodussi mozné ,bludis-
t&“ — vychod je pfimo pred Zelvou, staci krok vpred. Na pocatku cesty
necht mé Zelva hlavu nahote (viz obr. , tj. jeji prvni krok vpred je
vzhiru. Jednotlivé véty predstavuji stale slozitéjsi bludisté a stale delsi
cestu (viz obr. [2 zleva doprava). Poznamenejme jeste, Zze s kazdou na-
sledujici vétou jsou kroky zelvy zkréceny vzdy na polovinu, jinak by se
kazda dalsi konstrukce nepiimérené zvétsovala.

\
J
+
G

+

N
GTl_
F

|
Obr. 2: Interpretace L-systému z pt. 1. Zleva: Axiom, prvni, druhéa a ti'eti véta

Na obr. [3] jsou sestrojeny cesty Zelvy generované patou, sedmou a
devatou vétou L-systému z pf. 1.

Obr. 3: Interpretace L-systému z pt. 1. Zleva: pata, sedmé a devata véta
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Priklad 2.

abeceda: {F;G;+;—}

axiom: F — -G — -G

gramatika: {F +— F — -G + +F ++G — —F;G — GG}

Ctenar se mize pokusit nakreslit axiom a prvni popf. druhou vétu.
Dalsi véty muZe sestrojit poc¢ita¢ (viz obr. [4]). Tento systém sestrojuje
obvody trojahelniki, které postupné odebira Sierpiniského konstrukce
z predchozi kapitoly.

Obr. 4: Interpretace L-systému z pf. 2. Zleva: druha, t¥eti a Sesta véta

L-systémy sestrojuji tento trojihelnik jako kfivku. To vypada na prvni
pohled velmi podivné, ale z topologického hlediska je Sierpinského troju-
helnik skute¢né kiivka (viz napt. Martisek 2022). L-systém z p¥ikladu 2
a obr. [4| je jako ,,cesta z bludi§té” znacné neefektivni. Zelva se totiz stale
¢astéji ocité na stejném misté, protoze jeji cesta stéle castéji protind sama
sebe. Z topologického hlediska je ovSem velmi ilustrativni. Sierpinského
trojuhelnik je totiz kiivka, ktera protind sama sebe v kazdém svém bodé.
Dalsi magicky kousek tohoto kouzelného geometrického utvaru.

Tvoriva ndhoda

V rovinné soufadnicoveé soustavé sestrojme body A[0; 0], B[6; 0], C3; 6]
a uvazujme stejnolehlosti H 4, Hp, He se stiedy v bodech A, B, C,
v8echny s koeficientem 0,5. Jeden z bodu A, B, C (kterykoliv) povazujme
za startovaci a ozna¢me ho Sy. Hodme oby&ejnou hraci kostkou. Sestro-
jme bod S; takto: jestlize padla jednicka nebo dvojka, je bod S; obrazem
bodu Sy ve stejnolehlosti H 4, pokud to byla trojka nebo ¢tytka, pouzi-
jeme stejnym zpiisobem stejnolehlost H p; ve zbylych dvou piipadech je
S1 = He(So). Hodme znovu a stejnym zptasobem sestrojme bod Ss jako
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obraz bodu S;. Takto pokrac¢ujme libovolné dlouho. Dostaneme nahod-
nou posloupnost bodii Sy, pro kterou plati S,+1 = Ha(S,) s pravdépo-
dobnosti 1/3, S, +1 = Hp(S,) s pravdépodobnosti 1/3 a S, 11 = He(Sh)
s pravdépodobnosti 1/3. Na obr. [5| vlevo vidime posloupnost bodu ge-
nerovanou hody 2;3;4;6;1;5;2;4;1. Vpravo tataz posloupnost po sto
hodech.

B C=S,

Ha
Ry N
+ S
3 + * 3
WA
//\ H
2 \Q B A\He 1 24

T

A 1 2

A 1 2 3 4 5 B

w
N —_—
[¢,]
o

Obr. 5: Bod zobrazovany ve tfech stejnolehlostech ndhodné vybiranych hraci
kostkou

Pocita¢ muze sestrojit desetitisice ¢i statisice ¢lentd této posloupnosti
a poskytnout zajimavy vysledek. Na obr. [6] vlevo prvnich 20 000 ¢lent,
vpravo prvnich 500 000 ¢leni.

6 +CESO 6 C=S,

5 | 5

4 £ 44

3{ | ALbhdaing 3

24 i 2

14 14
waahbdd  AA

Obr. 6: Posloupnost bodii generovana tfemi stejnolehlostmi a hraci kostkou
dle obr.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

Utvar na obr. |§| vpravo pripomina Sierpinského trojtihelnik, ale neni
to Sierpiriského trojuhelnik. Je to jen jeho konefna podmnozina — pil
milionu izolovanych boda. Tento dtvar ma nulovy nejen obsah, ale i
délku. Pravdépodobnost, Ze se ndm stejnym zptsobem podafi podruhé
sestrojit tutéz mnozinu, je 37500000 ~ 1(0—238560,

Struktury skryté v Pascalové trojuhelniku

Pascaluv trojihelnik tvori, jak znadmo, koeficienty binomického roz-

voje
n
n
a n)"* = n—k bk
@ror =3 (})e
k=0

zapsané pro jednotliva n = 0,1,2,... do fadki pod sebou. Kazdy radek
zacind a konéi jednickou, vnitini ¢isla fadka n = 2,3,4,... dostaneme
jako souéet dvou nejblizsich ¢isel v predchozim fadku, nebot pro n > 1,

1 <k<n-—1plati
n—1 + n—1\ [n
k—1 k T\k/)

To ovSem neni ani zdaleka jedina zajimavost tohoto trojuhelniku. Na
obr. [7] vidime Sestnact, resp. tricet dva Fadka Pascalova trojuhelniku
s odliSenymi lichymi a sudymi koeficienty.

8 28 5 70 56 28 8
36 84 126 126 84 36
120 210 252 210 120

12 66 220495(792 924 792 20 66 12
78 286 1716 1716 286 78

14 |9]364 10 200 o0 a0 364 [0 14

Obr. 7: Liché a sudé koeficienty Pascalova trojuhelniku. Vlevo 16 fadk, vpravo
32 radka
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Na obr. [§ vidime 1024 rfadkt Pascalova trojuhelniku s vyznacenymi
zbytky po déleni koeficienttt ¢tyfmi (vlevo) a osmi (vpravo). Liché zbytky
po vydéleni ¢tyimi, resp. osmi, reprezentuji liché koeficienty, prvnich
Sestnact, resp. tiicet dva radkd, se tedy rovna mnozindm na obr. [7] Sudé
zbytky tvoii nové struktury — dalsi a dalsi ,,Sierpiniského trojihelniky*
(uvozovky jsou zde namisté — tyto struktury tvori samoziejmé vzdy jen
koneény pocet koeficientit).

Obr. 8: 1024 fadkt Pascalova trojihelniku. Vlevo: zbytky po déleni ¢tyfmi
(1; 2; 3). Vpravo: zbytky po délenf osmi (1; 2; 3; 4; 5; 0; 7)

Na obr. 9 méame zbytky koeficientit po déleni tfemi (vlevo) a deviti
(vpravo).

Obr. 9: 1458 radki Pascalova trojihelniku. Vlevo zbytky po déleni t¥emi (1; 2),
vpravo po déleni deviti (1; 2; 3; 4; 5; 0; 7; 8)

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Vidime dalsi zajimavé variace na téma Sierpiriského trojihelnik. Tyto
itvary sestrojil pocitac. Mize zkonstruovat i slozitéjsi atvary vyuziva-
jici délitelnosti dalsimi ¢isly. Bude pak generovat stale slozitéjsi sestavy
zobecnénych Sierpiniského trojuhelniki, které jsou zajimavym geomet-
rickym ztvarnénim jednoduchych vét o délitelnosti.

Hanojské véze — mytus, anebo skute¢nost?

Nékde v dzungli jihovychodni Asie stoji tajemny klaster se tfemi vé-
bylo v prvni vézi naskladano na sobé 64 zlatych kotouci od nejvétsiho po
nejmensi. Tamni mnichové prenaseji denné jeden kotouc tak, aby vSechny
kotouce dostali do véze zkazy. Protoze museji pokladat vzidy mensi ko-
touc na véts{, mohou pouzivat véz zivota jako ,mezisklad“. V okamziku,
kdy dostanou v8echny kotouce do véze zkazy, nastane konec svéta. Postu-
povat maji co nejrychleji. Za kazdé ,zbytecné* prodlouzeni lidské exis-
tence (napiiklad pfenesenim jednoho kotoude tam a zpét) zaplati lidstvo
néjakym nestéstim.

Tuto povést daval k lepsimu jeden nejmenovany ¢len francouzské spo-
le¢nosti pro pokrok v prirodnich védach na jejim zasedani v roce 1891.
Matematik Edouard Lucas, ktery byl rovnéz p¥itomen, se mu vysmal.
Tuto bachorku si pry vymyslel on, a to jako reklamu na sviij hlavolam
se 3 koliky a nékolika kotoudi riznych velikosti, ktery nazval Hanojské
véze.

Spole¢nost pak zasedla ke slavnostni vecéefi. Jeden z ¢iSnikt pii Luca-
sové obsluze rozbil nadobi tak nestastné, Ze jeden stfep zasahl matema-
tika do tvare. Zranéni se druhy den zanitilo a Lucas za nékolik dni zemftel.
Okolnosti jeho smrti dodnes nebyly pfesvédéivé vysvétleny. Jedna z verzi
je ponékud désiva: svét dostal jeden den existence navic a Lucas nékolik
dni utrpeni a smrt za pohrdéni legendami.

Reseni hlavolamu Edouarda Lucase krok po kroku

Na obr. [I0] vidime jednu z moznych pozic tohoto hlavolamu se Sesti
kotoudi. Sipky naznacuji tfi mozné legalni kroky, tj. mozna premisténi
mensiho kotouce na vétsi. Ktery krok v této pozici je optimalni, tj. vede
k nejrychlejsimu feseni?

Prvni krok zacina vzdy premisténim nejmensiho kotouce z véze zro-
zeni (startovniho koliku). Je-li pocet kotouc¢t sudy, prvni krok konéi na

vvvvv

zkazy (cilovém koliku). Druhy (a pak kazdy dalsi sudy) krok je v kazdém
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pripadé ,,vynuceny“ — nemame-li opét premistovat nejmensi kotou¢ zpét,
mizeme premfistit jediny dalsi kotou¢, a to jedinym zptisobem. V kaz-
dém dalgim lichém kroku opét premistujeme nejmensi kotou¢. Pokud je
to mozné, ve stejném sméru o stejnou délku, jako v predchozim lichém
kroku, pokud to mozné neni, zménime smér a délku kroku.

véz zrozeni véz Zivota véz zkdzy
(startovni kolik} (odkladaci kolik) (cilovy kolik)

Obr. 10: Hanojské véze se 6 kotoudi (hlavolam matematika Edouarda Lucase)

Celé feseni tak zcela urcuje ,,cyklicky* pohyb nejmensiho kotouce v li-
chych krocich, a to v pripadé sudého poc¢tu kotouci:

startovni — odkladaci — cilovy — startovni ...

v piipadé lichého pocétu kotouct:

startovn{ — cilovy — odkladaci — startovni ...

Tento cyklus funguje bez ohledu na pofadi, v jakém jsou koliky fy-
zicky uspofédén V pozici na obr. tak miZzeme okamzité vyloudit
gipku ¢, nebot pii sudém poctu kotouct konéi optimélni krok nejmensiho
kotoude z cilového koliku na koliku startovnim. Zbyvé rozhodnout, zda
k této pozici vede lichy ¢ sudy pocet kroki, tj. zda je na fadé nejmensi,
anebo vétsi (druhy nejmensi) kotou¢. K tomu miizeme zrekonstruovat
posloupnost krokt vedoucich ze startovni pozice, napfiklad nasledujicim
schématem:

DPro &tenafe znalého modularni aritmetiky poznamenejme, %e pri pofadi kolikt
(,,startovni; odkladaci; cilovy“) = (0;1;2) je pozice K nejmensiho kotoude po jeho
k-tém premisténi dana vztahem K = k mod 3 (pfi sudém pocltu kotouci), resp.
vztahem K = (3 — k) mod 3 (pfi lichém poétu kotoudd). V pozici na obr. je
kmod3 = 2 = (k+ 1) mod 3 = 0, takZe nejmensi kotou¢ z této pozice plijde na
startovni kolik.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Sloupce v jednotlivych zavorkach znaci koliky, ¢isla velikosti kotouéii.
Vinovka znaéi jeden krok. Z tohoto schématu je zfejmé, ze desatym kro-
kem vedoucim do pozice na obr. 10 bylo pfeneseni kotouce ¢. 2 z odklada-
citho na startovni kolik. Na fadé je tedy jedenacty krok — Sesté premisténi
nejmensiho kotouce a Sipka oznacena na obr. 10 pismenem a.

Stavovy prostor hanojskych vézi

Kazda posloupnost legalnich krokt urc¢uje legalni pozici hlavolamu,
je tedy mozné sestrojit tzv. stavovy prostor, tj. mnozinu vSech legalnich
krokt a pozic. Na obr. vidime stavovy prostor pro tfi kotouce, na
obr. pak pro Sest a dvanéct kotouct. Stavovym prostorem pro pocet
kotoucti n — oo je Sierpinského trojuhelnik.

Ze stavovych prostori pro jednotliva n je zifejmé, Ze nejrychlejsi cesta
z prvnifho na tfet{ kolik vede po strané AC trojihelniku ABC. Kazda
,odbocka“ dovnitf trojihelniku znamena zbyteény krok. Na druhou stra-
nu — stavovy prostor obsahuje vSechny legalni stavy i cesty mezi nimi a
umozije tak ,optimalné vyfesit* nejen startovni, ale jakoukoliv (i ne-
optiméalni) legélni pozici.

Rovnéz stavovy prostor obsahuje feseni tlohy pfi libovolném uspoia-
dani koliki na skute¢ném hlavolamu. Z trojuhelniku ABC totiZz miZeme
vy¢ist nejen optimalni cestu z prvniho koliku na tieti (A — C), ale také
cestu opacnou — ze tfetiho koliku na prvni (C' — A). Zbyvajici dvé strany
obsahuji optimélni cesty z prvniho na prostfedni kolik a zpét (A <> B),
resp. z prostfedniho na pravy a zpét (B < C).
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Obr. 12: MozZné pozice hanojskych vézi pro Sest (vlevo) a dvanact (vpravo)
kotouci

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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e

Rekurzivni feSeni hanojskych vézi aneb rozdél a panuj

Toto TeSeni je zaloZeno na velmi jednoduché tvaze. Na cilovy kolik
je tfeba jako prvni umistit nejvétsi kotouc¢. K tomu je ovSsem potieba
n — 1 kotou¢t, které jsou nad nim, néjak prenést na kolik odkladaci
(opét v poradi od nejvétsitho po nejmensi), viz obr. vlevo. Po pre-
neseni nejvétsiho kotouce na cilovy kolik (obr. [L3| uprost¥ed) pak znovu
prenést n — 1 kotouci tentokrat z odkladaciho koliku na cilovy (obr.
vpravo). Pivodni alohu o n kotoudich jsme tak rozdélili na dvé stejné
tlohy s mensim poétem kotouci. Ty feSime stejnym zptsobem. Puvodni
tlohu tak rozdélujeme na stale vétsi pocet stéle jednodussich uloh, které
jednoduse ,,opanujeme* — kazdou nakonec vyfesime presunutim jediného
kotouce.

n—1

Pal

Obr. 13: Rekurzivni feSeni hanojskych vézi

n—1

Tento rekurzivni postup je pro lidsky mozek velmi obtiZny a pro vétsi
pocet kotoucu nerealizovatelny. Clovek nenf schopen drzet v paméti la-
vinovité rostouci pocet tuloh typu ,,étyii kotouce prenes z C na A“. Pro
pamét pocitace je to v8ak hracka. Kratky pseudokdd prislusné rekurzivni
procedury vypadé takto:

Procedura Pienes n {kotouci}; {z koliku} A; {na kolik} B; {odkldidej na kolik} C
KdyZ je n >1, pak

Prenes n-1 {kotouci}; {z koliku} A; {na kolik} C; {odkldidej na kolik} B
Napi$ zpravu ,,prenes kotoué z“ A ,na“ B
Prenes n-1 {kotouci}; {z koliku} C; na kolik B; {odklddej na kolik} A

Pak uz v programu staci jediny fadek — procedura, ve které zaddme
pocet kotouct a koliky v pofadi startovaci, cilovy, odkladaci, tedy napft.
Prenes 6 {kotoucii}; {z koliku} A; {na kolik} B; {odklddej na kolik} C
a program napiSe feSeni po jednotlivych krocich:
prenes kotouc¢ z A na C
prenes kotouc¢ z A na B
prenes kotouc¢ z C na B

prenes kotoué z C na B.
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Poradi kolikii v zépisu procedury Pfenes opét nemusi nijak korespon-
dovat se skuteénym usporadanim kolikd na hlavolamu — kolik A nemusi
byt vlevo, muze byt i uprostied, anebo vpravo; podobné koliky B; C.
Kolik A navic nemusi byt startovni, ale opét libovolny. Zavoldme-li pro-
ceduru ve tvaru Prenes 7; B; A; C, pfenasime sedm kotou¢u z koliku
B na kolik A, odklddame na C, pfitom tyto koliky mohou byt na sku-
te¢ném hlavolamu kdekoliv. Kone¢né — rekurzivni postup nikde a nijak
explicitné nefesi paritu poctu kotouct. Tato otazka se vytesi zcela pfiro-
zené sama paritou potiebné rekurze, kterd nemusi programatora vibec
zajimat.

Rekurzivni algoritmy se pro svoji efektivitu pouzivaji v programator-
ské praxi velmi ¢asto, napfiklad pro nasobeni mnohacifernych ¢initeli
(Karatsuba 1962), uspofadéani fady ¢isel podle velikosti & jmen podle
abecedy (quick sort), v grafickych programech pii vypliiovani oblasti za-
danou barvou (seed fill) apod.

Kdy nastane konec svéta?

Jestlize v navodu pro Sest kotoucu spocitame instrukce, zjistime, Ze
je jich 63 (toto pocitani muZeme samoziejmé rovnéz svéfit pocitaci). Po
nékolika dalsich pokusech s riznym poc¢tem kotouctd mizeme vyslovit
domnénku, Ze pocet preneseni pro n kotoucu je 2" — 1. Dtkaz, ktery
tuto domnénku zméni v matematickou vétu, je hezké a jednoduché cvi-
¢eni na matematickou indukci: Je-li na kolicich jen jeden kotoué, je po-
Cet preneseni 2! — 1 = 1. Pfedpokladejme, 7e pro n kotoudt je tieba
2™ — 1 preneseni. n + 1 kotoucti pak pfeneseme tak, ze nejdi¥ive prene-
seme n kotoud¢i ze startovniho koliku na kolik odkladaci (viz obr.
— to je podle indukéniho predpokladu 2™ — 1 pfeneseni, pak pfeneseme
nejvétsi kotoué ze startovniho koliku na cilovy, a pak opét n kotoucd,
tentokrat z odkladactho na cilovy, tj. dalsich 2 — 1 pFeneseni. Celkem
tak dostavame (2" — 1) + 1 + (2" — 1) = 2"+ — 1 pfeneseni. Pro ta-
jemné mnichy to znamené 264 — 1 = 18446 744 073 709 551 615 pieneseni
a pro lidstvo pravé tolik dnt existence. Pfedstavme si, Ze budeme chtit
pro mnichy vytisknout navod s jednotlivymi instrukcemi, jak disky pie-
naset. Kazda instrukce bude na jednom fadku, na strance dejme tomu
Sedesat radku, tiskarna necht chrli jednu stranku za sekundu. Pak jen
tisk tohoto ndvodu bude trvat témér deset miliard let. Kdybychom zacali
tisknout v okamziku, kdy vznikla naSe Zemé, nebudeme dnes s ndvodem
ani v poloving.
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Zaveér

Mnoho matematickych objevi nese jméno jednoho ¢lovéka. Vétsina
z nich v8ak zrala delsi dobu v hlavach mnoha matematiki. A tak na-
piiklad Eulerovo ¢islo e neni tak docela Eulerovo a Cardanovy vzorce
objevili zfejmé nezavisle na sobé Scipione del Ferro a Nicolo Fontana
zvany Tartaglia. Gaussovu kfivku poprvé sestrojil Abraham de Moivre
piil stoleti pfed Gaussovym narozenim, Pythagorovu vétu znali a pouzi-
vali Babylonané, Indové a Cinané nejméné tisic let pred Pythagorem.

Ani Sierpinského trojihelnik neni v tomto sméru vyjimkou. Uz pul
stoleti pied Sierpinskym si ho nejspis v&iml Edouard Lucas, kdy# pro-
myslel svoje hanojské véZze, a mozna, Zze o ném védél uz Blaise Pascal,
kdyz studoval vlastnosti binomickych koeficienti. Ostatné i jejich uspo-
rfadani do trojuhelniku bylo zndmo indickym a perskym matematiktim
nékolik stoleti pred Pascalem.

Sierpinského trojuhelnik je vSak pfece jen né¢im vyjimeény. Objevuje
se ve znacné prekvapivych souvislostech a diky hanojskym vézim je i
soucasti na prvni pohled désivé, ve skutecnosti vsak az p¥ili§ optimistické
povésti. Cislo 264 — 1 navic vyjadiuje nejen pocet dnti, které ma podle
legendy lidstvo déno ke své existenci, ale i pocet zrn pSenice, ktera zddal
Sissa ben Dahir na indickém krali Sahramovi jako odménu za vynalez
Sachové hry. Nahoda? Na to necht si odpovi kazdy sam.
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