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MATEMATIKA

Priimérna vzdalenost dvou bodi na kruznici

Pavel Pokornyj, VSCHT Praha

Abstrakt. UkéZeme, jak spocitat primérnou vzdalenost dvou ndhodné zvo-
lenych bodi na kruznici. Ale zejména si ukdZeme nastroje a metody, jak lze
podobné ulohy fesit.

Koneény pocet poloh

Bez tjmy na obecnosti mtizeme uvazovat kruznici o poloméru R = 1,
protoze v pfipadé kruznice o poloméru R nas vysledek vynasobime timto
polomérem.
Doporuceni: Dovolujeme si navrhnout cténému étenafi, aby v tuto chvili
prerusil ¢teni tohoto textu a pokusil se nejdiive tlohu vyftesit vlastnimi
silami.

Uvazujme nejdiive maly pocet moznych poloh bodt rovnomérné roz-
misténych na jednotkové kruznici, napt. 4 polohy, viz obrazek.

B

D

Prvni bod lze volit v libovolné poloze, napt. A. Druhy bod se muze
nachéazet v jedné ze ¢tyf poloh (A, B, C nebo D).

Ozna¢me dy pramérnou vzdélenost dvou bodi na jednotkové kruz-
nici, jestlize se body mohou nachazet v N polohach rovnomérné roz-
misténych po kruznici. Pro ¢tyfi polohy snadno dostaneme primeérnou
vzdalenost dy = (0++v/2 +24v/2)/4 = (1+v/2)/2 = 1,207. Nas zajima
dy pro N jdouci k nekone¢nu.
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MATEMATIKA

Vzdalenost dvou bodi, jejichz privodice sviraji tihel ¢ je d = 2sin ¥,
viz obrazek.

Uvazujme N moznych poloh rovnomérné rozmisténych po kruznici.
Ozna¢me je po fadé indexem n = 1,...,N. Pak thel mezi pravodi¢i
jednoho pevného bodu v poloze N a bodu v poloze n je ¢ = n27/N a
jejich vzdélenost je d = 2sin 7. Pak pramérna vzdalenost je

1 N nmw
dy = N;mnﬁ.

To je zobecnéni naseho predchoziho vysledku dy = (1 + 1/2)/2. Nas za-
jima, k ¢emu se blizi dy, kdyz se N blizi k nekone¢nu. To si spo¢itame
nejdiive numericky a z numerického vysledku se pokusime uhadnout
presnou hodnotu. Potom si spoéitame i pfesnou hodnotu analyticky. To
provedeme tak, ze najdeme vztah pro soucet sinu aritmetické posloup-
nosti a budeme uvazovat limitu pro N jdouci k nekone¢nu. A nakonec si
ukazeme pouziti integrélu.

1. Numericky experiment

Zafnéme malym numerickym experimentem. Jednoduchym progra-
mem v jazyku C

#include<stdio.h>
#include<math.h>
int main()

{

int n,N=10000000;
double x,y,a=0;
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for (n=0;n<N;n++) {
x = M_PI*n/(double)N;

y = sin(x);
a +=y;
};

a=2=x*xa/N;
printf ("%10d %.15G %G\n",N,a,a-4/M_PI);
return(0) ;

}
dostaneme hodnotu digr = 1,273239544735. Jazyk C volime proto, Ze
programy v ném napsané bézi velice rychle. Napf. tento program, ktery
provedl 10 miliont vy¢isleni funkce sinus, trval na bézném pocitaci typu
notebook s procesorem Intel Core i7 pouhych 64 ms. Stejny vypocet
podle programu napsaného v jazyce Python trva 25krat déle.

Podivejme se, jak lze z tohoto priblizného numerického vysledku uhad-
nout presnou hodnotu. Poéitacovy algebraicky systém Maple obsahuje
funkci identify, ktera pii zavolani identify(1.273239544735) da vy-
sledek %. V jinych matematickych softwarovych nastrojich jsme po-
dobnou funkci nenasli. Ale poéitacovy algebraicky systém Mathematica
umozhuje spolupraci s umélou inteligenci a vysledkem je také vyraz %.
K tomuto pfesnému vysledku brzo dospé&jeme i my.

2. Soucet sint algebraické posloupnosti

Mezi goniometrickymi funkcemi plati mnoho vztahta. Nékteré z nich
se uci ve Skolach, nékteré se i odvozuji. Dopiejme si dnes ten luxus a
odvod'me si vztah pro soucet sinil aritmetické posloupnosti véetné vSech
pomocnych vztahti, které pti tom budeme potiebovat. Toto provedeme
dvojim zptsobem. Nejdiive bez pouziti komplexnich ¢isel. A potom za
pomoci komplexnich ¢&isel. Podrobnosti uvadime v dodatku. Spole¢ny
ZAVer je

N sin(N§)sin((N +1)%5)
Z sin(na) = Sn(2) .
n=1 2

Nas to zajimé pro o = . Dosazenim dostaneme

1 oonm 2 sin(N5%)sin((N +1)55%)
dy = — 2sin — = — N —~ PICEAE
N ; N N sin( 55 )
_2sin(N+1)5y) 4 3y <in N+1rw
N sin(g%) - sin(5k) N 2)°
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Nyni nas zajimé, kam se blizi dy pro N jdouci do nekonec¢na. Zlomek
5o se blizi nule a vyraz x/sin(z) se pro 2 jdouci k nule blizi k jedné (jak
ukazujeme v dodatku). Déle, zlomek % se bliz{ k jedné, argument sinu
za zlomkem se tedy blizi k 7 a sinus se tedy blizi k jedné. Tim dostavame

vysledek, Ze priimérna vzdalenost dvou bodii na kruznici je rovna

d:*7
™

jak jsme jiz tusili na zakladé naseho numerického experimentu.

3. Pouziti integralu

Kdyz se vratime k nasemu numerickému experimentu, tak je mozné si
uvédomit, Ze soucet hodnot sint lze také ziskat nakreslenim grafu funkce
sinus napf. na milimetrovy papir a pro jednotlivé intervaly argumentu
séitat pocet Ctvereck mezi osou = a grafem funkce. Tedy zjistit plo-
chu pod grafem funkce sinus. A pravé toto je zékladni aplikace urcitého
integralu. Tedy stfedni hodnota vyrazu

2sin hd

pro ¢ € (0,27) je

1 27

d

1 27
2Sin§d<p = — [—4cos f} =

:go 2m 210

1 4
= — (—4cosm — (—4cos0)) = —.
— (~4c030)) = -
Vidime, ze kdyz pouzijeme vySSi teorii, tak je vypocet vétSsinou mnohem
kratsi.

Zavér

Spoéitat plochu pod grafem jednoduché kladné spojité funkce pomoci
urc¢itého integralu, jak jsme si pravé ukazali, je snadné. Nékdy je potieba
stanovit plochu pod grafem naméfené funkce. K tomu Ize dnes pouzit
analogové-digitalni pfevodnik a integral pocitat numericky. Jak se to ale
délalo drive, kdyZ nebyly k dispozici pocitace? Autor ¢estné prohlasuje,
7e se osobné setkal se zam&stnancem Ceskoslovenské akademie véd, ktery
stanovoval plochu pod kfivkou namérenou a zakreslenou liniovym zapi-
sovadem na papir tak, zZe obrazec pod krivkou ntzkami vystiihl a zvazil
na laboratornich vahach. To je dnes jiz neuvéritelné.
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Pfi této prilezitosti 1ze zminit jesté jinou metodu, jak stanovit pri-
mérnou hodnotu funkce sinus. Kdyz nechdme dopadnout tenky dlouhy
predmét, napf. jehlu na papir, na kterém jsou nakreslené rovnobézné
primky velmi blizko sebe, tak pocet pfimek, které ndhodné umisténa
jehla protne, je imérny sinu thlu, ktery svird jehla s pfimkami. Tak
se nabizi néasledujici experiment. Budeme opakované héazet jehlu na pa-
pir s pfimkami a budeme si zapisovat pocet pfimek, které jehla protne.
Pak stfedni hodnota tohoto po¢tu vydélena délkou jehly vyjadiené opét
v po¢tu piimek, je stfedni hodnota funkce | sin z|, coz je % A odtud opé&t
dostaneme stfedni vzdalenost dvou bodi na jednotkové kruznici %.

A nebo naopak, kdyz vime, Ze stfedni hodnota funkce sinus na inter-
valu (0; ) je %, tak tento experiment s jehlou lze pouzit pro netradi¢ni
odhad hodnoty ¢isla .

Alternativné, misto abychom hézeli opakované jednou jehlou, mtizeme
pouzit velké mnozstvi jehel a hodit je najednou.

To je varianta Buffonovy tlohy o jehle, viz napft. [I.

Tuto tulohu, kdy jsme hledali stfedni vzdalenost dvou boda na kruz-
nici 1ze zobecnit na hledani stfedni vzdalenosti dvou bodu na jinych
mnozinach, viz napf. ¢lanek Mean line segment lengthl na wikipedii.

Dodatek
7 tohoto obrazku

B

je vidét, ze plati

sin(a + ) = sina cos B + cos asin 8
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a z grafu funkci sin a cos je vidét, ze plati
sin <x+ g) =cosr a Ccos (er g) = —sinz.

Pri¢tenim 7 k o ve vztahu pro sinus souctu dostaneme

cos(a + ) = cosacos B — sinasin 3
a vynasobenim [ ¢islem —1 dostaneme

cos(aw — 8) = cosacos B + sinasin 3
a ode¢tenim poslednich dvou vztahti dostaneme uzite¢ny vztah

cos(a — ) — cos(a + B) = 2sinasin .

Ten pouzijeme pro odvozeni vztahu pro soucet sinii aritmetické posloup-
nosti. V souctu

cos (%) — cos (3%) + cos (3%) — cos (5%) 4+t

+ cos ((2N - 1)%) — cos ((2N + 1)%)

se kromé prvniho a posledniho ¢lenu v8echny ¢leny vyrusi, tedy plati

i cos ((2n — 1)%) — cos ((2n + 1)%) = cos (%) — cos ((2N + 1)%) .

Zde vsechny rozdily cosinii nahradime sou¢inem sint podle vztahu, ktery
jsme si odvodili vyse, a po vydéleni dvéma dostaneme

N
;Sin (%) sin (na) = sin (N%) sin ((N + 1)%) .

Na levé strané mtzeme ze souctu vytknout vyraz sin § a za podminky,
7e je nenulovy, coz v naSem piipadé plati, jim mtZzeme rovnost vydélit a
dostavame kyzeny vyraz pro soucet sint aritmetické posloupnosti

N ) '
(e — SHNE) sin (N +1)5)
; (ne) = sin(%) .
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Ukazme si jeSté jiny zpusob, jak lze tento vztah odvodit s pouzitim

komplexnich ¢&isel. Pouzijeme imaginarni jednotku ¢, pro kterou plati

i? = —1 a pouZijeme uZiteény vztah

exp(ip) = cosp + isinp
(zapisem exp(x) rozumime e*). Ten ndm dovoli vyjadrit sinus jako ima-
gindrni ¢ast komplexniho ¢isla
sin o = Imexp(ip)

a prevést soucet sinil na soucet geometrické posloupnosti. Proto si nejdiive
pripravime soucet geometrické posloupnosti. Oznaéme

N
S = Z q".
n=1

Vynésobenim ¢éislem ¢ dostaneme

N+1

5= 30
n=2
Odectenim dostaneme
(@—=1)8=q""" —q.
Za podminky ¢ # 1 mtZeme vydélit vyrazem (¢ — 1) a dostaneme
-1
g—1"
Nyni napiSeme soucet sint jako imaginarni ¢ast sou¢tu geometrické po-

sloupnosti s kvocientem g = exp(ia), tu se¢teme pravé odvozenym vzta-
hem a z vysledku uréime imaginarni ¢ast s pouzitim vztahu

exp(ip) — exp(—ip) = 2isin p.
Tedy

N N
Z sin(na) = Im Z exp(ina) =
n=1 n=1

exp(iNa) —1
exp(ia) —1

N N
=Im) ¢" =Im ¢* —1 :
= q _mqqi1 =Im exp(ia)
n=1
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i exp(io) SPUNE) (2(NS) — exp(-iN5))

o
2
2isin (V& sin (N$)sin ((V+1)%
=1Im eXp(i(N—Fl)%) ( 2) ( 2) (( )2)
To bylo tedy odvozeni sou¢tu sinti aritmetické posloupnosti pomoci
komplexnich ¢isel. Dostali jsme stejny vysledek jako v predchozim odvo-
zeni.
A jesté si ukaZeme, Ze pro x bliZici se k nule, se vyraz =— blizi k jedné.
K tomu nam poslouzi tento obrazek

s jednotkovou kruznici, malym thlem z, trojihelnikem OAB s plochou
Poap = 3 cosxsinz,
kruhovou vyse¢i OC'B s plochou
1
Pocp = PR
a trojihelnikem OCD s plochou
1
Pocp = 3 tg .
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Porovnanim ploch téchto ti{ Gtvart dostaneme

Poap < Pocs < Pocp,

1 —_ 1 < 1t
= in = =
gcoszsinz < ox < otgr,

sinx

cosrsine < x < ,
cosx

1
sinz  cosz’

cosT <

Pro x jdouci k nule, se prvni i t¥eti vyraz blizi k jedné, proto se k jedné
blizi i vyraz ;2— a také vyraz S”# Pro predstavu je uzite¢né nacrtnout
si graf funkce y = % viz nasledujici obrazek. Pro z = 0 tento zlomek
neni definovan, ale pro x blizici se k nule se blizi k jedné. Nabizi se tedy

tuto funkei v nule dodefinovat jednic¢kou.

__ sin(z)

-0.5 ‘
—10 -5 0 5 10
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