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Franklova hypotéza

Jakub Konarik, Jakub Teska

Abstrakt. V ¢lanku se seznamime s Franklovou hypotézou, kterd rika, ze vsechny konecné sys-
témy mnozin uzaviené na sjednoceni obsahuji prvek, ktery patii alespon do poloviny vsech
mnozin v systému. Rozebereme predpoklady hypotézy, zdkladni poznatky, ekvivalentni for-
mulace, vybrané zndmé ¢astecné vysledky a vysledky tykajici se malych systémt mnozin.

1. Hypotéza o mnozinovych systémech uzavienych na sjednoceni

Hypotéza o mnozinovych systémech uzavienych na sjednoceni je obecné pripisovana
Péteru Franklovi [8], ktery ji poprvé zminil v roce 1979, ale Balla, Bollobds a Eccles [2]
pisi, ze hypotéza je starsi a byla zndma jiz v roce 1970. Timothy Gowers ji oznacil za
jeden z nejznameéjsich otevrenych problémi v kombinatorice, ktery se zda byt snadny,
dokud se jej ¢lovék nepokusi vyresit. Detailni historicky a matematicky popis hypotézy
lze nalézt v Bruhnové a Schaudtové prehledovém ¢lanku [5].

Systémem mnoZin rozumime mnozinu mnozin, tj. zddnd mnozina se v systému
neopakuje. V ¢lanku budeme systémy mnozin znacit pismeny F, G, H, ..., jednotlivé
mnoziny budou A, B, C, ... a prvky mnozin z, ¥, z, ... O systému mnozin F fekneme,
ze je uzavreny na sjednocent, pokud pro kazdé dvé mnoziny A, B € F jejich sjednoceni
AU B také lezi v F. Hypotéza o uzavienych mnozinovych systémech zni nasledovné.

Hypotéza 1. V kazdém konecném systému mnozin F # {0} uzavreném na sjedno-
ceni existuje prvek, ktery je obsazen alespon v poloviné vsech mnozin systému JF.

Nékdy je mozné se setkat s trochu odlisnou verzi této hypotézy, kterd navic predpo-
klad4, ze mnozinovy systém neobsahuje prazdnou mnozinu, a tvrdi, Ze existuje prvek,
ktery je obsaZzen ve vice nez poloviné vsech mnozin systému F. Obé verze jsou ekvi-
valentni.

2. Predpoklady hypotézy

Ukéazeme, ze kazdy z predpokladt hypotézy je nezbytny. Pro jednoduchost o prvku a
fekneme, ze je dobry, pokud je obsazen alespon v poloviné vsech mnozin.

Zacneme s predpokladem konecnosti systému. Hypotéza neplati pro nekonecné
systémy, coz ukédzal napiiklad Poonen [20]. UvaZzujme mnozinovy systém obsahujici
mnoziny {n, n + 1, n + 2, ...} pro vSechna n € N, viz obrdzek 1. Tento systém
je uzavieny na sjednoceni, obsahuje nekone¢né mnoho mnozin, ale kazdy prvek je
obsazen pouze v kone¢né mnoha mnozinach.

Be. JAKUB KONARIK, RNDr. JAKUB TESKA, Ph.D., Fakulta aplikovanych véd, Zapado-
Ceskd univerzita v Plzni, Univerzitni 8, 301 00 Plzen, e-mail: konarikj@students.zcu.cz,
teska@kma.zcu.cz
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{1, 2,3, 4,5,..}
{2, 3, 4, 5,..}
(3, 4, 5,..}
5,...}

{4, 5,..

Obr. 1. Nekonecny systém mnozin neobsahujici dobry prvek

Dalsi predpoklad je uzavienost systému na sjednoceni. Na obrazku 2 jsou dva
konecné systémy, které nejsou uzaviené na sjednoceni a neobsahuji zadny dobry prvek.

23 {}1i2’3’}4g )
1) {23 13 1,2} {2,3) {3,4
W 2} o)

Obr. 2. Dva koneéné systémy, které nejsou uzavrené na sjednoceni a neobsahuji dobry prvek

V pripadé F = {0} je zfejmé, Ze mnozina vSech prvki je prazdnd a tedy nemtze
existovat dobry prvek.

Pokud bychom povolili duplicitni mnoziny v systému, dobry prvek jiz nemusi exis-
tovat. Na obrazku 3 je systém obsahujici vSechny podmnoziny mnoziny {1, 2, 3}, kde
jsou vsechny jednoprvkové mnoziny zduplikovany. Snadno lze ovérit, ze systém je uza-
vieny na sjednoceni a zadny prvek neni dobry.

{1,2,3}
{1,2} {2,3} {1,3}
{1} {1} {2}0){2} {3} {3}

Obr. 3. Konecny systém s duplicitnimi mnozinami, ktery neobsahuje dobry prvek

3. Zakladni vlastnosti

Pokud je Franklova hypotéza pravdivé, pak konstanta 1/2 je nejlepsi moznd. Napri-
klad systém F vsech podmnozin jisté koneéné mnoziny A je uzavieny na sjednoceni
a zaroven kazdy prvek mmnoziny A je presné v jedné poloviné vSech mnozin z F.
Kazdy systém F uzavieny na sjednoceni obsahuje také sjednoceni vSech mnozin,
tj. mnozinu | J 4. » A. Budeme ji nazyvat nejvétsi mnoZina a znacit U(F).
Nésledujici pozorovani, poprvé zminéné Renaudem a Sarvatem [22], se tykd sys-
tému obsahujicich malé mnoziny, konkrétné jednoprvkové a dvouprvkové mnoziny.

Pozorovani 2. Necht F je konecny systém mnozin uzavieny na sjednoceni. Pokud
F obsahuje mnozinu {a}, potom prvek a je dobry v F. Pokud F obsahuje mnozZinu
{a, b}, potom alespori jeden z prvkii a, b je dobry v F.
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Dukaz. Necht F je koneény systém mnozin uzavieny na sjednoceni a {a} € F. Uva-
zujme libovolnou mnozinu A € F. Pak bud a € A, nebo a ¢ A. Ve druhém piipadé
z uzavienosti na sjednoceni plyne, ze F obsahuje mnozinu {a} U A. Proto v F je ale-
spon tolik mnozin obsahujicich prvek a jako mnozin dany prvek neobsahujicich. Proto
je a dobry v F.

Ve druhém piipadé F obsahuje dvouprvkovou mnozinu {a, b}. Oznacme F, ; sys-
tém vSech mnozin z F, které obsahuji prvky a i b. Podobné F, a F;, budou systémy
mnozin z F, které obsahuji pravé jeden z prvki a, b. Koneéné F_ bude tvoren mnozi-
nami z F, které neobsahuji a ani b. Bez Gjmy na obecnosti mtzeme predpokladat, ze
|Fa| 2 |Fp|. Vezmeme-li libovolnou mnozinu A € F_, pak z uzavienosti na sjednoceni
plyne, Ze F obsahuje {a, b} U A, kterd ndlezi do F, . Tedy |Fy | = |F-|. Potom ale
|Fap UFa| 2 |Fp UF_], tedy prvek a je alespon v poloviné vSech mnozin a tudiz je
dobry v F. 0

Bohuzel podobné tvrzeni uz neplati pro mnoziny velikosti 3. To ukazali Renaud
a Sarvate [22], kdyZ nasli koneény systém mnozin F uzavieny na sjednoceni, ktery
obsahuje mnozinu {1, 2, 3}, ale ani jeden z prvku 1, 2, 3 neni dobry v F. Uvedeme
podobnou jednodussi konstrukei od Poonena [20]. Pro snazs$i pochopeni popiseme sys-
tém mnozin F€, jehoz prvky jsou komplementy mnozin z F. Lze snadno ukazat, ze
F je uzavreny na sjednoceni pravé tehdy, kdyz F¢ je uzavieny na prunik, a ze prvek je
dobry v F, pravé kdyz je Spatny (tj. neni dobry) v F¢; podrobné&jsi vysvétleni uvedeme
v nasledujici kapitole. Systém F€ je znazornén na obrazku 4. Ukazeme, ze je uzavieny
na prunik a kazdy z prvki 1, 2, 3 je dobry v F¢, coz znamend, ze jde o Spatné prvky
v F.

{1,2,3,4,5,6,7,8,9}

{4,5,6,7,8,9}
{1,2,3,4} {2,3,4}
{1,2,3} {1,2,3,5}  {2,3,5}

L2} 2,3 (1,3} {1236}  {1,3,6}
1Y {9 13 {1,2,3,7}  {1,3,7}

{1} {@} 3} S
{1239 (1459

{4} {5} {6} {7} {8} {9}

Obr. 4. Systém F°¢ uzavieny na prunik, ve kterém je dobry kazdy prvek mnoziny {1, 2, 3}

Pozorovani 3. Systém mnozin F€ je uzavieny na prunik a kazdy z prvka mnoziny
{1, 2, 3} je dobry v F¢.

Dikaz. Systém obsahuje vSechny podmnoziny mnoziny {1, 2, 3}. Prunik libovolnych

dvou mnozin, které jsou tiiprvkové nebo ¢tytprvkové a jedna neni podmnozinou druhé,
je néjaka podmnozina mnoziny {1, 2, 3}. Prunik jediné Sestiprvkové mnoziny s libovol-
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nou podmnozinou mnoziny {1, 2, 3} je vzdy prazdny a prunik Sestiprvkové mnozZiny
s libovolnou ¢tyrprvkovou nebo tfiprvkovou mnozinou v F¢ je vzdy jednoprvkova
mnozina, ktera je urcité v F¢. Takze F°¢ je uzavieny na prunik. Navic kazdy z prvka
mnoziny {1, 2, 3} pati{ do 15 z celkového poctu 28 mnozin v systému a tedy je dobry.
O
Dalsi jednoduché pozorovani se tyka mnozinovych systému, které nemuseji byt uza-
viené na sjednoceni. Pokud je prameérna velikost mnoziny alespon polovinou velikosti
nejveétsi mnoziny, pak systém obsahuje dobry prvek.

Pozorovani 4. Pokud systém mnozin F spliuje

1 1
=Y Al Z U (F) ],
Fl i 2
pak obsahuje dobry prvek.

[U(F)]
2

Drikaz. Primérna velikost mnoziny je alespon

v systému F je alespon |F]| - WAL protoze systém obsahuje |U(F)| prvki, z Dirichle-

2
tova principu plyne, ze alespon jeden z prvki je obsazen v alespon @ mnozinach F,

a tedy je dobry. O

, takze pocet vyskytu vSech prvki

4. Ekvivalentni formulace hypotézy

V této kapitole se budeme zabyvat tremi ekvivalentnimi formulacemi Franklovy hypo-
tézy. Skutecnosti, ze sjednoceni a pruniky maji dudlni vlastnosti, lze vyuzit k formulaci
hypotézy pro systémy uzaviené na prunik.

Hypotéza 5. Kazdy konecny systém mnozin uzavreny na prunik obsahuje prvek,
ktery je nejvyse v poloviné vSech mnozin v systému.

Pozorovani 6. Hypotéza 5 je ekvivalentni s hypotézou 1.

Diikaz. Necht F je systém mnozin s nejvétsi mnozinou U (F). Jeho komplementem je
systém F¢ = {U(F)\ A: A € F}.

Necht A, B jsou mnoziny systému F. Pak mnoziny U(F) \ A a U(F) \ B jsou
obé v F¢. Pokud F je uzavieny na sjednoceni, pak A U B € F, a tedy mnozZina
U(F)\ (AU B) patii do F¢. Ale to je presné prunik (U(F)\ A) N (U(F) \ B).

Déle ukazeme, ze pokud F ma dobry prvek, potom F¢ méa Spatny prvek. Pred-
pokladejme, ze prvek a je obsazen v alespon poloviné vSech mnozin v F. Pro kazdou
mnozinu A € F plati a € A, préavé kdyz a € U(F) \ A. Tedy a je v maximdlné poloviné
vSech mnozin v F¢ a je proto spatny v F°. 0

Priklad systému uzavieného na sjednoceni a jeho komplementu uzavieného na
prunik je na obrazku 5.

Jind ekvivalentni formulace hypotézy je v Tec¢i konecénych svazi. I tato formulace
je nasnadé, protoze systém mmnozin usporadany inkluzi tvori ¢astecné usporadanou
mnozinu. Rekneme, ze prvek x svazu L je ireducibilni, pokud 2 = a Vb pro libovolnou
dvojici a, b € L implikuje z = a nebo =z = b.
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{1,2,3,4} {1,2,3,4}
{1,2,3}.{2,3,4}, {1,2,4} {1,3,4}, {2,3,4}
{1,2}.{1,3}.{2,3} {1,4}.{2,4}.{3,4}
{1}, {2} {1}, {3} {4}
0 0

Obr. 5. Vlevo systém uzavieny na sjednoceni, vpravo k nému komplementarni systém uza-
vieny na prunik

Hypotéza 7. Necht (L, <) je konecny svaz s alespori dvéma prvky. Potom v ném
existuje ireducibilni prvek a € L takovy, Ze alespon polovina vsech prvku svazu L je
vétsi nez a.

Diikaz ekvivalence této hypotézy s Franklovou hypotézou lze nalézt v [5].

Hypotézu o systémech uzavrenych na sjednoceni lze také formulovat pomoci ma-
ximéalnich nezavislych mnozin v bipartitnich grafech. Nezdvisld mnozina grafu G je
podmnozina vrcholi grafu takova, ze zadné dva jeji vrcholy nejsou spojeny hranou
v G. Nezavisld mnozina je mazimdalni, pokud do ni nelze pridat zadny vrchol tak, aby
zustala nezavisla.

Hypotéza 8. Necht G je bipartitni graf s alespon jednou hranou. Potom obé c¢asti
bipartitniho grafu obsahuji vrchol, ktery je nejvyse v poloviné maximalnich nezavislych
mnozin grafu G.

Tuto formulaci objevili Bruhn, Charbit, Schaudt a Telle [4]. Dokézali jeji ekviva-
lenci s Franklovou hypotézou a ovérili pravdivost hypotézy pro bipartitni chordalni
grafy a také pro subkubické bipartitni grafy.

5. Dilé¢i vysledky

V roce 2022 Gilmer [9] dokdzal prulomovy vysledek nalezenim konstantniho dolniho
odhadu pro hypotézu o systémech uzavienych na sjednoceni.

Véta 9. V kazdém konecném systému F # {0} uzavieném na sjednoceni existuje
prvek, ktery je obsazen v alespori 1 % vsech mnozin z F.

Ve své praci poznamenal, Ze vysledek by mozna slo vylepsit az na % ~ 38 %.
Nedlouho poté tuto domnénku nezdvisle na sobé dokdzali Alweiss, Huang a Selke [1],
Chase a Lovett [10] a Sawin [23].

Véta 10. V kazdém konecném systému F # {0} uzavieném na sjednoceni existuje

3—5
2

Tento dolni odhad nésledné Cambie [6] jesté vylepsil zhruba o 0,038 %. Pokud je
Ctenartm cislo 3_2‘/5 ~ 38 % povédomé, neni to ndhoda. Je to totiz presné 1 — 1/¢p,
kde ¢ je hodnota zlatého rezu.

Dalsi dil¢i vysledky jsou inspirovany pozorovanimi pro jednoprvkové a dvouprv-
kové mnoziny. Zavedeme tzv. franklovsky tplné systémy, jejichz pritomnost ve vétsim
systému implikuje existenci dobrého prvku.

~ 38 % vsSech mnozin z F.

prvek, ktery je obsazen v alespori
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Definice 11. Systém uzavieny na sjednoceni F. je franklovsky uplny, pokud pro
kazdy konecny systém F O F. uzavieny na sjednoceni je néjaky prvek z F. dobry
v F.

Poonen nalezl nutnou a postacujici podminku pro franklovsky tuplné systémy,
viz [20]. A také dokdzal, ze tii t¥iprvkové podmnoziny étyfprvkové mnoziny tvorf
franklovsky tplny systém. Vaughan [24] déle rozsitil Pooneniv vysledek. Napiiklad
dokéazal, ze vSech pét ctyrprvkovych podmnozin pétiprvkové mnoziny nebo libovol-
nych deset ¢tyrprvkovych podmnozin Sestiprvkové mnoziny tvori franklovsky tuplny
systém.

Nésledné v roce 2007 Morris [18] nalezl kompletn{ charakterizaci vSech franklovsky
uplnych systémii s 5 prvky. Navic prisel s dalsimi subsystémy, ktery generuji fran-
klovsky tplné systémy. V nésledujici vété uvedeme tii takové subsystémy. Dalsi jsou
popsany v [18].

Véta 12. Hypotéza o systémech uzavienych na sjednoceni je pravdiva pro kazdy
konecny systém F uzavreny na sjednoceni, pokud spliuje alespon jednu z nasledujicich
podminek:

e F obsahuje alespon tri triprvkové podmnoziny pétiprvkové mnoziny.
e F obsahuje alespoii ¢tyri triprvkové podmnoziny Sestiprvkové mnoziny.
e J obsahuje alespoii osm c¢tyrprvkovych podmnozin Sestiprvkové mnoziny.

Marié¢, Vuckovié a Zivkovié [16] neddvno nagli iiplnou charakterizaci franklovsky
tplnych systému s maximalné 6 prvky.

6. Malé systémy mnozin

V této ¢asti se zamérime na systémy mnozin, kde velikost nejvétsi mnoziny je omezena
néjakou konstantou. Muzeme pak formulovat slabsi hypotézu nésledovné.

Hypotéza 13. Necht n € N. Pak kazdy konecny systém mnozin F # {0} uza-
vreny na sjednoceni takovy, ze |U(F)| < n, obsahuje prvek, ktery je obsazen alespoii
v poloviné vsech mnozin.

Bohuzel dokézat tuto hypotézu i pro mald n za pomoci pocitace je velice tézké.
Za pouziti ,hrubé sily“, neboli prochazeni vSech moznosti, to jde pouze pro velmi
mald n. Duvod je ten, Ze m-prvkovd mnozina ma 2" ruznych podmnozin, coz jsou
mnoziny, které se mohou objevit v systému F. A tedy existuje 22" rtznych systému
obsahujicich tyto mnoziny. Tato funkce roste neuvéritelné rychle. Napriklad jen pro
n = 10 je pocet rtznych systémil s deseti prvky zhruba 1,8 - 103%%, coz uz je prilis
mnoho na prochéazeni kazdého z nich.

V roce 1992 Poonen [20] potvrdil pravdivost hypotézy pro systémy s nejvétsi mno-
Zinou velikosti nejvyse 7. Lo Faro [15] vylepsil jeho vysledek na 9. Dalsich vylepseni
pro n = 10, 11 a 12 ndsledné doséhli Markovi¢ [17], Bosnjak a Markovié¢ [3], Vuckovié
a Zivkovié [25]. Nam se podaiilo dokdzat, Ze Franklova hypotéza plati pro vSechny
systémy uzaviené na sjednoceni, kde velikost nejvétsi mnoziny je nejvyse 14.
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V kréatkosti popiseme nas pristup k problému a zakladni myslenku dikazu. Nejprve
jsme hypotézu prevedli na problém linedrniho programovani, a pak k feseni tulohy
pouzili pocitac.

Linedarni programovani je optimaliza¢ni problém nalezeni minima linearni funkce
ur¢itého poctu proménnych na mnoziné popsané soustavou linearnich nerovnic.

Definice 14. Necht A € R™*" b € R™ a ¢ € R”. Hleddni minima funkce x - cTx,
x € R", vzhledem k nerovnicim Ax = b a x = 0, se nazyva problém linedrniho
programovani (LP). Zkrdcené piSeme

min cTx, xeR",
Ax = b,
x = 0.

Funkce cTx se nazyva tcelovd funkce a vektor x = 0 vyhovujici nerovnicim Ax > b
se nazyva pripustné reseni. Nejpouzivanéjsim algoritmem na reseni LP je tzv. simple-
xovy algoritmus, ktery je obecné velmi rychly a efektivni. Ale v nékterych patologic-
kych pripadech nemusi byt polynomidlni. Elipsoidovy algoritmus, objeveny pozdéji,
vzdy bézi v polynomidlnim case. Vice o problému LP lze nalézt v [11].

Pro ekvivalentni formulaci Franklovy hypotézy vsak potrebujeme celociselné li-
nearni programovani, kde proménné nejsou redlné, ale celociselné.

Definice 15. Necht A € R™*" b € R™ a ¢ € R”. Hleddni minima funkce x - cTx,
x € Z"™, vzhledem k nerovnicim Ax = b a x = 0, se nazyva problém celociselného
linedrniho programovdni (ILP, z anglického integer linear programming). Zkrécené
piseme

min c'x, xe€Z",

Ax 2 b,
x 2 0.

O problému celo¢iselného linedarniho programovani ILP je znamo, ze je NP-tézky.
To znamend, Ze neni zndm zadny efektivni{ (polynomidlni) algoritmus feSeni. Mys-
lenka prevodu Franklovy hypotézy s nejvétsi mnozinou velikosti n na problém ILP je
nasledujici.

Oznacme nejvétsi mnozinu U = {1, 2, 3, ..., n} a mnozinu vSech jejich podmno-
zin P(U). Pro kazdou mnozinu A € P(U) zavedeme bindrni proménou x4. Pokud
bude x4 = 1, znamena to, ze mnozina A patii do systému F, zatimco pro x4 = 0 do
néj nepatii. Uzavienost systému na sjednoceni pak popisuji nerovnosti

zaup+12za+2p, A BeP(U).

Pokud totiz x4 =1 a xp = 1, pak zaup + 1 = 2 implikuje x4, = 1. Déle zavedeme
novou promeénnou a, kterd bude reprezentovat cetnost nejcastéjsiho prvku v systému;
to zajistime soustavou nerovnosti

a = Z x4, 1€U,
A:i€A
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kde ) 4. ;c4 T4 odpovidd poctu vech mnozin A obsahujici prvek . Tedy hodnota a
je vétsi nebo rovna poctu vyskyta kazdého prvku v systému. Pres tuto proménnou ale
budeme minimalizovat, takze bude skutecné rovna poctu vyskyt nejcastéjstho prvku
v systému. Piesnéji budeme minimalizovat vyraz

AeP(U)

tj. od proménné a jesté odecteme polovinu poctu vSech mnozin obsazenych v systému.

Tento vyraz je nezdporny, pokud se v systému nachdazi prvek, ktery je obsaZen v alespon
) b

poloviné vsech mnozin, a naopak zaporny, pokud v systému takovy prvek neexistuje.

Problém 1. Necht U ={1,2,...,n} pro dané n. Uvazujme nasledujici dlohu ILP:
Proménné: x4 €{0,1}, Ae P(U),
a € Z.

Nerovnice: Taup+12za+2p, A BePU),

az Z x4, 1€U.
A:i€A

Minimalizuj: a— = TA.

Franklova hypotéza plati pro dané n pravé tehdy, kdyz tento problém mé& nezdporné
optimalni feseni. Jak jsme ale zminili dfive, problém celociselného programovani je
NP-tézky, takze pomoci pocitace prakticky nefesitelny pro vétsi ilohy. Otestovali jsme,
Ze pocita¢ byl schopny vyftesit tlohu pouze pro n = 9; pro vétsi n uz by to trvalo
prilis dlouho. V dtkazu Franklovy hypotézy pro n = 14 jsme museli dany problém
modifikovat a misto celo¢iselnych proménnych jsme vzali redlné proménné.

Problém 2. Necht U ={1,2,...,n} pro dané n. Uvazujme néasledujici tlohu LP:
Proménné: x4 €10,1], A€ P(U),
a € R.

Nerovnice: Taup+12za+ap, A BePU),

az Z x4, 1€U.
A:i€A

Minimalizuj: a— = TA.

Pokud tento problém ma nezdporné optimélni feseni, tj. nezdporné minimum uce-
lové funkce, potom musi mit i ptivodni celoc¢iselny problém nezaporné optimalni fesenti,
protoze mnozina pripustnych reseni celo¢iselného problému je podmnozinou reseni mo-
difikovaného problému. Problém 2 sice neni ekvivalentni s Franklovou hypotézou, ale
porad plati, ze pokud je minimum tcelové funkce nezdporné, pak existuje dobry pr-
vek. Bohuzel takto definovany problém méa minimum z tcelové funkce zaporné, ale na
druhou stranu pocita¢ umi nalézt optimalni feseni velice rychle i pro n = 14. Takze
nejtézsi prace byla dosahnout nezdporného minima tcelové funkce. To se nakonec po-
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dafilo priddnim novych nerovnic (které jsou splnéné v kazdém systému uzavieném
na sjednoceni, tj. nezdporné minimum vysledného problému stéle implikuje existenci
dobrého prvku) a rozdélenim hypotézy na velké mnozstvi dil¢ich pripadu, pro které uz
vyslo minimum ucelové funkce nezaporné. To nakonec stacilo k dukazu platnosti Fran-
klovy hypotézy pro n = 14, pricemz vypocet na bézném pocitaci trval cca 1 tyden.
(Odhadujeme, zZe s dostatetné vykonnym vypocetnim serverem by mohl byt zvlad-
nutelny i ptipad n = 15.) Vice podrobnosti o dikazu a metoddch bude uverejnéno
v pripravovaném c¢lanku.

Podékovani. Clinek vychazi ze spoleéného vyzkumu s Janou Chrastinovou
a Adamem Kabelou, text je inspirovan ivodem bakalaiské prace Jakuba Konaifika [13].
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