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POZNAMKA K DELENI NULOU

RUZENA BLAZKOVA

Cislo nula mé4 v matematice zvlastni postaveni. Zavadi se jako
pocet prvkil prazdné mnoziny nebo pomoci odéitani dvou stejnych
¢isel. Je to celé ¢islo, neni to ¢islo kladné ani zdporné. Pro operaci
s¢itdni mé vyznam prvku neutrdlniho (¢ + 0 = 0 + a = a), pro
operaci odéitani tuto vlastnost nemé (a — 0 # 0 — a). Pro operaci
nésobeni ma vyznam prvku agresivnfho (a -0 = 0-a = 0). P
déleni, pokud je délenec nula, délitel ¢islo rizné od nuly, pak podil
je nula. Jaka je situace, kdyz délenec je ¢islo rtizné od nuly a délitel
je nula?

P1i zdtivodnovani skutec¢nosti, ze nulou nelze délit, se mizeme
setkat s riznymi tzv. ,mnemotechnickymi pomtiickami*, napt.

e Nulou se nedéli ani v nedéli.

e Mam pét jablek a mam je rozdélit mezi 0 déti, jak to udélam?
Tento postup navozuje predstavu 5 : 0 = 5, protoze zaci maji
stale konkrétni predstavu péti jablek.

e Nula je moc tlusté, do zadného cisla se nevejde. Proto se ji
neda délit. Ale vejde se sama do sebe, tak 0: 0= 1.

Tato réeni vSak nemaji zddnou didaktickou hodnotu, nebot pod-
statu déleni nulou neobjasnuji a jsou pro zaky spiSe zavadéjici, to
posledni dokonce chybné.

Na internetu lze nalézt mnoho zdtivodnéni nejriiznéjsi tirovneé.
Avsak jak problém zdivodnit zaktm, ktefi maji potfebu zjistit,
pro¢ se neda délit nulou, prostfedky jim pfistupnymi?

Vyuka matematiky na zékladni skole predpoklada, ze zakam
se budou predkladat matematické poznatky didakticky transfor-
mované tak, aby jim Zaci na urc¢itém stupni zédkladni skoly poro-
zuméli, avsak aby didaktickd transformace byla v souladu s ma-
tematikou odbornou, aby se v budoucnu nemusely pojmy ,pie-
ucovat® nebo aby se pojmy nemusely budovat znovu. Ve skolské
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matematice existuje nékolik oblasti, kdy se této tezi ponékud zpro-
nevérujeme. Mezi tyto oblasti patii také déleni ¢islem nula.

Pti zdtvodnovani, pro¢ nelze délit nulou, neni pfili§ vhodné
vyuzivat redlnych situaci, ale vhodnéjsi je obratit se na osvédcéenou
matematiku. Na kazdém stupni skolni dochazky mame k dispozici
rozdilny matematicky aparat a ten mizeme vyuzit.

Na prvnim stupni zakladni skoly, zpravidla ve tfetim ro¢niku,
se zaci pii vyuce nasobeni a déleni setkavaji s délenim nulou po-
prvé. Zpravidla se dozvédi fakt, ze nulou nelze délit, ale Casto jiz
bez jakéhokoliv rozumného zdtivodnéni. Potom se objevuji chyby
typu b5 :0=20,5:0 = 5.V tomto pfipadé je vhodné vyuzit
zkousku spravnosti pti déleni a umoznit tak zaktm, aby si pozna-
tek vytvorili sami. Na otazku, kolik je napf. 5 : 0, zaci nejcastéji
odpovi bud 0 nebo 5. Jestlize provedeme zkousku spravnosti pro
déleni, pak by muselo platit: 0 - 0 = 5, nebo v druhém piipadé
5.0 = 5. Toto vsak neplati.

Z4ci mohou navrhovat dalsi a dalsi éisla jako podil a vizdy po-
znavaji, Ze neni mozné pro zvoleny podil provést Gspésné zkousku
spravnosti. Timto postupem je miZeme privést k tomu, Ze nena-
jdeme zadné ¢islo, pro které bychom po déleni nulou mohli provést
zkousku spravnosti aspésné. Obecné, kdyby pro nenulové ¢islo a
platilo a : 0 = z, pak by zkouska spravnosti -0 = a pro a # 0
byla nesmyslné.

V sedmém roc¢niku, kdy zéaci umi délit ¢islo zlomkem, mtizeme
uvést dalsi zdivodnéni. Na druhém stupni zakladni skoly mtizeme
vyuzit funkéniho mysleni. Zaci sleduji, jak se méni podil v zé-
vislosti na zménach délitele, v pfipadé€, ze délenec je konstantni.
Vhodné je vybrat cislo, které ma vice déliteld, napi. 36. Postupné
uvadime priklady:

36:36=1 36:9=4 36:2=18
36:18=2 36:4=9 36:1=236
36:12=3 36:3 =12 36:6=6
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1 1
36:%:72 m:36000
36:13108 36:W36000000
0= 360 36 : 1000000000 — 36 000 000 000
1
100 = 3600

Kdyz budeme délitele dale zmensovat, podil se bude zvétsovat,
¢im blize bude délitel k nule, tim bude podil vétsi.

K ilustraci je také mozné vyuzit grafu nepfimé timérnosti. Graf
funkce y = % pro x > 0 nazorné piiblizuje proces pfiblizovani se
hyperboly k asymptotam, jestlize x neustale klesa, blizi se k nule,
y roste nade vSechny meze.

Na stfedni nebo vysoké skole se studenti setkaji s pojmem

limita a zpravidla neni pro né problém pochopit, ze lir% % — 00.
n—

Zaci se tak dostavaji k pojmu nekone¢no. Zakém a studen-
tim je mozné doporucit publikaci Seife (2005), ze které se dozvi,
jaky je ptvod nuly, jaké postaveni méla v riznych numerac¢nich
soustavach a mnoho dalSich informaci, naptiklad vztah nuly a ne-
konec¢na.

Nula a nekonecno se navzdjem vZdycky podezrele podo-
baji. At nulu ndsobime ¢imkoli, dostaneme opét nulu.
Vyndsobime-li ¢imkoliv nekonecno, bude vysledkem za-
se nekonecno. Délent ¢isla nulou davd nekonecno; déle-
ni ¢isla nekonecnem vede k nule. Prictenim nuly k ne-
konecné malé veliciné zistdva nekonecné mald velicina
nezmeénéna. Prictenim cisla k nekonecnu se zase nijak
nezmeént toto nekonecno. UZ od doby renesance byly
tyto podobnosti zreymé, ale matematikové museli ce-
kat aZ do konce Francouzské revoluce, neZ klubko zd-
had velkého tajemstvi nuly koneéné rozmotali (Seife,
2005, s. 152).
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Dale je vhodné zaktim a studentiim doporucit k prostudovani
kapitolu o nekone¢nu z publikace Kufina a Vondrova (2022). Mimo
jiné se zde mohou sezndmit s dvéma podobami nekonecna, neko-
neénem potencidlnim a nekoneénem aktualnim.

Je zndmo, e uZ Stari Rekové védéli, Ze prirozenyjch &i-
sel1,2,3,...,n,... je nekonecné mnoho. Oviem tento
fakt muzZeme nahlizet dvéma zpusoby, jak viystizné po-
pisuje Eduard Fuchs.

Déle autofi uvadéji citaci E. Fuchse (1999, s. 105):

Budeme-li postupné psdt prirozend cisla, nikdy je ne-
vypiseme vsechna. Za kazZdym cislem ndasleduje dalsi,
jakoukoliv predem stanovenou mez drive nebo pozdéji
prekrocime. Takto chdpané nekonecno popisujici pro-
ces, ktery nikdy nekonci, mez, které nikdy nedosdh-
neme, to je tzv. potencidlni nekonecno.

My dnes vsak, pod vlivem vyvoje, ktery trvad jiz nekolik
desetilett, chdapeme nekonecnost systému jinak: divame
se na mnozinu N, jako bychom ji ,vidéli“ hotovou,
stavime se do pozice, kterou Rekové prenechali bohiim
a kterd nebyla urcena lidskému zkoumdni. Nekonecné
mnoziny si predstavujeme jako zavrsené a zkoumdme
bez obav vlastnosti téchto systemiu. Tomuto nekonecnu,
chdpanému v zavrsené, definitivni formé, se Fikd ak-
tudini nekonecno. (Kufina & Vondrova, 2022, s. 260).

Studentim casto vrta hlavou, jak je to tedy s délenim O : 0.
Vzhledem k vyse uvedenému je patrné, ze tento vyraz je tfeba
chapat limitné, ze jde vlastné o neurcity vyraz. Na internetu lze
najit nékolik poznamek o neurcitych vyrazech, ale jen velmi po-
vrchnich. V budoucnu maji zaci i studenti Sanci dozvédét se néco
o limitach, 1 "Hospitalovu pravidlu, ale to snad na vysoké skole,
pokud budou studovat matematiku.

Spravné pochopeni procesu, ze nulou se nedéli, ma pak vyznam
pfi pocitani se zlomky, lomenymi algebraickymi vyrazy, tpravach
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rovnic apod. Neéktefi zaci se divi, pro¢ musi pii tpravach alge-
braickych vyraz neustéile hlidat podminku, aby byl jmenovatel
rizny od nuly, nebo pro¢ pfi Gpravach rovnic ndsobime obé strany
rovnice ¢islem rtznym od nuly.

Pro ilustraci déleni nulou uvadime tfi sofismata. Pfipomenme,
ze pod pojmem sofisma rozumime logicky nespravny soud vyda-
vany za spravny (tmyslné klamny dikaz). Takovych sofismat si
zaci mohou vytvorit bezpocet.

1.
a>=a-a od obou stran rovnosti odecteme
vyraz a-a
a>—a-a=a-a—a-a upravime, viraz na levé strané
rozloZzime, na pravé strané
vytkneme a
(a—a)(a+a)=ala—a) obé strany délime vyrazem (a — a)
2a=a obé strany délime a
2=1
2. 3
a= ib obé strany rovnosti nasobime ¢tyfmi
4a = 6b vyjadiime rozdilem, napft.

14a — 10a = 21b — 150  upravime

150 — 10a = 21b — 14a  vytykéme

5(3b—2a) = 7(3b — 2a) obé strany délime vyrazem(3b — 2a)
5=17

6z + 25 = 10z + 15 vynasobime dvéma
122 +50 =20z +30  od obou stran odecteme 80
122 — 30 = 20z — 50 vytykame
6(2z —5) =10(2z — 5) obé strany délime vyrazem (2z — 5)
6 =10
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V uvedenych sofismatech se setkavame s logickou chybou, ktera
spocCiva v tom, Ze obé strany rovnosti nebo rovnice délime vyra-
zem, ktery je roven nule, a¢ je zpravidla néjak zastieny. VétSinou
zaci v prubéhu vypoctu zapomenou na to, ze vyraz je roven nule,
coz zpravidla vyplyva z prvni rovnosti.

Je pochopitelné, ze uvedené vysvétleni, pro¢ nelze délit nulou,
nezarudi, ze vsichni zaci u¢ivo ovladnou. Setkdme se se zaky, kteti
nemaji potfebu jakéhokoliv zdivodnovani, ktefi pouze uplatiuji
naucend pravidla, nebo se zaky, ktefi se tyto postupy nesnazi po-
chopit, casto jakékoliv odivodnovani odmitaji. Piesto je vhodné
ve vyuce tyto postupy uplatiiovat, nebot je mnoho zdkt, kteri
o sdélenich ucitele nebo sdélenich v ucebnicich premysleji a zdi-
vodnéni uvitaji. Vnimavi zaci maji Sanci vidét dalsi souvislosti
i néco smysluplného.
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Abstract

Understanding the meaning of the number zero and the use of zero
in operations with natural and rational numbers is important for
first and second grade elementary school pupils. It is therefore ne-
cessary to look for approaches to explain the curriculum to pupils
in a comprehensible way. The article describes a procedure for
justifying the division if the divisor is the number zero.

Ruzena Blazkova
e-mail: ru.blazkova@seznam.cz



