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COZ TAKHLE DAT SI FRAKTAL? — 1. CAST

ToMAS FABIAN

Uvod

Drtiva vétsina matematiky, kterou ve Skole vyucujeme, byla zné-
ma jiz ve starovéku nebo pocatkem novovéku. K nejnovéjsim pro-
biranym tématim patii analytickd geometrie a diferencialni pocet.
Oba tyto obory se objevily jiz v 17. stoleti, ve stejném, kdy pro-
béhla tficetileta valka. U zaki i u vefejnosti potom vznika dojem,
7e se v matematice nic nedéje a Ze je po staleti stejnd a neménna.
Kdyz byl britsky matematik Ian Stewart dotazovan, kdy byl podle
ného zlaty vék matematiky, odpoveédél, ze nyni. Jesté nikdy v his-
torii nedisponovalo lidstvo takovym mnozstvim vzdélanych ma-
tematikil, jesté nikdy v historii lidstva nebylo ¢inéno tolik mate-
matickych objevi a jesté nikdy nebylo psano tolik novych mate-
matickych textd. Jako ucitelé matematiky bychom se proto méli
snazit do vyuky zafazovat i novéjSi matematickéd témata.

Za pozornost v tomto smeéru stoji jisté fraktaly. O téch sice
muzeme tvrdit, Ze zde byly od nepaméti, nebot fraktélni povahu
ma celd fada véci v ptrirodé, nicméné jako matematické objekty se
zacaly objevovat az v druhé poloviné devatenactého stoleti. Ob-
jekty jako Weierstrassova funkce, Cantorova mnozZina nebo Pea-
nova kfivka byly v té dobé vniméany jako jakési kuriozity s po-
divnymi vlastnostmi. Fraktély jako samostatnou kategorii (a i sa-
motné slovo fraktal) ustanovil aZ o stoleti pozdéji Benoit B. Man-
delbrot, ktery by v lonském roce oslavil sté narozeniny. Pokud
vas zajima Zivotni osud tohoto francouzsko-amerického matema-
tika, narozeného 20. listopadu 1924 v Polsku do rodiny litevskych
Zidi, miizete si predist jeho autobiografii Fraktalista (Mandelbrot,
2014).
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Dalsim dtivodem, pro¢ bychom neméli pied zéky existenci frak-
tald tajit, je, ze je najdeme prakticky vsude kolem sebe a Ze zasa-
huji do celé fady lidskych ¢innosti. Fraktalni povahu mé napfiklad
usporadani cév, kofenovy systém rostlin, rust korald, tvar pohori,
Browniiv pohyb, vnitini struktura kosti, tvar fecisté reky s jejimi
piitoky a tak dale a tak dale. Zaci se s fraktaly v b&Zném Zivoté
setkavaji, aniz by si to uvédomovali, nebot se mimo jiné vyuzi-
vaji i pro tvorbu pocitacové grafiky. Napfiklad pro vykreslovani
realisticky vypadajici krajiny a vegetace v 3D hrach (Feng-quan
& Gui-gang, 2009; Cristea & Liarokapis, 2015). Pfekvapivou infor-
maci mize byt i to, Zze se vypocet fraktalni dimenze vyuziva pii
diagnostice rakoviny. Rakovinné bunky maji totiz ¢lenitéjsi po-
vrch, a proto 1 vétsi fraktalni dimenzi nez buriky zdravé (Lesmoir-
Gordon et al., 2006).

Fraktaly je mozné probirat béhem delsiho uceleného kurzu,
napiiklad v rdmci seminafe. Je také mozné si z celého obsahu
vybrat néjakou ¢ast a pouzit ji jen jako zajimavou latku pro zpes-
tfeni pred prazdninami, Vanocemi, béhem projektového tydne,
skoly v pfirodé nebo podle prilezitosti. Je rovnéz mozné si vybrat
jen néktery ze zpusobu generovani fraktalt a obohatit jim vy-
uku prace s GeoGebrou nebo PowerPointem. Jednou z vlastnosti
fraktalt je, ze vétsina z nich je déna néjakym velice jednodu-
chym pravidlem. Ani mladsim Zaktim proto neéini problém tato
pravidla pojmout a pochopit a na jejich zakladé fraktaly vytvaret.
Konstrukce fraktali je tvofiva a hrava a neni problém takové kon-
strukce provadét se zédky na druhém stupni ZS. Na stfedni skole
je naopak mozné konstrukce doplnit exkurzemi do jinych oblasti
matematiky. Vypocet obsaht a délek fraktali vede k sou¢tu neko-
necné geometrické fady. Pro vypocet dimenze fraktalu vyuzijeme
logaritmus. U chaos game mizeme pocitat pravdépodobnost, s ja-
kou se octneme v daném poli. P¥i zkoumani Cantorovy mnoziny
miizeme Tesit spocetnost a nespocetnost nekoneénych mnozin. Nic
z toho neni nutné a tato rozsifeni muZeme zafazovat podle aktu-
alni potfeby a Casovych moznosti. Zkratka kurz si mizeme znacné
uzpusobit délkou, trovni pozadovanych znalosti i obtiZnosti.
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Revize RVP klade diraz na zavadéni digitalnich technologii
do vyuky vsech predmétil véetné matematiky. Zaci by méli byt
schopni k modelovani geometrickych utvart pouzivat dynamicky
geometricky software. Jednim z doporucovanych nastroju k vy-
uziti pro vyuku matematiky je podle NPI pravé GeoGebra, se
kterou budeme casto pracovat. Pokud se budete chtit konstrukcim
v GeoGebfe vyhnout, tak existuje fada webovych néstroju, které
maji snadné, intuitivni ovladani a daji se pro konstrukci fraktala
pouzit. V zavéru ¢lanku je odkaz na sdilenou cloudovou slozku,
ve které je textovy soubor s odkazy na ruzné takové aplikace.
Kromé toho jsem do této slozky umistil jednak obrazky, které jsem
metodami popsanymi v tomto ¢lanku vytvoril, a jednak pfimo ggb
a pptx soubory konstrukci, se kterymi mutizete déle pracovat primo
v GeoGebte a PowerPointu.

V neposledni fadé si fraktaly zasluhuji nasi pozornost, protoze
se jedné o téma zajimavé a pritazlivé. Ukazuji zaktim, ze do geo-
metrie patii i objekty, které nejsou Eukleidovsky pravidelné. Za-
roven je to téma, jak se budu dale pokouset ukazat, které dava za-
kim prostor k badéani a tvorivosti, k objevovani prekvapivych sku-
tec¢nosti a klade pfed né fadu otazek podnécujicich k premysleni.

Definice fraktalu

Pojdme se nyni podivat, co to vlastné fraktdl je. Mandelbrot
(2003, s. 11) k&, Ze termin fraktal vytvoril z latinského slova
fractus, které znamend ,rozldmany nebo rozbity“. Jinde (Man-
delbrot, 2022, s. 15) vyslovuje definici fraktalu:

Fraktal je mnozina, pro kterou je Hausdorff Besicovit-
chova dimenze ostfe vétsi nez topologicka dimenze.

Ctenaf, ktery se nikdy nesetkal s fraktaly, jen tézko bude védét, co
je to Hausdorff Besicovitchova dimenze. Vysvétleni tohoto pojmu
je vénovana kapitola na konci ¢lanku. AvSak, i kdyz od tohoto
pojmu odhlédneme, tézko si z této definice udélame predstavu,
jak vibec fraktal vypada. Navic sam Mandelbrot ve stejné knize
o par set stranek dal rika, ze stale véri, Ze je lepsi se obejit bez
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definice fraktélu, protoze aktualni definice vylu¢uje mnoziny, které
by mezi fraktaly mély byt zahrnuty.

Lepsi predstavu si udélame z definice fraktalu podle Falconera
(2014). Podle néj je to s definici fraktédlu podobné jako s biologic-
kou definici zivota. Neexistuje jeho jednoznacna a jednoducha de-
finice. Existuje seznam znaki, které charakterizuji Zivé organismy,
jako jsou schopnost rozmnozovani, latkova vyména, vysokd mira
organizovanosti atd. VétSina zivych organisma disponuje schop-
nostmi a vlastnostmi na seznamu, existuji vSak i zivé organismy,
které nékterou z danych vlastnosti nemaji. Stejné tak podle Falco-
nera existuje seznam vlastnosti, které by mél fraktal mit. Seznam
vlastnosti objektu F', aby byl fraktalem, je:

e ['m4 jemnou strukturu, a to i v libovolné malych méfitkach.

e [ je prilis nepravidelny, aby mohl byt popsan tradi¢nim ge-
ometrickym jazykem, a to lokalné i globalné.

e F' ma Casto né&jakou formu sobépodobnosti, i kdyz tfeba jen
priblizné nebo statistické.

e Obvykle je fraktélni dimenze F' (podle riiznych definic) vétsi
nez jeho topologickd dimenze.

e Ve vétsiné pripada je F' definovan velmi jednoduchym zpu-
sobem, mnohdy rekurzivné.

Vétsina fraktalnich objektt vSechny tyto vlastnosti ma. Kdyby-
chom striktné trvali na tom, aby vSechny fraktaly mély vSechny
vyjmenované vlastnosti, vyloucili bychom i objekty, které mezi
fraktaly chceme mit.

Fraktaly jsou tedy geometrické objekty, které se vyznacuji svou
slozitosti a nepravidelnosti. Na rozdil od klasickych geometrickych
tvart, jako jsou kruh nebo ¢tverec, maji fraktaly casto velmi cle-
nité a detailni tvary, které se opakuji v rdznych méfritkach. To
znamend, ze kdyz se na fraktal podivame zblizka, uvidime po-
dobné detaily, jako kdyz se na néj divame z dalky. Této vlastnosti
se fika sobépodobnost.
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Cilem tohoto ¢lanku neni pfedkladat ¢tenafi podrobnou teorii
fraktal, dovolim si vas proto pro vice informaci o fraktalech od-
kazat na dalsi zdroje. Zakladni pfehled o fraktalech lze v Cestiné
nalézt v jim vénované kapitole Atlasu geometrie (Tichy, 2013), sa-
mostatné knizce Fraktdly: Na hrané chaosu (Linton, 2021) nebo
¢lanku Fraktély a jak o nich uéit (Divisova, 2013). Anglicky pro
zékladni piehled poslouzi zdafilé ¢astecné komiksové Introducing:
Fractal Geometry (Lesmoir-Gordon et al., 2006). Vyrazné obséh-
lejsi a podrobnéjsi, nicméné stale Ctivé, je témér tisicistrankové
dvojdilné Fractals for The Classroom (Peitgen et al., 1992b; Peit-
gen et al., 1992c) nebo Chaos and Fractals (Peitgen et al., 1992a)
s prakticky stejnym obsahem. K Fractals for The Classroom exis-
tuje i tfidilné sbirka tloh. Pro ucitele je urcend velmi povedena
Fractals: A Tool Kit of Dynamics Activities (Choate et al., 1999).
Kniha obsahuje vypracované piipravy k dvanacti lekcim o frak-
talech a je soucasti ¢tyrdilné edice, kde dalsi tfi dily se vénuji
iteracim, chaosu a Mandelbrotové mnoziné.

Konstrukce fraktalu

V této kapitole si ukazeme, jak miizeme ve Skole fraktaly sestro-
jovat. Nékdy se da pouzit tuzka a papir, nejlépe c¢tvereckovany
nebo milimetrovy. Vétsinou vSak budeme konstruovat fraktaly
v programu GeoGebra. Sestrojime samoziejmé vzdy pouze né-
kolik prvnich iteraci. Nékdy proto, ze by dalsi iterace na obrazku
stejné nebyly vidét, vétsinou proto, Ze pocitac vykreslovani dalsich
iteraci nestihé. Pocty konstruovanych prvki nartstaji exponenci-
alné a zpomaleni pocitace je proto dost vyrazné a na vykresleni
dalsiho kroku konstrukce by bylo potifeba cekat dlouhé minuty.
Neni tfeba se bat, konstrukce zvladne jakykoliv pocita¢. Obrazky,
které jsou prilozeny k tomuto ¢lanku, jsem vytvarel na nékolik let
starém kancelafském pocitaci.

V dalsich kapitolach se zaméfime na rtizné zptisoby konstrukce
fraktalt, které se daji provadét ve skolnich podminkach. Jsou to:

e konstrukce fraktalu odstranovanim ¢asti obrazce;

e konstrukce fraktalu nahrazovanim jeho ¢asti;
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pythagorejské stromy;

konstrukce fraktalt v PowerPointu;
e chaos game;

celularni automat.

Fraktaly generované odstranovanim

Prvni zpusob konstrukce, na ktery se podivame, je konstrukce
fraktalu odstranovanim. Ta probiha tak, Ze vstupni geometricky
atvar rozdélime na sobé i celku podobné ¢asti, z nichz nékteré ode-
bereme a nékteré ponechame k dalsimu pouziti. V dalsim kroku
provedeme se zbylymi ¢astmi stejnou operaci, kterou jsme predtim
provadéli s celym atvarem. Tento postup provadime donekonecna,
nebo tak dlouho, jak nam technika dovoli. Pfi nékterych konstruk-
cich mize byt s ¢astmi manipulovano s vyuzitim rotace, symetrie
atd. To je jiz nad ramec tohoto textu. Ulohy, které vyuzivaji i ro-
tace a dalsi symetrie, se daji nalézt napiiklad v Fractals: A Tool
Kit of Dynamics Activities (Choate et al., 1999) nebo Fractals for
the Classroom: Strategic Activities Volume Three (Peitgen et al.,
1999).

Cely postup bude ziejméjsi, kdyz si ho ukaZzeme na konstrukci
Cantorovy mnoziny. Ta se da konstruovat tak, ze tisecku rozdélime
na tfetiny a prostfedni t¥etinu odstranime. Krajni dvé tfetiny opét
rozdélime na tfetiny (tedy devitiny ptvodni tsecky) a prostiedni
opét odstranime. Tak postupné vznikaji jednotlivé iterace Canto-
rovy mnoziny. Prvnich pét krokt je zobrazeno na obrazku 1.

Obr. 1: Prvnich pét iteraci Cantorovy mnoziny

Pro konstrukci Cantorovy mnoziny jsme jako vstupni objekt
vyuzili tsecku, obdobnym zptsobem miizeme fraktaly vytvaret
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i ze ¢tverce. Ctverec rozdélime na devét shodnych étverci, nékteré
z nich odebereme a stejné jako u konstrukce Cantorovy mnoziny
budeme tento postup nékolikrat opakovat. Konstrukci miiZzeme ne-
chat zaky provadét postupnym zabarvovanim stale mensich ¢tve-
reck?l na milimetrovém papife. Zaky vétsinou tato konstrukce ba-

s se

nim ,,jesté jedné“ iterace.

Jinou (nebo lépe nasledujici) moznosti, jak mtizeme konstrukei
s zéky provadét, kdyz nam to ¢as dovoli, je s vyuzitim programu
GeoGebra. Je vyhodou, kdyz se zaci jiz nékdy v minulosti s timto
programem potkali a seznédmili. Neni to vSak nezbytné nutné a m-
zeme to naopak vyuzit jako pfilezitost k seznédmeni.

Pojdme nyni pfistoupit k samotné konstrukci. Nejprve s vyu-
Zitim nastroje pravidelny mnohothelnik sestrojime ¢tverec. Tento
¢tverec budeme béhem konstrukce postupné zakryvat a jeho vidi-
telné ¢asti budou tvorit iterace konstruovanych fraktali. Je proto
dobré ¢tverci nastavit tmavou barvu a nizkou nebo zadnou pri-
hlednost. V dalsim kroku potfebujeme rozdélit ¢tverec siti na de-
vét shodnych ¢tverci. Proto nejprve rozdélime strany ¢tverce na
tfetiny. GeoGebra nemé nastroj, ktery by to dovedl v jednom
kroku. Jednoduse si mizeme poradit pomoci nastroje kruznice
dana stredem a polomérem. Jestlize napriklad délime na tfetiny
usecku AB, pak v krajnich bodech tisecky narysujeme kruZnice,
jejichz polomér zaddme AB/3. GeoGebra sama vzdalenost zméri
a vydéli tfemi. Tento vypocet je nutné nechat provést GeoGebru
a neni mozné tretiny nalézt s pomoci miizky, spocitat n€kde stra-
nou, nebo dokonce odhadnout. Budeme totiz z této konstrukce vy-
tvaret nastroje provadéjici dalsi iterace automatizované a potiebu-
jeme, aby konstrukce nemeéla zadné nadbytecné volitelné vstupy.
Také si muzeme néastroj, ktery umi délit vzdalenosti na tretiny,
sami vytvorit. Tato ¢ast konstrukce konci, kdyzZ méme nalezeny
vrcholy vSech deviti mensich étverci, které déli ctverec velky. Do
této faze konstrukce se budeme vracet pfi vytvareni riznych frak-
talt, je proto dobré si v tomto okamziku soubor ulozit pro pozdéjsi
pouziti.
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Obr. 2: Box fraktal a Sierpinského koberec, paté iterace

Ted nastal okamzik, kdy si vybereme, kolik ¢tverctt budeme
odebirat a které to budou. Na nasem vybéru zavisi, jaky, a jestli
vibec, fraktal vznikne. Nemusime se bat, tady je naopak pro-
stor k experimentovani. Na ¢tverce, které chceme odebirat, sestro-
jime bilé neprithledné ¢tverce, které prekryji pod nimi lezici velky
tmavy ctverec. Mame sestrojenou prvni iteraci naseho fraktalu.
V dalsim kroku vytvorime néstroj, ktery bude vytvaret jednotlivé
iterace vice automatizované. V horni listé programu pod zaloz-
kou néstroje najdeme odkaz vytvorit novy nastroj. Tato funkce
umoziuje vytvaret nastroje, které provadéji komplexnéjsi kon-
strukce jednim pfikazem. Po zvoleni odkazu se otevie nové okno
se tfemi zalozkami. Nejprve se otevie zalozka vystupni objekty.
Sem zadame vSechny objekty, které ma nastroj narysovat. Vy-
birdme je tim, Ze na né klikneme bud pfimo v konstrukei, nebo
v Algebraickém okné. Pokud jsme jiz nékteré méli vybrané v oka-
mziku kliknuti na odkaz vytvofit novy nastroj, zaradi se do se-
znamu automaticky samy. Pii vytvaieni nastroji pro konstrukci
nékolika iteraci v jednom kroku budeme vybirat velké mnozstvi
objekti najednou, je proto dobré si je nejprve vSechny oznacit do
bloku a teprve potom oteviit funkci vytvorit novy nastroj. My si
vybereme vSechny bilé ¢tverce a zaroven body, které budeme po-
tfebovat pro konstrukce dalsich iteraci, coz jsou vzdy dva spodni
vrcholy u ¢ernych ¢tvercti. Druha zalozka se jmenuje vstupni ob-
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jekty. To jsou objekty, které nastroji zaddme a ze kterych nastroj
vychazi pri konstrukci. Pokud jsme az dosud postupovali pfi kon-
strukci spravné, mély by se do zalozky bez naseho zasahu vyplnit
dva body, kterymi jsme zacinali pfi konstrukci ¢erného ¢tverce.
Na tfeti zélozce pouze mizeme zvolit nazev nastroje, pripadné
zménit jeho ikonu. Nakonec odklikneme dokondit.

M M M M b
i M i Mg
Vit il Vit il
v M Vi M
Vit it Vit it
i M 1B MR
Mg M 1 e
Vit Vit Vgt Vit
1 M Bl e M B B M
Mg g
Vit M BB B M BB B M
v M BB B M
Vit il B M
B B B 1 B B i
Mg Lt
bt il W B il
R B v M
g M i Mg
Vit il Vit Vil
v M B B
Vit il Vil Vil
i M 1B M B
Mg e i e
Vit Vit Vit M

Obr. 3: Drak (kite fractal) a H fraktal, paté iterace

Vytvorili jsme nastroj, ktery zautomatizuje ¢ast nasi konstruk-
ce. Kdyz ho pouzijeme na dva vrcholy ¢erného ¢tverce, automa-
ticky vytvori zakryti bilymi ¢tverci a zaroven body pro konstrukci
dalsich iteraci. Nyni bychom mohli vytvaret postupné dalsi a dalsi
iterace fraktalu. To by vsak bylo stéle jesté dost pracné. Praci ndm
usetti, kdyz obdobnym zptusobem budeme vytvaret dalsi a dalsi
nastroje. Pomoci nastroje vytvarejiciho jednu iteraci vytvorime
iteraci druhou, néasledné vytvofime nastroj, ktery rovnou konstru-
uje dvé iterace, poté bude nésledovat nastroj vytvarejici ctyti ite-
race atd. Nastroje, které jsme vytvorili, zustavaji, i kdyz v kon-
strukci smazeme objekty, které jsme do nich zadavali. Praci si
proto klidné mizeme usetfit i tfeba tim, Zze po vytvoreni nastroje
na CtyTi iterace dosavadni konstrukce iteraci smazeme, do ¢erného
¢tverce vytvorime jednim néstrojem dvé iterace a do nich druhym
nastrojem dalsi ¢tyfi a razem mame Sestou iteraci. Pii vytvareni
nastroji pro vyssi pocty iteraci neméa smysl nechat konstruovat
i vrcholy c¢tverci. Takova konstrukce by zbyteéné zpomalovala
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pocita¢ a zaroven tyto body jiz nevyuzijeme, protoze by jich bylo
obrovské mnozstvi a konstrukce by pro nas byla pracné. Je dobré
si tuto ¢ast konstrukce vyzkouset a porovnat si, ktery postup bude
pro vas nejefektivnéjsi a nejrychlejsi. Pocet konstruovanych prvka
narusta geometrickou fadou a neni problém narazit na vypocetni
limity pocitace. Pocty iteraci, které ptijdou narysovat, se budou
lisit fraktal od fraktdlu. Po zvladnuti techniky konstrukce fraktala
timto zpisobem stoji za to dat zakdm prostor, aby si s ni pohrali
a vyzkouseli konstrukci rtznych fraktalt. Zaroven jim mutzeme
predlozit n&kolik otazek, na které by mohli nalézt odpovéd.

Vznikaji timto postupem vzdy fraktaly? Kdy ne a kdy ano?
Kdy vznikaji spojité a kdy nespojité fraktaly? Da se touto meto-
dou vytvofit Cantorova mnozina? Jak? D& se stejny fraktal vy-
tvorit odstraniovanim jiné skupiny ¢tvercu? Které casti fraktalu si
jsou vzajemné podobné a zaroven jsou podobné celému fraktalu
(za predpokladu provedeni nekone¢né mnoha iteraci)? Kolikrat
jsou tyto casti mensi nez cely fraktal? Kolik takovych casti je
potfeba na slozeni celého fraktalu? Za predpokladu, Ze plosny ob-
sah cerného C¢tverce na pocatku byl jedna, jaky bude obsah prvni,
druhé, tfeti... iterace fraktalu? Jaky bude obsah fraktalu po pro-
vedeni nekone¢né mnoha iteraci?

Obr. 4: Sedmé iterace Sierpiriského trojihelniku
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Na piiloZzenych obrazcich 2 a 3 jsou priklady fraktala, které
jsem vytvoril touto metodou. Pii konstrukci fraktala lze pouzit
i jiné vychozi Utvary, nez je ctverec. Nejznaméjsi takova kon-
strukce je konstrukce Sierpinského trojuhelniku odstrarovanim
prost¥edni ¢asti rovnostrannych trojuhelnika (obr. 4).

Fraktalni k¥ivky

Druhym zptusobem konstrukce fraktald, ktery si ukazeme, je kon-
strukce fraktalnich kfivek s vyuzitim inicidtoru a generatoru. Kon-
strukce je obdobou konstrukce predchozi. Na predchozi konstrukci
totiz také miizeme pohlizet tak, Ze jsme méli cerny ctverec, ktery
jsme v prvnim kroku nahradili ¢tvercem s chybé&jicimi ¢astmi.
V naésledujicich krocich jsme opét ¢erné ctverce, nyni jiz mensi,
nahrazovali dal§imi ¢tverci s chybéjicimi ¢astmi. Cerny ¢tverec byl
pravé to, co Mandelbrot (2022) nazyva iniciator, ¢tverec s chybé-
jicimi ¢astmi generdtor. Pro konstrukci kiivek budeme jako inicié-
tor pouzivat tisecku a jako generator lomenou ¢aru. Jaka fraktalni
kfivka nam pfi konstrukci vznikne, bude zaviset na tvaru lomené
Cary, kterou zvolime. Piikladem kfivky, kterd se da konstruovat
timto zpisobem, je Kochova k¥ivka. Jeji inicidtor, generator a né-

kolik prvnich iteraci jsou na obrazku 5.

Obr. 5: Postupné iterace Kochovy kiivky
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Konstrukei jiz budu popisovat strucénéji. Sestrojime usecku,
ktera bude inicidtorem. Pro sestrojeni lomené cary, kterd bude
generatorem, nejprve sestrojime body, ve kterych se bude lamat.
Body opét nemtizeme volit ndhodné, ale musime je sestrojit tak,
aby jejich poloha byla pevné vazana na krajni body tsecky. Po-
kud chceme vytvorit konstrukci, kterou budeme moci dynamicky
ménit, muzeme nékteré parametry polohy bodd navéazat na po-
suvniky. Musime pocitat s tim, Ze néastroje, které vzapéti vy-
tvorime, budou vzdy pozadovat jako vstupni parametry kromé
dvou krajnich bodt i tyto posuvniky. Pro zacatek je proto le-
psi vytvaret konstrukei pevnou. Zkonstruovanymi body prolozime
lomenou ¢aru. Pokud jsme konstruovali spravné, nesmi se tvar
lomené Cary ménit, pokud pohneme nékterym z krajnich bodi

Obr. 6: Postupné iterace Lévyho C kiivky a Draci kiivky
(Dragon curve)



58 ToMAS FABIAN

tsecky. V dalsim kroku vytvoiime nastroj pro konstrukci lomené
cary, tedy generdtoru. Jako nejrychlejsi postup pii konstrukci se
ukazuje postupné tvoreni nastrojli, které jsou schopny vytvaret
vzdy o jednu iteraci vice. P¥i konstrukci mizeme lomenou ¢aru
umistovat vzdy ve stejném sméru, nebo miizeme smér pravidelné
st¥idat. Napfiklad Draci a Lévyho C kfivka maji stejny generator,
jejich konstrukce se lisi pravé pouze v tomto aspektu (obr. 6). Po
sestrojeni dalsi iterace nesmime zapomenout schovat v obrazku
kfivku tvorici iteraci pfedchozi, ta souc¢asti nové kiivky jiz neni.

U téchto kiivek ma smysl se podivat na to, jak mize u frak-
tald vypadat sobépodobnost. Zatimco u fraktali, které jsme vy-
tvareli postupnym zakryvanim ctverce, si byly rizné casti frak-
talu striktné podobné nejen vzajemné, ale byly podobné i fraktalu
jako celku, u fraktali, které vznikaji nyni, takovou sobépodobnost
nachazime pouze nékdy. Ma ji tfeba fraktal zvany Minkowského
kiivka (obr. 7), ktery se da rozdélit na ¢asti podobné celému frak-
talu. U draci kiivky zadna jeji ¢ast celku podobné neni. Kdyz si
draci kiivku prohlédneme podrobnéji, miizeme si vSimnout, ze se
dé rozdélit do jakychsi laloka spojenych tzkou stopkou. Tyto la-
loky si jiz podobné jsou. A to spliiuje Falconeriiv (2014) pozadavek
na nalezeni néjaké formy sobépodobnosti.

Obr. 7: Minkowského kiivka
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U Lévyho C kifivky také zdanlivé nenalezneme zddnou &éast
podobnou celku. Zaméfme se na tutvar, ktery postupné vznika
u jednotlivych iteraci ve stfedni ¢asti fraktalu (obr. 8). Vidime,
jak se tento utvar postupné stava slozit€jsim. Kdyz se podivame
na obrazek Ctrnacté iterace tohoto fraktalu, vidime, Ze stejnym
zpusobem dochazi k vyvoji tohoto ttvaru i na tomto obrazku
(obr. 9), kdyz postupujeme od zakrouceného océsku kiivky k je-
jimu stfedu. Rovnéz si miizeme povsSimnout, Ze stejnou posloup-
nosti prochazeji i mensi utvary, které se nachazeji uvnitt velkych
smycek. Z toho plyne, Ze tyto Utvary si nejsou striktné geomet-
ricky podobné jenom z toho dtvodu, ze jsme neprovedli nekonecné
mnozstvi iteraci. Z krivky by tedy Sly vyjmout ¢asti, které si jsou
nejen vzajemné podobné, ale jsou podobné i celému fraktalu. Tyto
Casti se Castecné vzajemné prekryvaji a nejsou proto na prvni po-
hled patrné.

Obr. 8: Postupna evoluce stiedového utvaru Lévyho C kiivky

ZARhEAR]

Obr. 9: Ctrnécta iterace Lévyho C kiivky
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Pythagorejské stromy

Pythagorejské stromy jsou specifickym typem fraktald, které vy-
chézeji z vSeobecné znamého nakresu pravoiuhlého trojuhelniku se
¢tverci nad preponou a obéma odvésnami.

Pti konstrukci Pythagorejského stromu budeme postupovat
nasledujicim zptusobem. Nejprve sestrojime ¢tverec. K jedné jeho
strané pripojime pfeponu pravothlého trojihelniku. K volnym
stranam tohoto trojihelniku pripojime dva ¢tverce. Nasledné pti-
pojime dva pravothlé trojuhelniky a poté ¢tyti ¢tverce. Opét pri-
pojime ¢tyfi pravotihlé trojihelniky a nakonec osm ¢tvercti. Timto
zpusobem budeme pokracovat, pfiCemz v kazdém dal$im kroku
zdvojnésobime pocet pfipojenych ¢tvercii a trojihelnikt (Peitgen
et al., 1992a; Peitgen et al., 1992b).

Obr. 10: Pythagorejsky strom pro rovnoramenny trojihelnik

Pro zacatek je lepsi vyzkouset konstrukei s pravoihlymi rovno-
ramennymi trojthelniky (obr. 10), v dalsi f4zi s riznostrannymi.
Potom, co jsme zvladli konstrukce predchozich fraktald, tato kon-
strukce nam problém délat nebude. Opét se da snadno zvladnout
s vyuzitim vlastnich nastrojt pro tvorbu dalsich iteraci. Pfi kon-
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strukci je mozné navéazat velikost vnitinich (thld na hodnotu po-
suvniku, da se potom lehce sledovat, jak se méni cely Pythago-
rejsky strom pii zméné tvaru trojuhelnikd. Zmény tvaru stromu
se da docilit i stfidanim orientace trojihelniki. Na obrazku 11
je vidét srovnani takovych dvou stromid. Oba vychazeji ze stej-
ného tvaru trojihelnikt s jednim vnitfnim thlem velikosti 32°,
u druhého z nich je navic vyuzito stfidani jejich orientace.

Obr. 11: Pythagorejské stromy s trojuhelniky s vnitinim
thlem 32°, prvni bez stfidani orientace trojuhelnik, druhy se
stfiddnim orientace trojuihelnikt

Kdyz je ¢as, stoji za pozornost, co se stane, kdyZ nepouzijeme
pfi konstrukci pravouhlé trojthelniky. Co tfeba rovnostranné?
Rovnoramenné? S tupym nebo ostrym thlem...?7

Pokracovani ¢lanku naleznete v pristim ¢isle. V ném si ukaze-
me dalsi mozné zptisoby konstrukce fraktalt a podivame se i na
vypocet fraktalni dimenze.
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Abstract

The article begins by briefly answering the question of what a frac-
tal is and provides reasons why fractals are worth exploring in
education. Various methods of constructing fractals suitable for
classroom use are then presented. Fractals can be easily integrated
into the curriculum as early as upper primary school, either as part
of a comprehensive course or as individual thematic units. Con-
structions are primarily created using GeoGebra, but also through
traditional methods (pencil, paper) or other digital tools (Power-
Point, web applications). The conclusion demonstrates that the
concept of fractal dimension can be accessible to high school stu-
dents.
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