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MATEMATIKA

Zména délky dne a derivace funkce

Ludék Spichal, Ceskd lesnickd akademie, Trutnov

Kazdy z nés si béhem roku v§ima, Ze se dny a noci proménuji. Pravi-
delné zmény délky dne v pribéhu roku bereme jako naprosto samoziej-
mou soucést prirodnich cykli. Zatimco v zimé vstavame casto jesté za
tmy a stmiva se brzy odpoledne, v 1été si uzivame dlouhé svétlé vecery.
Na obr. 1 jsou znazornéné ¢asy vychodi a zapadua Slunce v pribéhu
roku na 50° severni Sifky a 15° vychodni délky (stfedoevropsky cas,

SEC) v roce 2025
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Obr. 1: Vychody a zapady Slunce (SEC) v roce 2025 na 50° s. §. a 15° v. d.

Délka dne, tedy ¢as mezi vychodem a zapadem Slunce, se béhem roku
neustale méni. Nejkratsi den nastava v dobé zimniho slunovratu (kolem
21. prosince), nejdelsi naopak v letnim slunovratu (kolem 21. ¢ervna).
Mezi témito dvéma body se den zkracuje nebo prodluzuje, rychlost této
zmény neni ovSem vzdy stejna.

Naprtiklad béhem jara se den muze prodluzovat az o t¥i a ptl minuty
denné, zatimco v obdobi kolem letniho slunovratu se méni jen nepatrné.
Tato proménliva rychlost zmény délky dne je celkem intuitivni. Zatimco

D Zdroj: https://www.myslivost.cz/Pro-myslivce/Informace-pro-myslivce/
Vychody-a-zapady-Slunce-a-Mesice

Roénik 100 (2025), cislo 4 1


https://www.myslivost.cz/Pro-myslivce/Informace-pro-myslivce/Vychody-a-zapady-Slunce-a-Mesice
https://www.myslivost.cz/Pro-myslivce/Informace-pro-myslivce/Vychody-a-zapady-Slunce-a-Mesice

MATEMATIKA

v bfeznu si prodluzovani dne vSimneme skoro kazdym dnem, v ¢ervenci
si rozdilu prakticky nevSimneme.

Duvodem existence tohoto jevu typického pro stfedni zemépisné §ifk;
je naklonéni zemské osy vici roviné drahy kolem Slunce zhruba o 23,5°
Proto se béhem roku stiida thel, pod kterym sluneéni paprsky dopadaji
na dané misto. Na 50° s. 8. (pfibliZna poloha Ceské republiky) trva nej-
kratsi den kolem zimniho slunovratu asi 8 h 5 min, zatimco nejdelsi den
v obdobi letniho slunovratu dosahuje zhruba 16 h 14 min Mezi témito
extrémy se délka dne vyviji relativné hladce a periodicky. Na grafu pak
vypadé témér jako Cista sinusoida (obr. 2).
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Obr. 2: Délka dne (50° s. &., 15° v. d.)

Zatimco délka dne se méni plynule a pomérné snadno piedvidatelné,
rychlost téchto zmén se béhem roku vyrazné lisi. V blizkosti rovnoden-
nosti (kolem 21. bfezna a 23. zaf{) se den prodluzuje nebo zkracuje
nejrychleji. V nasich zemépisnych sifkach to znamena az nékolik minut

2)Naklonéni zemské osy (tzv. sklon ekliptiky) m& vliv nejen na délku dne, ale i
na st¥idani rocnich obdobi. Tento sklon neni neménny, s velmi dlouhou periodou se
mirné méni (tzv. nutace a precese), coz ma vliv i na dlouhodobé klimatické zmény
(napf¥. Milankovicovy cykly).

3)Zminéné zmény jsou vyrazné zavislé na zemépisné Sifce. V tropickych i polarnich
oblastech tak zaznamename zna¢né odlisné pomeéry. V tropickych oblastech pobliz
rovniku (zemépisna sifka 0°) je délka dne témé¥ stejna po cely rok — pfiblizné 12 ho-
din. Rano slunce vychazi kolem 6. hodiny a zapada okolo 18. hodiny, s jen malymi
sezénnimi vykyvy. V polarnich oblastech (nad 66,5° severni nebo jizni sifky) dochazi
k extrémtm — v 1été nastava obdobi tzv. polarniho dne, kdy Slunce nezapada viibec, a
v zimé naopak polarni noc, kdy Slunce viibec nevychézi. Naptiklad na severu Norska
trva polarni den nékolik tydni.
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denné. Naopak v obdobi slunovrata (kolem 21. Eervna a 21. prosince)
se délka dne méni nejpomaleji, ztistava stejna. A pravé zde prichazi ke
slovu pojem, ktery je zédkladem nejen matematiky, ale i fyziky, techniky
a prirodnich véd obecné — derivace. Zatimco funkce popisuje, jaka je na-
priklad délka dne v ur¢itém okamziku, derivace nam tika, jak rychle se
tato veli¢ina méni. Jinymi slovy feceno plati, Ze derivace odpovida na
otazku ,jak rychle roste nebo klesa* délka dne [3].

V ¢lanku se podivame na to, jak muzeme pomoci goniometrickych
funkci popsat jak zménu délky dne v prabéhu roku, tak rychlost zmény
délky dne. V obecné roviné si pfedstavime pojem derivace funkce a uka-
zeme, ze funkce popisujici rychlost zmény délky dne velmi dobfe od-
povida derivaci funkce délky dne. Pfitom vyuZijeme realna data a uka-
zeme, Ze i néco tak zdanlivé ,obycejného”, jako je stiidani dne a noci,
miZze v sobé ukryvat fascinujici matematicky rytmus. Pojem derivace
funkce tak nebude jen abstraktnim matematickym pojmem, ale velmi
uzitenym nastrojem pro porozuméni svétu kolem nas.

Délka dne a graf funkce sinus
V uvodu jsme zminili, ze graf délky dne v pribéhu roku svym tvarem
odpovida grafu funkce sinus. V této kapitole se pokusime ukézat, Ze
kiivku délky dne lze skuteéné aproximovat pomoci grafu funkce sinus.
Piedpokladejme, Ze hledana funkce urcujici délku dne (v hodinéach),
kde t je ¢islo dne v roce (napf. t = 1 je 1. leden, t = 172 je 21. ferven
apod.), mé tvar

L(t) = A+ Bsin (C(t— D)). (1)
Pro jednotlivé parametry rovnice plati, ze:

e A je stfedni délka dne (hod), ktera predstavuje aritmeticky primér
délek dnit za cely rok, v modelu je A ~ 12,26.

e B je amplituda grafu funkce sinus (hod v modelu je
Lmam - Lmzn 1 72 - O
B 6,233 — 8,083

= =4 .
5 5 ,08
e C je thlova frekvence (rad/den), udavajici, o kolik radiani se fa-
zovy thel posune za jediny den, v modelu je C' = %.

) Pro vypodet amplitudy byly uvazovany nasledujici hodnoty: nejkratsf den — 8 hod
5 min, nejdelsi den — 16 hod 14 min.
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e D predstavuje (fazovy) posun tak, aby maximum funkce pfipadlo
na letnf slunovrat (¢ = 172). Funkce urcena rovnici (1)) ma maxi-
mum, kdyz

27(t — D)
(2t =D)\
sm< 365 > =
o(t — D
L2 =D) T 9195 D=t 9125

365

2

Pokud je t = 172, pak D = 172 — 91,25 = 80,75. Po tupravé a
dosazeni do rovnice dostavame funkei

2
L(#) ~ 12,26 + 4,08 sin (36775@ - 80,75)) . (2)

Na obr. 3 vidime srovnéani grafu skuteénych délek dne a grafu funkce .
Funkce se blizi skuteénym hodnotam, ale neni s nimi zcela totozna. Po-
uzita aproximujici funkce dobie vystihuje periodickou povahu jevu (stii-
dani délky dne). Velikost odchylky od realnych hodnot je mozné kvanti-
fikovat napf. pomoci stredni kvadratické chyby

Skutecna délka dne
—-=- L)

/
\

14 Vs N
.

Délka dne (hodiny)
N

21.6. 23.9.
Datum

Obr. 3: Srovnani skuteénych délek dne (50° s. §., 15° v. d., plna ¢ara) a grafu
funkce (2

5)Stiedni kvadraticks chyba se oznatuje také jako root mean square error, ve
zkratce RMSE. RMSE umoziuje mérit, jak daleko se primérné piredpovédi modelu
lisi od skuteénych hodnot. Mensi hodnota RMSE znamena lepsi shodu se skuteénosti.
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V naSem pfipadé ¢ini stfedni kvadratickd chyba empirického modelu
cca 0,12 hod, tedy cca 7 min. Vypocet stfedni kvadratické chyby zna-
mené, ze porovnavame hodnoty modelu s hodnotami skuteénymi. Napfi-
klad nas model tvrdi, ze 100. den v roce trva cca 13,59 hodiny, i kdyz ve
skute¢nosti trval cca 13,48 hodiny. Rozdil je tedy cca 0,11 hodiny. Takové
rozdily ur¢ime pro kazdy den v roce. Kazdy rozdil dale umocnime, aby
se nezrusily pfi nasledném s¢itani kladné a zaporné hodnoty (napi. —0,3
a +0,3 davaji 0,09). Pokud sefteme vSechny tyto ¢tverce a vydélime
poc¢tem dni, pak dostaneme primérnou kvadratickou chybu. Nakonec
z toho vezmeme odmocninu, abychom ziskali vysledek opét ve stejnych
jednotkéach jako pivodni rozdily (v naSem piipadé v hodinach) [2].

Vedle vlastniho modelu délky dne muzeme uvést ndvrh modelu vy-
tvofeny pomoci jazykového modelu ChatGPT (OpenAl), ktery navrhl
néasledujici funkci

2
Lo (t) ~ 12,27 + 3,99 sin (%(t - 81,9)). (3)

Tato funkce vykazuje stfedni kvadratickou chybu pfiblizné 6,5 minuty@

Zmény délky dne a graf funkce kosinus

Jiz v tvodni ¢asti jsme zminovali proménlivou rychlost zmény délky
dne v pribéhu roku. Na obr. 4 miiZzeme sledovat zménu délky dne, ktera
v pribéhu roku dosahuje svého maxima v obdobi rovnodennosti a mi-
nima v obdobi slunovratu. Kladné hodnoty oznacuji dny, kdy se den
prodluzoval, zaporné hodnoty naopak jeho zkracovani.

Lomena kfivka v grafu byla dale vyhlazena tak, aby bylo mozné ro¢ni
rytmus zmény délky dne lépe pozorovat. Pouzité gaussovské vyhlazeni
funguje tak, Ze se pro kazdy den vypoéita pramér z okolnich dnﬁ Ne-
jedna se ovSem o bézny aritmeticky pramér, nybrz vazeny prumér, kde
nejvétsi vahu maji dny nejblize a ¢im jsou dny vzdalenéjsi, tim mensi
maji vliv. Tento zptlisob vazeni se ¥idi Gaussovou kfivkou, ktera ma zvo-
novity tvar

6)Modelova funkce byla ziskana s vyuzitim nastroje ChatGPT (model GPT-4-
turbo, OpenAl) dne 14. &ervna 2025.

7)Carl Friedrich Gauss (1777-1855) byl némecky matematik, jeho prace ovlivnila
mnoho oblasti matematiky, statistiky a fyziky. Je po ném pojmenovana nejen Gaus-
sova kfivka (normalni rozdéleni), ale i napiiklad metoda nejmensich &tverc nebo
Gaussuv zakon v elektrostatice.

8)Vice o metod& vyhlazeni napf. https://en.wikipedia.org/wiki/Smoothing,
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Zmena délky dne
—— Gaussovsky vyhlazené kfivka
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Obr. 4: Graf zmén délek dne v roce 2025 (50° s. 8., 15° v. d.) a jeho gaussovské
vyhlazeni

Vyhlazené kiivka tedy neukazuje pfesné denni zmény, ale jejich ply-
nuly primér, ktery pomahé lépe zachytit celkovy rytmus prodluzovani
a zkracovani dne béhem roku, kde maximélni rychlost zmény nastéva
kolem jarni a podzimni rovnodennosti a minimum kolem slunovrati.

I v pfipadé grafu rychlosti zmény délky dne zaznamenavéame perio-
dické zmény odpovidajici jisté goniometrické funkce. Soucasné si mi-
Zeme vzhledem ke grafu délek dnu (obr. 3) v8imnout urcitého fazového
posunu, ktery odpovida zhruba 1/4 roku. Pro sestaveni modelu tedy v
tomto piipadé pouzijeme funkci kosinus, kterd ma maximum posunuté
o 7/2, tj. budeme pfedpokladat funkci ve tvaru

L.(t) = A, + B, cos (Cz(t - DZ)). (4)
Pro jednotlivé parametry rovnice plati, ze:
e A, jestfedni hodnota zmény délky dne (min), pfedstavujici aritme-
ticky prameér zmeén délek dnu za cely rok, v modelu je A, ~ —0,01.
e B, je amplituda grafu funkce kosinus (min), v modelu je B, = 5.
o C. = 2% je thlové frekvence (rad/den).

e D, predstavuje posun tak, aby nulovd hodnota zmény délky dne
pfipadla na letni slunovrat (¢ = 172). Funkce uréené rovnici
ma nulovou hodnotu, kdyz

https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_filter?utm_source=chatgpt.com,
https://medium.com/data-science/gaussian-smoothing-in-time-series-data-
c6801f8a4dc3
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cos (W—D)) —0o

365
2r(t—D,) =
— 2 = _—=t-D,=9125= D, =t—91,25.
= 365 2: 91,25 = 91,25

Pokud je t = 172, pak
D, =172 —91,25 = 80,75.

Po upravé a dosazeni do rovnice dostavame funkci

2
L.(t) ~ —0,01 + 5 cos (%(t - 80,75)). (5)

Nalezena funkce vykazuje stfedni kvadratickou chybu p#iblizné 0,51 mi-
nuty (30 vtefin).

délky dne (minuty)

Zména

-4

—— Gaussovské vyhlazeni
LAt

Ve ™~

2025-01 2025-03 2025-05 2025-07 2025-09 2025-11 2026-01
Datum

Obr. 5: Srovnani grafu délek dne v roce 2025 (50° s. §., 15° v. d.) a aproximace

pomoci funkce

Model ChatGPT (OpenAl) navrhl nasledujici funkei

2
Laom(t) ~ 0,01 + 4,13 cos (%(t - 82,28)). (6)

Tato funkce podle modelu vykazuje stfedni kvadratickou chybu pfiblizné
0,31 minuty (19 vtefin) )]

9)Modelova funkce byla ziskana s vyuzitim nastroje ChatGPT (model GPT-4-

turbo, OpenAl) dne 18. Gervna 2025.
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7 T R — N —— Gaussovsky vyhlazena zména
=== Lm(d)

Zména délky dne (minuty)

2025-01 2025-03 2025-05 2025-07 2025-09 2025-11 2026-01
Datum
Obr. 6: Srovnan{ grafu délek dne v roce 2025 (50° s. 8., 15° v. d.) a aproximace
pomoci funkce @

Zména délky dne a derivace funkce

Pokud nyni shrneme pfedchozi pozorovani, pak muzeme konstatovat,
ze délku dne i zménu délky dne lze aproximovat goniometrickou funkei.
Nasim zamérem bude nyni ukézat, Ze jestlize funkce L(t) (resp. L, (t))
predstavuje aproximaci délky dne, pak funkce L, (t) (resp. L., (t)) jako
funkce aproximujici zménu délky dne je jeji derivaci

Pojem derivace funkce zde predstavime stru¢né v obecné podobé, se
zaméfenim na vyznam pojmu derivace

V realném svété se derivace nejcastéji preklada jako okamzita casova
zména. U jizdy automobilu je derivaci jeho drahy okamzita rychlost vozu,
derivaci jeho rychlosti je zrychleni nebo zpomaleni. Sledujeme-li pri-
mérnou denni teplotu, derivace udava tempo oteplovani ¢i ochlazovani.
U délky dne derivace zase fik4, o kolik minut se den pravé prodluzuje
¢i krati. Pritom jednotky derivace vzdy prozradi, co méfime: metry za
sekundu, stupné Celsia za hodinu, minuty za den a podobné

10)Slovo ,derivace® pochazi z latinského ,derivare’ znamenajici ,odvadét* nebo ,od-
vozovat®, doslova ,vést od néceho“. Derivace je ,odvozena hodnota“, kterd vychazi
z pavodni funkce. Neni tedy nécim, co existuje samo o sobé, ale vznika z funkce jako
novy udaj, jako jeji ,odvozenina‘“.

D Pojem derivace vznikl v 17. stoleti v souvislosti s rozvojem infinitezimalniho
poctu. Zakladateli diferencialniho po&tu byli nezéavisle na sob& Isaac Newton (1643—
1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), pfi¢emz Newton pojem odvozoval
z fyziky (rychlost), zatimco Leibniz rozvijel spiSe forméalni symboliku. Podobnymi
problémy jako Newton a Leibniz se jiz ve 30. letech 17. stoleti zabyval i P. de Fermat,
ktery hledal maximalni a minimalni hodnoty funkci — tedy pfipady, kdy je zména
nulova.

12)Znalost okamzité rychlosti zmény je cenné i proto, ze tam, kde derivace prechazi
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Jestlize budeme nyni sledovat obr. 7, pak primérnou zménu (napf.
pramérnou rychlost) v uréitém intervalu (napf. mezi body A a B) si
geometricky muzeme piedstavit jako sklon tseCky spojujici tyto dva
body (se¢na). Pokud bychom rovnici seény zapsali ve smérnicovém tvaru
y = kx + ¢, pak primérné rychlost je hodnota smérnice k.

' d
/z’ kfivka y = sin(x)
,)( == setna AB
4 .
R B —— tecnavA
0.0
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

X (radiény)

Obr. 7: Primérna a okamzita (derivace) zména

Budeme-li nyni bod B pfiblizovat k bodu A tak, Ze zmenSime inter-
val na nekoneéné malou (infinitezimalni) hodnotu, pak se seéna proméni
v te¢nu, ktera se kiivky dotyka jen v jediném bodé A. Sklon te¢ny v bodé
A prozrazuje okamzitou zménu (okamzitou rychlost), tedy derivaci. Po-
kud bychom rovnici te¢ny zapsali ve smérnicovém tvaru y = mx +r, pak
hodnota smérnice te¢ny m je okamzita rychlost v bodé A, tedy derivace
funkce v A|'®)| Derivaci funkce L(t) budeme oznadovat symbolem L'(¢).

z kladné do zaporné hodnoty (nebo naopak), dosahuje kfivka svého vrcholu ¢&i dna.
Tak lze zjistit nejvyssi denni teplotu, maximalni trzby podniku nebo nejdelsi den
v roce bez nutnosti prohlizet kazdy bod grafu.

BK aplnému porozuméni a zvladnuti pojmu derivace nesta¢i jen védét, ze jde
o rychlost zmény. Zakladem je pochopeni, co je funkce a jak se jeji hodnoty méni.
Dulezité je umét ¢ist grafy funkei a rozpoznat, kdy funkce roste nebo klesa. Derivace
funkce je v moderni matematice zalozena na pojmu limity funkce. Ctenaf by mél vé-
dét, co znamena, kdyz ,priblizujeme dva body k sobé&“, a jak limitni pfechod, kdy je
prirtstek vstupu funkce nekoneéné maly, vede k okamzité zméné. Pro vyuziti derivace

Roénik 100 (2025), cislo 4 9
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Pro konkrétni vypocet derivace funkce sinus, které popisuje délku dne,
nebudeme uvadét podrobny matematicky postup. Pro presny vypocet 1ze
vyuzit fadu volné dostupnych néstroji na internetu Tyto nastroje
umoziuji nejen vypocet derivace, ale ¢asto také jeji grafické znazornéni
¢i krokové feSeni. Pro derivaci funkce plati

27 2w 2w
L/(t) % 4,08 = - cos (o= (= 80,75) ) = 0,07 cos (- (1 — 80,75
()~ 4,08 355 - cos { 555 (¢ ~ 80, )) =007 cos 3651~ 80 )
nebot derivaci funkce sinus je funkce kosinus.

Pokud dale amplitudu funkee L'(t) vyjadfime rovnéz v minutéach, kde

B = 0,07 hod = 4,2 min, pak muZzeme provést srovnani grafi funkci
L'(t), L.(t) a L.m(t) (obr. 8).

-=- L(t)
— Lamlt)

~

Zména délky dne (minuty)

Obr. 8: Srovnani grafii funkei L'(t), L:(t) a Lom(t)

St¥edni kvadraticka chyba mezi funkcemi L'(t) a L.(t) je pfiblizné
0,57 minuty, mezi funkcemi L'(t) a L,,,(t) pak pfiblizné 0,1 minuty.
Funkce pro zménu délky dne L, (t) i L., (t) skutecné odpovida derivaci

funkce délky dne, od které se lisi pouze méfitkem. Je to tedy derivace az
na konstantni nasobek a posun, coz je pfesné to, co bychom ¢ekali pii

je tfeba zvladnout zakladni pravidla pro jeji vypocet, pravidla pro derivace elemen-
tarnich funkci, pravidla pro derivace sou¢ti, sou¢inu ¢ podilta funkei apod. Ctenar by
soufasné mél umét pouzit derivaci p¥i popisu konkrétniho jevu (napf. zména délky
dne) a interpretovat vysledek, nap¥. kdy je zména nejrychlejsi nebo kdy se zastavi.
14)Napr. Symbolab: Derivative Calculator
(https://www.symbolab.com/solver/derivative-calculator),
GeoGebra CAS kalkulacka (https://www.geogebra.org/classic/cas),
WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com/input/?i=derivative)

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni


https://www.symbolab.com/solver/derivative-calculator
https://www.geogebra.org/classic/cas
https://www.wolframalpha.com/input/?i=derivative

MATEMATIKA

porovnéani fyzikalni derivace a empirického pfepoc¢tu v jinych jednotkéach
(hodiny vs. minuty).

Jisté existuje cela fada prirodnich cykla, které maji periodicky cha-
rakter a lze je amproximovat pomoci goniometrickych funkei. Z dalsich
muzeme zminit napt. zmény vysky hladiny mof¥i jako disledek stiidaji-
ciho se pfilivu a odlivu, zménu délky stinu v zavislosti na poloze Slunce,
zménu teploty pudy v pribéhu roku, faze Mésice apod [, 4]

Ctenaf si miize oveFit tvahy zminéné v &anku na nasledujici tloze
tykajici se zmény teploty vzduchu v pribéhu roku (poznamky k feSeni
jsou v Ptiloze A).

Problém. V tab. 1 je uveden normal primérnych meési¢nich teplot
v Trutnové Na obr. 9 je graf teplot z tab. 1 a dale graf mezimési¢nich
zmén teplot.

Meésic Leden Unor Biezen Duben  Kvéten Cerven
Normal —-29 -0,9 2,0 7,2 12,0 15,8

Mesic | Cervenec Srpen Zari Rij en Listopad Prosinec
Normal 16,8 16,3 12,3 7.7 2,7 -1,1

Tab. 1: Normal priamérnych mési¢nich teplot v Trutnoveé

1. Urcete predpisy funkei aproximujicich graf primérnych mési¢nich tep-
lot a graf mezimési¢nich zmén teplot vzduchu v Trutnové.
2. Porovnejte (pomoci grafu) nalezené aproximujici funkce s grafem pri-

mérnych mési¢nich teplot a grafem mezimési¢nich zmén teplot vzdu-
chu.

3. Urcete stfedni kvadratickou chybu (RMSE) pro modely primérnych
mésicnich teplot i mezimési¢nich zmén teploty vzduchu.

4. Derivaci funkce pramérnych mési¢nich teplot srovnejte s funkci me-
zimési¢nich zmén teplot.

5. VyzkouSejte Al pro vytvoreni modelovych funkci a uréeni RMSE. Po-
rovnejte tyto modely s empirickymi modely z bodu 1.

15) Periodické jevy jako priliv a odliv popisoval uz v 17. stoleti Galileo Galilei (1564—
1642). Jeho pozorovani mési¢nich fazi, pohybu planet i mofskych jevi vedla k hlub-
Simu chapani rytmu v prirodé.

16)Normal teploty vzduchu je priimérna hodnota teploty, ktera je vypoétena z dlou-
hodobého sledovani pocasi. Typicky se pocita za obdobi 30 let podle metodiky Svétové
meteorologické organizace (WMO).
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Normal teploty
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Obr. 9: Graf pramérnych mési¢nich teplot vzduchu a mezimési¢nich zmén tep-
lot vzduchu v Trutnové

Zaveér

Obsah ¢lanku o zméné délky dne jako modelu periodického ptirodniho
jevu nabizi p¥ilezitost propojit vyuku goniometrickych funkei s realnym
svétem. Funkce sinus a kosinus tak nejsou jen abstraktni matematické
objekty, ale naopak velmi uzite¢né nastroje k popisu pravidelné se opa-
kujicich jevi v pfirodé. Konkrétné bylo ukazano, jak parametry téchto
funkci — amplituda, perioda, fazovy posun a vertikalni posun — odpovi-
daji skuteénym charakteristikAm délky dne b&hem roku.

V ¢lanku jsme vyuzili i moZnosti, které nabizi uméla inteligence (AI).
Modely, které jsme takto ziskali, poskytly piesnéjsi pfizpiisobeni mo-
deli redlnym dattim nez ruéné ziskané modely. Jednim ze zésadnich
davodd, pro¢ model navrzeny pomoci Al (napf. ChatGPT) vykazuje
nizsi stfedni kvadratickou chybu nez ru¢né odvozena funkce, je pouziti
numerické optimalizace. AT model hleda takové parametry funkce (napii-
klad stfedni hodnotu, amplitudu, frekvenci a fazovy posun), které vedou
k co nejmensi chybé mezi modelem a redlnymi daty. Tento pristup je
vypocetné narocnéjsi, ale umoznuje presnéjsi prizpusobeni modelu kon-
krétnimu datovému souboru.

Zatimco ru¢né odvozena funkce se ¢asto snazi presné vystihnout kon-
krétni klicovy bod (naptiklad délku dne pii letnim slunovratu), Al mo-
del bere v uvahu chybu napfi¢ celym rokem a snazi se ji rovnomérné
minimalizovat. Vysledkem byva model, ktery nemusi perfektné odpovi-
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dat fyzikalni interpretaci (napf. maximalné pfesny den slunovratu), ale
poskytuje mensi celkovou odchylku.
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Priloha

Predpokladejme, ze funkce aproximujici primérné teploty vzduchu ma
tvar odpovidajici rovnici . Podle tab. 1 plati, ze A = 7,51 a B = 9,85.
Uhlova frekvence funkce odpovida poétu mésicii v roce, tj. C' = 27/12 =
= 71/6. K odhadu fazového posunu D uvazime fakt, Ze maximum teploty
nastava v ¢ervenci (¢t = 7). Funkce ur¢ena rovnici (1)) ma maximum, kdyz

sin(ﬂt;D))léﬂ(t;D)gétDB:>Dt3.

Pokud je maximum teploty vt =7, pak D =7 — 3 = 4. Po dosazeni do
rovnice plati, Ze funkce aproximujici primérné teploty vzduchu mé
tvar (obr. 10 vlevo)

L(t) = 7,51 + 9,85 sin (%(t - 4)). (7)

Predpokléadejme, Ze funkce aproximujici mezimésiéni zmény teploty
vzduchu méa tvar odpovidajici rovnici .

Podle tab. 2 plati, ze A, = 0 a B, = 5,1. Uhlova frekvence funkce
odpovida po¢tu mésici v roce, tj. C, = 27/12 = /6.
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Mésic Leden Unor Brezen Duben Kvéten Cerven
Zména teploty —-1,8 2,0 29 5,2 4.8 3,8

Mesic Cervenec Srpen  Zari Rijen Listopad Prosinec
Zmeéna teploty 1,0 -0, —40 —46 -5,0 -3,8

Tab. 2: Mezimési¢ni zmény teploty vzduchu

K odhadu fazového posunu D, uvazime fakt, Ze maximalni zména

teploty vzduchu nastava v dubnu (¢ = 4). Funkce uréena rovnici (4) ma
maximum, kdyz

t—DZ t_Dz
COS(TF( ; )):1:#(6):0:75_DZ:0:DZ:1§_

Pokud maximélni zména teploty nastava v ¢ = 4, pak D, = 4, a funkce
aproximujici primérné teploty vzduchu ma tvar (obr. 10, vpravo)

L.(t) = 5,1 cos (%(t - 4)). (8)

Teplota (C)

F ¢ F F o & S P& > & N R R s &
Gl Cd & & & & o » & & & & s & ¢ & 3

Obr. 10: Porovnani realnych dat s modelovymi funkcemi pro primérné mésiéni
teploty vzduchu (vlevo), mezimési¢ni zmény teplot vzduchu (vpravo)

Stiedni kvadratickd chyba pro model primérnych mésiénich teplot
uréeny rovnici je cca 0,7 °C, stfedni kvadratickd chyba pro model
mezimési¢nich zmén teploty vzduchu urcéeny rovnici je cca 1,12 °C.
Pro derivaci funkce teploty vzduchu plati

L'(t) ~ 9,85 - % - cos (%(t - 4)) = 5,15 - cos (%(t - 4)).

Srovnani funkei L'(t) a L,(t) ukazuje maly rozdil v amplitudg, stfedni
kvadraticka chyba ¢ini cca 0,04 °C.
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