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MATEMATIKA

Ciselna charakteristika podobnych trojahelnikii

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Clanek [2] poukazal na dilezitost pojmu podobnost trojiahelnikii pii
studiu rovinné geometrie. Pfitom znovu podtrhl roli komplexnich é&isel,
zdiraznénou uz v uebnici [I]. V tomto ¢lanku popiSeme bijekci svazujici
podobné trojahelniky a komplexni ¢isla.

Stejné jako v [2] je nas§ modus operandi komplexni Gaussova rovin
opatfena pravouhlymi soufadnicemi, takze jeji body D, VW, H,Z, ...
budeme identifikovat s komplexnimi ¢&isly d, v, w, h, z, ... Mnozinu kom-
plexnich ¢&isel budeme znacit pismenem C. Trojihelniky identifikujeme
s trojicemi komplexnich &isel, které nelezi na téze piimce.

Pro porozuméni tomuto ¢lanku jsou potieba zakladni znalosti kom-
plexnich ¢isel: redlna ¢ast Re(z) a imaginarni ¢ast Im(z) komplexniho
Cisla z, absolutni hodnota |z|, komplexné sdruzené ¢islo Z, argument
komplexniho ¢&isla, séitani, odéitani, nasobeni a déleni komplexnich ¢isel.
Je tfeba rozumét tomu, ze nasobeni komplexnim ¢islem odpovidé rotaci
kolem pocatku.

Omezime se na orientované trojice bodu: Trojthelniky ABC' (tj. abc)
a UVW (tj. uvw) jsou podobné, jestlize délky jejich stran AB, BC a
C'A (tj. absolutni hodnoty |a —b|,|b — ¢| a |c — a]) jsou, pro jisté kladné
(realné) ¢&islo ¢, t-nasobky délek stran UV, VW a WU (tj. |u—v|, |[v—w]
a |w — u|). Budeme v tomto pfipadé mluvit o ,,pFimé* ¢ ,orientované*
podobnosti a znacit ji symbolem ~: abc ~ uvw.

Jadrem diikazu hlavni véty v ¢lanku [2] bylo nasledujici lemma, které
je v tomto ¢lanku nasim vychozim tvrzenim.

Lemma. Trojihelniky Z1 2575, tj. 212223, a WiWoWs, tj. wiwaws, jsou
primo podobné prdaveé tehdy, kdyz
w3 — W1 zZ3 — 21

- 1)

w2 — W1 2’2*21.

Podame dva dikazy tohoto tvrzeni, abychom bliZe osvétlili bezpro-
stfedni vztah mezi elementarni rovinnou geometri{ a strukturou kom-
plexnich é&isel.

DV cizojazyné literatuie ¢astéji nazgvana Argandova & Argandova—Gaussova ro-
vina.
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MATEMATIKA

Prvnim dikazem oslovime ¢tenéfe, ktefi se seznamuji se strukturou
komplexnich ¢isel. Dikaz vyuZiva pojmy translace (posunuti) a rotace
(otoceni) komplexni roviny a je prezentovan ve formé tohoto objasiuji-
ciho tvrzeni: Pro kaZdou uspoiddanou trojici z12z923 existuje prdvé jedna
trojice tvaru 0lu splniugict z1 2223 ~ 0lu. Navic, jestliZe je z12223 kladné
om'entovdn potom Im(u) > 0.

Aplikaci t(z) = z — z; dostavame z12923 ~ 02525, kde 2, = 29 — 21
a 2z = 23 — z1. Poté aplikace 7(2) = (24)7'z vede ke 02525 ~ Olu
su = (24) 7124, Tedy 212023 ~ 0lu. Navic, je-li trojihelnik 212223 kladng
orientovan, je kladné orientovan téz 0lu a tedy w lezi v horni poloroviné.
7Z téchto vypoctu vyplyva, ze

23— 2

Y= (2)

22 — 21

a ze tedy 0lu je takova trojice jediné.

Druhy dikaz je stru¢na sbirka jednoduchych fakti, které ¢tenéafi obe-
znameni se strukturou komplexnich ¢isel shledaji zcela elementarni a
evidentni. Absolutni hodnota poméru

‘23*21’ _ |23 — 21|
zo— 21l |z — 2
vyjadiuje pomér délek dvou stran trojuhelniku a argument podilu
ihel o mezi témito dvéma stranami. Tuto situaci jasné vyjadfuje obr. 1.

u
*
\
\
\
\
\

w3 — W1 23 — 21
= =Uu ’
Wz — W1 Z2 — 21 ’

Obr. 1: Trojuhelniky z1 2223, wiwews a 0lu jsou podobné

2) Pripomeiime, Ze trojice bodi z1, 22, z3 je kladné orientovana, pokud se na kruz-
nici opsané témto bodim dostaneme pohybem proti sméru ru¢i¢ek hodin ze z1 nejprve
do z2 a poté do z3.
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MATEMATIKA

Dtikaz je tedy zaloZen na jednoduché mySlence vybrat ze souboru
v8ech pfimo podobnych trojihelniki takovy, jehoZ jedna strana ma (zvo-
lenou) délku 1. Takové volby jsou obecné mozné tii, jak ukazuje obr. 2.

Obr. 2: Podobné trojihelniky 01w, 01“7_1 a Olﬁ

Obr. 2 dokazuje bezprostfedné nasledujici tvrzeni.
Véta. MnoZina vsech komplexnich ¢isel z € C spliiujicich Im(z) > 0 (.
¢isel leZicich v Gaussové roviné nad redlnou osou) pFipousti rozklad na
vzdjemné disjunktni trojice isel

1 u—1
Dy, = ) ) . 3
{ulu U } 3)

Tyto trojice jsou v jednoznacné korespondenci s tiidami primo podobnijch
trojuhelniki. Pouze jedna z téchto trojic degeneruje na jedno ¢islo

1 V3

v=g gt

a odpovidd mnozZiné orientovangch rovnostrannijch trojuhelnikii.
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MATEMATIKA

Zde si neodpustime malou poznamku tykajici se imaginérni ¢asti ¢isel
v trojici . Jakmile jedno z téchto ¢isel ma tuto ¢ast kladnou, maji ji
kladnou (jak jsme u# zaznamenali) i zbyla dvé &sla. Ctenafi, kteFi maji
v oblibé pocetni argument se mohou presvédcit, ze tvar ¢isla u = r + si,
reR, seR, s> 0, vede k zapisu

1 1—r S

1—u (1—r)2+32+(1—r)2+821’
u—1 r(r—1)+s2 s
— i
u r2 4 52 r2 4g2"7

a tedy Im(#) >0a Im(“T_l) > 0.

1—u
Kazdy ¢tenar se jist€ nyni rad piesvéddéi, Ze tfidam rovnoramennych

trojthelnikt odpovida trojice

1t 2 2t 2 -1 2t
]]]):{+' + i '},t>0,

st ey Teit el et

a tfidam pravouhlych trojihelnikii odpovidaji trojice

1 t 1
D=4ti, =+ i, 1+ i}, t>0.
{1’ Pl teErah +tl}’

Pravouhlé trojuhelniky jsou tedy charakterizovany faktem, Ze prirazena
trojice Cisel obsahuje ¢islo ryze imaginarni. Specialné,

11
P PR R
{1, +1,2+21}

popisuje pravouhly rovnoramenny trojuhelnik.

Poznamka. Shora uvedenou vétu miizeme snadno modifikovat na pFipad
vech (tj. neorientovanych) podobnych trojihelnikt uzitim komplexné
sdruzenych ¢&isel: Mnozina vsech komplexnich cisel z € C splnugicich

Im(z) # 0 (4. cisel leZicich v Gaussové roviné mimo redlnou osu) pFi-
pousti rozklad na vzdjemné disjunktni Sestice cisel

— 1 1 -1 -1
Du: u’ ﬂ? ) —7u 7u— .
1—u 1—1u U m
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Tyto Sestice jsou v jednoznacné korespondenci s tridami vSech podobnijch
trojuhelniki. Pouze jedna z téchto Sestic degeneruje na dvojici ¢isel

{1 V3.1 \/5}
-+ —1 - — —1
2 2 2 2

a odpovidd mnoziné vsech rovnostrannych trojihelniki.

Poznamka. ,Normovani“ podobnych trojuhelniki do polohy, kdy je
jedna ze stran identifikovana s intervalem [0, 1] je pouze nasi (vhodnou)
volbou. Volba intervalu [—1, 0] definuje stejnym zptsobem t¥idy

{ 1+u 1 }
u, — , — .
U 1+u

Ponékud jiny rozklad dostéavéme volbou intervalu [—3, 3]. Tato volba
vede k rozkladu komplexnich ¢isel s kladnou imaginérn{ ¢asti na t¥idy

34+2u 2u—3
b 2—4du’ du+2|°

)

t¥idou, ktera degenerovala na jedno ¢islo (a odpovidd mnoZziné oriento-
vanych rovnostrannych trojthelniki).

Nezbyva nez uvést shora uvedenou vétu ve zcela obecném tvaru, kdy
zvolenym intervalem je interval [a,b], kde a # b, a € C, b € C.

V tomto pfipadé je

Obecna véta. Mnozina vsech komplexnich c¢isel z € C lezicich v poloro-
vin€ Gaussovy roviny definované primkou urcenou c¢isly a a b pripousti
rozklad na vzdjemné disjunkind trojice cisel

R N2 N2
Du:{u7a+(ba')’b+(ba)}.
b—u a—u

Tyto trojice jsou v jednoznacné korespondenci s tiidami primo podobnijch
trojuhelniki. Pouze jedna z téchto trojic degeneruje na jedno ¢islo

a(l —+/3i) +b(1+/31)
2

a odpovidd mnozZiné orientovangch rovnostrannijch trojuhelnikii.

u =

Roc¢nik 100 (2025), ¢islo 4 19



MATEMATIKA

Pokud bychom chtéli popsat Sestice komplexnich ¢isel odpovidajici
mnoziné vech (tj. neorientovanych) podobnych trojuhelnikd, vyuzili
bychom nésledujici lemma, jehoZ dikaz ponechame ¢tenafi.

Lemma. Zrcadlovy obraz komplexniho ¢isla u podle piimky uréené kom-
plexnimi ¢isly a a b je c¢islo

ot (a —7a)(b - a)-
b—a

Poznamka. V této zavéreéné pozndmce poukidzeme na souvislost vyse
popsaného rozkladu komplexnich ¢&isel se skladanim prislusnych kom-
plexnich funkci. Zvolme dvé ruzna komplexni ¢isla ¢ a b a oznatme
pomoci C,; mnozinu vSech komplexnich ¢isel, ktera nelezi na piimce
definované ¢isly a a b. Kromé identické funkece f1, f1(z) = z, definujme
na C,; funkce fo a f3:

_ (b—a)? B (b—a)?
Pl =at T & BlE=be T

Na mnoziné G = {f1, f2, f3} definujeme ,nésobeni“ x pomoci skla-
dani funkei (fs x f1)(2) = fs(f:(2)). Néasobeni je tedy déno tabulkou

X[ fi] fa| f3
ol fu] fa | Js
2| f3]f
fs|fs | fi] f2

V terminologii abstraktni algebry je (G, x) cyklickou grupou fadu 3.
Zavér ¢lanku patii dvéma tlohami ¢tenéri.
1. Ukazte, ze volba a = —1 a b = 1 definuje bijekci mezi rozkladem
poloroviny komplexnich ¢&isel na tfiprvkové t¥idy

3+u —3+u
u7 )
1—u 14w
a mnozinami orientovanych podobnych trojihelnikii s vyjimkou jed-

noclenné tiidy popisujici mnozinu v8ech orientovanych rovnostrannych
trojihelnikt. Urcete toto komplexni ¢islo.

20 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

2. Dokazte, ze rozklad poloroviny komplexnich ¢isel na trojice ¢isel

{ 1 1—|—ui}
u, E)
u—1i U

definuje bijekci s mnozinami v8ech orientovanych rovnostrannych troju-
helnikid s vyjimkou degenerované jednoprvkové t¥idy

-4
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Literatura

Andél na atéku

Jan Jekl, Univerzita obrany, Brno

Abstrakt. V tomto ¢lanku se zabyvame hrou dvou hra¢t na nekoneéné Sa-
chovnici. Jeden z hrac¢t (dabel) odebira pole a snazi se soupefre polapit, zatimco
druhy hra¢ (andél) se pohybuje dle predepsanych pravidel a snazi se do neko-
necna unikat. Je znamo, Ze andél dokéze unikat, je-li jeho pfedem stanovena
rychlost dostatecna, a je naopak chycen, kdyz je jeho rychlost prilis mala.

Uvod

Hry a hlavolamy inspirovaly matematiky od nepaméti. Jiz pfed na-
Sim letopo¢tem se Archimedes ptal, kolika zpusoby lze slozit 14 jistych
dilkd, aby vytvorily ¢tverec, viz Ostomachion [9]. V roce 1982 tak sepsali
Berlekamp, Conway, a Guy dvousvazkovou knihu popisujici rizné ma-
tematické hry Winning Ways for your Mathematical Plays. V roce 2004
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