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Geometricka interpretace
Strassenova nasobeni matic

Jan Brandts, Michal Krizek

Abstrakt. V roce 1969 Strassen ukézal, ze soucin dvou redlnych matic typu 2 x 2 lze vypocitat
pouze pomoci sedmi soucinu realnych ¢isel. Do té doby se vSeobecné vérilo, Ze je zapotiebi osm
takovych soucinti. Vysledny algoritmus je vsak povazovan za neintuitivni a chybi také nazorné
a srozumitelné odvozeni Strassenovy metody. V tomto ¢lanku proto predstavime geometrickou
interpretaci této metody, podobnou té, kterd je zdkladem Karatsubova algoritmu pro efektivni
néasobeni celych cisel.

1. Uvod

Naésobeni dvou matic typu 2 x 2 se obvykle provadi podle definice
a b e g | | ae+0bf ag+bh (1)
c d f | ce+df cg+dh |’

coz vyzaduje vypocitat osm sou¢ini dvojic redlnych ¢isel. V roce 1969 vsak Volker

Strassen v [8] ukdzal, ze maticovy souéin v (1) lze také ziskat pomoci pouhych sedmi
soucinu jako

mi +mg —ms + my ms 4 ms
ma + My my —mz+ms+me |’
kde kazdé ze sedmi ¢isel mq, . .., m7 je souCinem dvou realnych cisel:

mi = (a+d)(e+h), mo=(c+de, mzg=alg—h), mg=d(f—e),

ms = (a+b)h, mg=(c—a)le+g), mr=((b-—d)(f+h). (2)

Vsimnéme si, ze Strassenova metoda vyzaduje celkem 18 séitani redlnych cisel,
zatimco v (1) jsou potfeba pouze Ctyri. S¢itani je ale z vypocetniho hlediska mno-
hem levnéjsi operace nez nasobeni. Je ovsem zcela legitimni zabyvat se otdzkou, zda
uspora pouhého jednoho souc¢inu prevazi naklady na tato dodateéna sc¢itani. Pokud
vyse uvedenou myslenku aplikujeme na matici 2n x 2n, kterd je rozdélena do Ctyr
blokii o velikosti n x n, je zisk zfejmy: s¢itani matic totiz vyzaduje provedeni O(n?)
séitdni, zatimco ndklady na ndsobeni matic jsou (v dnesni dobé) stéle podstatné vyssi.
Rekurzivni pouziti Strassenova algoritmu skuteéné vede k metodé, kterd potrebuje
provedeni O(n'82 7) ~ O(n?8!) nasobeni pro soucin dvou matic n x n, na rozdil od
O(n'°#2 8) = O(n?) nasobeni pro rekurzivni pouziti vztahu (1).
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Ackoliv neni tézké oveérit, ze Strassenova metoda ndsobeni matic je spravné, neni
snadné si ji zapamatovat ani odvodit pomoci néjakého jednoduchého matematického
principu. Z tohoto divodu v dalsim predstavime jeji geometrickou interpretaci, ktera
nam muze napomoci k pochopeni hlavni myslenky.

Nedostateénd nazornost Strassenova algoritmu je v ostrém kontrastu s metodou,
kterou objevil Anatolij A. Karatsuba [7] pro vypocet sou¢inu dvou n-mistnych ¢&isel,
a to nikoli v ¢ase O(n'°82 4) = O(n?), ale v O(n'°82 3) ~ O(n'58). Jak naznacuji tyto
rozdilné rady v exponentech, Karatsuba ukazal, jak lze vynasobit dvé dvouciferna ¢isla,
aniz by pouzil ¢tyTi, ale pouze tii ndsobeni dvou ¢islic. Navic podrobné popsal, jak
Ize tuto myslenku rekurzivné pouzit na n-mistnd c¢isla. Jak se pozdéji ukazalo, stejny
népad mél jiz Carl Friedrich Gauss (1777-1855) v souvislosti s ndsobenim komplexnich
Cisel.

2. Znazornéni Gaussova—Karatsubova nasobeni

Gauss si povsiml, Ze souc¢in dvou komplexnich ¢isel a + bi a ¢ + di je roven
(a+bi)(c+di) = ac+ adi+ bci+ bd(i%) = ac+ [(a + b)(c+ d) — ac — bd]i + bd(i?), (3)

a proto jeho vypocet vyzaduje jen 3 nasobeni dvou realnych cisel. Tento vypocet lze
geometricky vizualizovat jako problém znazornéni prislusné plochy. Pritom je dilezité
si uvédomit, ze nejsou potieba jednotlivé souciny ad a be, ale jen jejich soucet. Tento
soucet se rovna plose celého obdélniku na obrazku 1 zmensené o jiz vypocitané plochy
jeho levého horniho a pravého dolniho diagonalniho bloku.

c d

a ac ad
ad+bc=(a+b)(c+d) —ac—bd

b be bd

Obr. 1. Geometricka interpretace Gaussova—Karatsubova nédsobeni pomoci ploch

Kdyz se tato idea pouzije pro nasobeni dvou komplexnich matic typu n x n, tak
zisk z jednoho usporeného nasobeni dvou redlnych matic typu n x n snadno prevazi
tfi dalsi s¢itani redlnych matic typu n x n.

2.1. Karatsuba versus Kolmogorov

Vyse uvedenou ideu Gausse pouzil Karatsuba [7] k efektivnimu ndsobeni celych ¢isel.
Na seminafi z vypocetni slozitosti na Moskevské statni univerzité, ktery v roce 1960
organizoval Andrej N. Kolmogorov, Karatsuba opravil nasledujici Kolmogorovovo tvr-
zeni, Ze nasobeni dvou n-mistnych celych éisel vyzaduje n? souéinti dvou éislic. Karat-
suba si povsiml, ze dvouciferné ¢islo dyds se rovna ds + dj - 10, a proto jeho vynasobeni
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jingm dvoucifernym ¢islem vyzaduje pouze tii ndsobeni dvou ¢islic. PFitom pouzil (3),
kde imaginarni jednotku i zameénil za zédklad 10. Namitku, ze soucet dvou ¢islic nemusi
byt nutné jednociferny, lze snadno obejit. Povsimnéme si, ze pokud méa vysledny sou-
cet dvé cislice, tak jeho leva cislice je nutné 1, coz ¢astecné usetii provadéné operace.
Dulezitejsi ale je, ze pri rekurzivnim pouziti této myslenky na vicemistna ¢isla ma
soucet dvou n-mistnych ¢isel nejvyse n + 1 ¢islic.

Karatsubova metoda je konkrétnim prikladem nésobicich schémat A.L. Tooma [9].

2.2. Konvoluce a rychla Fourierova transformace

Cislice sou¢inu dvou celych ¢isel Ize ziskat pomoci konvoluce vektortia = (a1, . . . , ay,)
ab=(by,...,by), jejichz prvky jsou ¢islice. Konvoluce axb =c = (c1, ..., cap—1)
je definovana vztahem

co= Y aib;, Lefl,...,2n—1}. (4)

ifj=0+1

Poznamenejme, ze obrazek 1 vlastné ilustruje, jak vypocitat konvoluci dvou dvou-
slozkovych vektoru

(a1, az) * (b1, b2) = (a1b1, a1bz + agb1, azbs) (5)

prii pouziti minimalniho poc¢tu ti{ ndsobeni. Obecné plati, Ze konvoluce dvou n-slozko-
vych vektort a a b se rovna vektoru diagonalnich souc¢tu obdélniku, jehoz strany maji
délky a1 + ...+ an a by +. ..+ by, jak je zndzornéno na obrazku 2.

by by b3 by by

arby =c1 ay
a1by + agby = ¢ a2
as
a4
as
a1bs + agby + asbs + agby + asby = c5

agbs + agby + agbs +asbs =c¢ ... . asbs = cg

Obr. 2. Geometricka interpretace konvoluce jakozto souctu ploch obdélniku na jednotlivych
diagonalach

Po provedeni konvoluce (4), resp. (5), potfebujeme k nalezen{ vektoru ¢islic soud¢inu
n-mistnych ¢isel pouze scitani. Tento proces je vSeobecné znamy jako prenos cislic.

Také pro n > 2 byly vyvinuty metody vypoctu konvoluce s pouzitim nizkého nebo
dokonce minimélniho poc¢tu soucint celych cisel zalozené na praci Tooma a Wino-
grada [2], [9], [10]. V nékterych z téchto metod se ndsobeni pevnou konstantou odlisnou
od prvku vektoria a a b nepocita do poc¢tu nasobeni potrebnych k vypoctu konvoluce.
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Hlavni myslenku vétsiny rychlych metod vypoctu konvoluci 1ze vysvétlit tak, ze
vektory a, b povazujeme za koeficienty polynomiu

px)=a1 +ax+...+ax" ' a q(x)=by +box+ ...+ byt

Potom konvoluce ¢ = a x b je vektor koeficienttt polynomu r(z) = p(x)q(z). Protoze r
je jednoznacné urceno svymi hodnotami v m = 2n — 1 bodech, lze z téchto hodnot
ziskat c, které lze zjistit vypoc¢tem soucinu hodnot p a ¢ v téchto bodech.

Tedy konkrétné necht x1, ..., z,, jsou navzajem rtzné body. Pak c lze ziskat
z hodnot r pomoci vztahu

2? xin 2 c1 r(zy)
Ve=| : : : = : : (6)
9 zin—2 Con—1 r(Tm)
zatimco naopak hodnoty p a ¢ v bodech z1, . .., x,, 1ze ziskat vyndsobenim vektoru

koeficientii a a b Vandermondovou matici V' v (6) po rozsifeni a i b o n — 1 nulovych
prvki. Pfitom nasobeni matici V typu m x m vyzaduje obecné vyéisleni O(n?) =
= O(m?) soucinti. Reseni (6) také vyzaduje jen O(n?) nisobeni, protoze pro danou
mnozinu bodii poéitdme V ~! pouze jednou, a pak kazdé ndsobeni V! spotiebuje jen
O(n?) nésobent.

Pokud zvolime jako interpolacni body 2n — 1 kofenti jednicky e2*7/(n=1) (L =
=0,1,...,2n—2) v komplexn{ roviné, potom transformace F: R?"~! — R2"~! mezi
koeficienty a hodnotami polynomt v (6) se nazyva diskrétni Fourierova transformace.
Rychla Fourierova transformace (FFT) [3] je vlastné velice sofistikovand implementace,
ktera vyuziva grupovou strukturu kofent jednicky takovym zpusobem, Ze jak F(z) tak
i 7~ 1(y) potiebuji pouze O(n log, n) soucinti dvou komplexnich ¢isel. Tedy pokud jsou
a, b € R", pak jejich konvoluci a * b lze vypocitat pomoci vztahu

axb=7F"1(F(a) - F(b)). (7)

Symbol - v (7) oznacuje ndsobeni vektort po jednotlivych prveich s vypocetni slozitosti
O(n). Vypocet celé konvoluce pak s ohledem na FFT a jeji inverzi spotiebuje Cas
O(n logy n), viz [3].

3. Strassenovo nasobeni

Matice na levé strané v (1) v zdsadé nevyzaduje zadny z jednotlivych souintt dvou
redlnych cisel, ale pouze ¢tyTi soucty prislusnych dvojic. Proto lze snizit pocet soucinti
dvou redlnych ¢éisel podobnym zptsobem jako v (3) a na obrdzku 1, a to vhodnou
geometrickou interpretaci souc¢int realnych ¢isel jakozto ploch.

3.1. Prvotni zjisténi

Nésobeni dvou matic typu 2 X 2 ve vztahu (1) z hlediska ploch podobnych obrézku 1
je znazornéno na obrazku 3. Kazdy ze ¢tyr prvki sou¢inu matic se rovna souctu ploch
dvou obdélnikt stejné barvy. Na rozdil od konvoluci znazornénych na obrazku 2:

144 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 70 (2025), ¢. 3



Obr. 3. Geometricka interpretace soucinu dvou matic typu 2 X 2 je zndzornéna ruzné obar-
venymi plochami

(i) je tfeba uvazovat jen diagondly, které jsou rovnobézné s hlavni diagonélou;
(ii) stac¢i vyuzit prvky pouze na t¥ech ze sedmi diagondl;
(iii) nestaci ale ziskat jen celkové soucty téchto t¥{ diagondl.

Bod (i) 1ze snadno vyfesit obracenim poradi prvku jednoho ze dvou ¢initeltt soucinu.
Bod (iii) je v8ak zasadni: rychlé metody vypoctu konvoluci ve skuteénosti nevyzaduji
vypocet jednotlivych diagonalnich prvka nebo ¢asti diagonal.

Prvky souéinu Z dvou matic X a Y typu n X n pro n > 2 lze znazornit podobné
jako na obrazku 3. Takovy prvek z;; se skuteéné rovna skaldrnimu sou¢inu x; y;, kde
z] je i-ty fddek matice X a y; je j-ty sloupec matice Y. Diky vztahu

Zij = x?yj = trace(x?yj) = trace(yjzzziT) = trace(:zzl-ij) (8)

lze kazdy prvek z;; matice Z nahradit matici xiyj—-r € R™*™ s hodnosti 1, jak je zna-
zornéno na obrazku 3 pro n = 2. Z vysledné matice hodnosti 1 a velikosti n? x n? je
relevantnich pouze 2n — 1 diagonal, ale dulezité jsou vsechny diléi soucty pres kazdych
n prvku na takové diagondle, a nikoli pouze jejich celkovy soucet. Ten lze vypocitat
pouzitim FFT pomoci O(n? log, n?) nasobeni. Neni jasné, zda lze FFT nebo jinou
metodu vypoctu konvoluci pomoci malého poctu nasobeni prizpusobit tak, aby se
prislusné diléi soucty daly efektivné vypocitat.

3.2. Geometricka interpretace Strassenovy metody

Otéazka, zda lze kazdou ze ¢ty barevnych ploch na obrazku 3 ziskat s¢itanim a ode-
¢itanim ploch méné nez osmi obdélnikovych ¢ésti ac, . . ., dh ze vztahu (1), je v (2)
zodpovézena pouze Castecné, protoze nékteré z téchto ¢asti, napiiklad ms = a(g — h),
jsou samy o sobé rozdily ploch. Ve skutecnosti je v kazdém ze soucinti ms, my, meg a ms
v (2) jednim z ¢initelii rozdil mezi mimodiagondlnim prvkem a diagondlnim prvkem
ve stejném sloupci.
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To naznacuje, ze mimodiagonalni prvky lze ziskat pomoci diagonalnich prvk.
Vskutku, aniz bychom pocitali jakékoli souciny, mizeme nejprve zapsat jednotlivé
Cinitele soucinu ve tvaru

a r+d e u+h ()
a—+s d e+v h |’

pro néz podle (1) plati b=r+d, c=a+s, f =e+va g = u+ h. Odtud a podle
vztaht (2) dostdvame

m1 = (a+d)(e+h), ma=(a+d+s)e, mzg=au, my=dv,

ms = (a+d+r)h, mg=s(e+u+h), mr=r(e+v+h). (10)

Jadrem soudinu (9) je maticové ndsobeni

a d e h
[a d}[e h]’ (11)
ve kterém se objevuji ctyfi z celkového poc¢tu osmi maticovych prvki. Vyzaduje to
vypocet pouze dvou soudini, napiiklad (a + d)e a (a + d)h. Nyni uvazujme (9) jako
perturbaci (11).
Prvky soucinu (9) lze vizualizovat jako na obriazku 4. Protoze prvky ve druhém
radku soucina prekryvaji prvky v prvnim radku, zobrazujeme je zvlast, tj. leva cast
obrazku odpovida prvnimu radku souc¢inu, prava c¢ast druhému radku.

v e h u v e h u
p P
d d
a a
S S

Obr. 4. Prvky souinu matic ve vztahu (9) jsou zndzornény jako barevné plochy

Konecné na obrazku 5 znédzornujeme plochy sedmi obdélnikii ziskané prizpusobe-
nim vztaht (2) na matice v sou¢inu (9). Nechdvdme na ¢tendri, aby si vizudlné oveéril,
ze kazdou z ploch na obrazku 4 lze ziskat jako soucet a rozdil obdélnikti na obrazku 5.
Jinymi slovy, timto zptisobem (pomoci séitédni a odéitani ploch) ziskdme prvky Stras-
senova souéinu uvedeného v (10), ktery je ekvivalentni s (2).

s s vov

¢inem uvedenym v (11).
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r r
d d
a a ma
s s

Obr. 5. Sedm obdélniki, ze kterych lze sestavit jednotlivé ¢4sti na obrazku 4

4. ZavéreCné poznamky

Od doby, co Strassen prokazal, Ze ndsobeni matic nevyzaduje, jak se vSeobecné pred-
poklddalo, O(n?) aritmetickych operaci, fada autort ptispéla ke sniZeni exponentu
u n smérem k hodnoté dvé. V roce 1990 Coppersmith a Winograd [4] snizili hodnotu
tohoto exponentu na tchvatnych 2,3755. Od té doby nedoslo k zaddnému vyraznému
kvantitativnimu pokroku: v roce 2024 ztstava hledany optimalni exponent na hodnoté

2,371 339,

viz [1]. Mnohé z téchto algoritmu se nazyvaji galaktické, coz znamena, ze multiplika-
tivni konstanta ukrytd v hornim odhadu O(n*) je prilis velkd na to, aby vySetfovana
metoda méla jakykoli prakticky vyznam.

S rostouci pouzitelnosti umélé inteligence pri hledani novych matematickych vy-
sledku vyvojari sachového programu AlphaZero a programu AlphaGo pro starodavnou
¢inskou hru go promeénili otazku hledani zptisobti, jak nésobit matice rtiznych malych
rozméri pomoci malého poctu soucint, v hru nazvanou AlphaTensor [6]. AlphaTensor
byl schopen dosdhnout vétsiny soucasné znamych dolnich odhad poctu potiebnych
nasobeni, ale v nékterych pripadech je dokonce prekonal.

Na zavér poznamenejme, ze zakladni problémy z linearni algebry, jako je inverze
matice a vypocet determinantu, maji stejnou vypocetni slozitost jako nasobeni matic,
viz [8]. Je také znamo, Ze Strassenovo ndsobeni neni zpétné stabilni algoritmus na
pocita¢i s konecnou presnosti aritmetiky, viz [5]. To je Casto povazovano za hlavni
nevyhodu Strassenovy metody a dalsich rychlych metod pro ndsobeni matic.

Podékovani. Druhy autor byl podpofen RVO 67985840 AV CR a grantem GACR
24-10586S.
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