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32. rocnik Mezinarodni matematické soutéze
Vojtécha Jarnika

Jaroslav Hancl, Ondrej Kolouch, Lukds Mocek, Jan Sustek

Abstrakt. Clanek piedstavuje 32. roénik Mezindrodni matematické soutéze Vojtécha Jarnika,
ktery se konal 1. kvétna 2025 v Ostravé. Uvadime osm soutéznich tloh, jejich kompletni feseni

vvvvvv

1. Uvod

Dne 1. kvétna 2025 se v Ostravé uskutecnil jiz 32. rocnik Mezindrodni matematické
soutéZe Vojtécha Jarnika (VIIMC). Tato prestizni soutéz, uréend vysokoskolskym stu-
dentum matematiky, patii mezi nejstarsi svého druhu v Evropské unii. Kazdoro¢né
piivadi do Ostravy talentované studenty z celé Evropy i dalsich ¢asti svéta. Ucastnici
jsou rozdéleni do dvou kategorii — v prvni soutézi studenti prvnich a druhych roc¢nik,
ve druhé pak starsi studenti. Mezinarodni porota, slozend z delegat zucastnénych
univerzit, vybira dlohy a dohlizi na regulérnost celé soutéze. Soutézici maji na vyte-
Seni ¢tyT naro¢nych matematickych tloh ¢tyri hodiny. Letosniho ro¢niku se zucastnilo
98 studentt z 27 univerzit z 12 zemi.

Soutéz VJIMC navazuje na matematickou soutéz Internacionalno Studentsko Tak-
micenje iz Matematike, ktera byla poradana v Bélehradé a zanikla koncem osmdesa-
tych let v souvislosti s rozpadem byvalé Jugoslavie. Starsi nez VJIMC je pouze ame-
rickd soutéz William Lowell Putnam Mathematical Competition a nékolik lokalnich
soutézi konanych v zemich jako Cina ¢ Rusko. V Evropé existuje také International
Mathematical Competition, kterd je svym formatem podobna soutézi VJIMC, avsak
je o nékolik let mladsi.

V tomto ¢lanku uvadime soutézni priklady letosniho roéniku spole¢né s jejich fese-
nim, aby si ¢tenari mohli udélat predstavu o obtiZnosti a tematickém zameéreni soutéze.
Vsechna uvedena feseni jsou vzorova reseni dodand autorem prikladu, pouze u druhého
prikladu prvni kategorie je uvedené reseni inspirovano autorskym fesenim a resenim
souteéziciho.

2. Soutézni problémy

Prvni kategorie

Problém 1. Necht a 2 2 je celé ¢islo. DokaZte, Ze existuje kladné celé ¢islo b s nésle-
dujici vlastnosti: Pro kazdé pfirozené ¢islo n existuje prvoéislo p = p(a, b, n) takové,
7e a” + b je délitelné ¢islem p, ale neni délitelné p?.
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Problém 2. Naleznéte vsechna redlnd cisla x > 1 vyhovujici rovnosti
[2]
n+1 n L J
{ J:n—L—J—F{L JJ—{ J—i—
x x

pro vsechna prirozena cisla n.

Problém 3. Nazvéme posloupnost (b1, be, . . .) prirozenych ¢isel rychle rostouct, jest-
lize pro vSechna n = 1 plati b, 1 = by, + 2. Déle pro posloupnost a = (a(1), a(2), .. .)
redlnych ¢isel a posloupnost b = (by, ba, . . .) kladnych celych ¢isel oznac¢me

8[3

8

SHEIE
8

S(a, b) = i la(bn) +a(b, +1) +. ..+ a(bpt1 — 1)].

1. Existuji dvé rychle rostouci posloupnosti b = (b1, be, . . .), ¢ = (c1, c2, . . .) takové,
Ze pro kazdou posloupnost a = (a(1), a(2), . . .) plati, ze pokud vSechny fady

Za(n), S(a,b) a S(a,c)

(o]
konverguji, pak fada > |a(n)| také konverguje?
n=1

2. Existuji t¥i rychle rostouci posloupnosti b = (b1, ba, .. .), ¢ = (c1, ¢2, ...), d =
= (dy, da, . ..) takové, ze pro kazdou posloupnost a = (a(1), a(2), . ..) plati, ze
pokud vsechny rady

S(a,b), S(a,c) a S(a,d)
o0
konverguji, pak fada > |a(n)| také konverguje?
n=1
Problém 4. Necht n = 2 je celé ¢islo a necht A je redlnd ctvercovd matice Fadu n

s miniméalnim polynomem z™ + x — 1. Ukazte, ze

tr((nA" ' + 1)~ A"7?) =0,

n
kde tr(B) = Zl bi; oznacuje stopu matice B = (bi;)7 j—-
i=

Druhéa kategorie

Problém 1. Necht z¢g = a,x1 = b, x5 = ¢ pro dana redlna cisla a, b, ¢, a necht z,, 15 =
= % pro n = 1. UkaZte, Ze je posloupnost (z,,)22, konvergentni a naleznéte jeji

limitu.

Problém 2. Necht A a B jsou dvé ¢tvercové komplexni matice fadu n majici stejnou
hodnost. Déle necht k € N. Dokazte, 7e A¥T1B*¥ = A pravé tehdy, kdyz B*t1AF = B.
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Problém 3. Urcete hodnotu integralu

/ log(z + 2) de
0

2 +3x+2

Problém 4. Necht D = {z: |z] < 1} je jednotkovy kruh v komplexni roviné a pied-
poklddejme, ze f: D — D je holomorfni funkce spliujici ‘li‘m |f(z)] = 1. Necht
z|—1

[e.e] o0
f(2) = 3 anz™ je Taylorova fada funkce f. DokaZte, ze >, n - |a,|? je rovna poctu
=0 n=0

n=
kotent funkce f (poc¢itdno s ndsobnostmi).
3. Reseni

Prvni kategorie

ResSeni problému 1. Nejprve predpokladejme, Ze a = 2. Zvolme b = 10. Pak pro
n =1 je ¢islo a™ + b = 2 + 10 = 12 délitelné 3, ale ne 32, zatimco pro n = 2 je &islo
2" + 10 délitelné 2, ale ne 22.

Podobné pro a = 2™, kde m = 2, je ziejmé, Ze pro b = 10 a pro kazdé kladné celé
&islo n je ¢islo a™ + b = 2™ + 10 délitelné 2, ale ne 22.

Zbyva tedy uvazovat pripad, kdy a méa lichého prvociselného délitele. Necht q je
lichy prvoéiselny délitel ¢isla a. Pokud q | a, ale ¢% { a, pak pii volbé b = a vidime,
7e a™ +b = a" + a je délitelné ¢, ale ne ¢>. (Pro n = 1 mame a" + a = 2a, takze
to také plati.) Pokud ¢? | a, pak volbou b = ¢ vidime, Ze pro kazdé n = 1 je é&islo
a” + b= a" + q délitelné ¢, ale ne ¢>.

ReSeni problému 2. Podminka z > 1 zajistuje, Ze souet na pravé strané rovnosti
je konecny.

Predpokléddejme, Ze pro nékteré x rovnost plati. Pak pro vSechna n 2 x je L%J 21

a dosazenim L%J za n do rovnosti dostaneme

2ot 2|2 [ L)

coz po pricteni k puvodni rovnosti dava

22222

Vydélenim obou stran n a prechodem k limité pro n — co dostavame

1 1

T |

x+:1c2 ’
145

coz mé jediné feseni vétsi nez 1, a to ¢ = =5
Nyni musime ukazat, Ze pro x = ¢ je puvodni rovnost skutecné splnéna pro vSechna
n = 1. Nejdiive ukdZeme, Ze pro kazdé n = 1 plati

Ex N 0
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Protoze pro kazdé pfirozené ¢islo k plati |ke| < [(k+ 1)¢| < [ke] + 1, mohou pro
konkrétni n nastat pouze dva pripady.
Piipad 1: existuje k = 1 takové, ze n = |kp]. Potom

kp—¢ ko] ke . _ lkol+1 kot

P ¥ ¥ P

222 22

S vyuzitim vztahu k + % = kp dostavame

{n;1J+ V%j;lJ . {EJ _ {,HEJ = lky| = .

Pripad 2: existuje k 2 1 takové, ze n = |kp| +1 < [(k+ 1)p] =n + 1. Potom

k—1= k+1

a odtud

I
N
—
-~
AS)
| E——
+
—_
| S
I
o~

ke _ Lkpl+1 _ |(h+D)p) _ (h+Dp _,
¥ ¥ ¥ ¥

k= +1

a odtud

o)) (22220

1

S vyuzitim vztahu k + g =kp a =% 1 dostavame

25242 [ e 2

Timto mame dokdzdnu rovnost (1) pro vSechna n = 1. Nyni matematickou indukei
ukéazeme, ze odtud vyplyvd platnost ptvodni rovnosti pro z = ¢ a vSechna n = 1.
Oznacme

L@):V“J, R(n):n—{gJ-i- &) —{@JJF...

¥ ¥

Pron =1 plati L(1) = R(1) = 1. Pfedpoklddejme, ze plati L(m) = R(m) pro m =
=1,...,n. Pak z rovnosti (1) pro n + 1 dostdvame

et 222) oo o[22
— (n+1)- M%EHJ - |22 L@+ .

Tim je dikaz ukoncen.
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Reseni problému 3. 1. Odpovéd je ne. Ditkaz rozdélime na dva piipady.

Piipad 1: existuje ng takové, ze bp,11 = by, +2 a ¢yy1 = ¢, + 2 pro viechna n = ng.
Pak pro a, = (_711)” méme |a(b,) + a(b, +1)| = 0 = |a(en) + ale, + 1)| pro vSechna
n 2 ng, takze obé fady S(a, b) a S(a, ¢) konverguji, také > a, je konvergentni, ale
> Jan| = 5 1 = +oo.

Piipad 2: posloupnost (b,) m4 nekoneéné mnoho ¢lent s vlastnosti b,11 = b, + 3
nebo posloupnost (¢,) mé tuto vlastnost. Bez jmy na obecnosti predpokladejme,
Ze tuto vlastnost méa (b,). Pak pro kazdé n, pro které b, 1 = b, + 3, ¢leny a(b,),
a(by, + 1), a(b, + 2) patii mezi séitance v |a(by,) + ...+ a(bp41 — 1), Feknéme, ze
tyto tii ¢leny ,patii do stejné b-skupiny“. Avsak bud a(b,,), a(b, + 1) patii do stejné
c-skupiny (pokud b,, + 1 # ¢ pro vSechna k), nebo a(b, + 1), a(b, + 2) patii do
stejné c-skupiny (pokud b, + 1 = ¢ pro n&jaké k). Mdme tedy nekoneéné mnoho
dvojic (a(ix), a(ix + 1)), &k = 1, 2, ..., pricemz kazdd dvojice je zdroven ve stejné
b-skupiné i ve stejné c-skupiné. Nyni stacf polozit a(iy) = 1, a(ix +1) = — 4 (miizeme
predpoklddat ix41 > ip + 1) a vSechny ostatni a(n) = 0. Potom vSechny scitance
v S(a, b) a S(a, ¢) jsou nulové a zjevné Y a, konverguje (jeho ¢asteéné soucty jsou
bud 0, nebo %), ale > |an| = +o00, protoze obsahuje vsechna % a m4 nezaporné ¢leny.

2. Odpovéd je ano. Vezméme b, = 2n — 1, ¢,, = 2n a d,, = 3n — 2. Potom konver-
gentni fady jsou

la(1) + a(2)| +[a(3) + a(4)| + [a(5) + a(6)] + . . .,
la(2) + a(3)| + [a(4) + a(5)| + [a(6) + a(T)[ +. . .,
la(1) + a(2) + a(3)| + |a(4) + a(5) + a(6)| +

Méme
la(1)] = la(1) + a(2) + a(3) = (a(2) + a(3))| = |a(1) + a(2) + a(3)| + |a(2) + a(3)],
la(3)] = fa(1) + a(2) + a(3)] + |a(1) + a(2),
la(2)] = |a(1) +a(2) — a(1)| = [a(1) +a(2)] + |a(1)| =
< Ja(l) +a(2)] + |a(l) + a(2) + a(3)] + |a(2) + a(3)|

Totéz plati pro libovolnou trojici a(3k + 1), a(3k + 2), a(3k + 3). Dohromady mame
la(3k + 1)| + |a(3k + 2)| + |a(3k + 3)| < 3(|a(3k +1) + a(3k + 2)| +
+]a(3k +2) + a(3k + 3)| +
+|a(3k 4+ 1) 4+ a(3k + 2) + a(3k + 3)]).

N

Odtud plyne, Ze posloupnost ¢dstecnych souétit > |a(n)| je shora ohrani¢ena ¢islem
n=1

3(S1 + S2 4 S3), kde Sy, Sa, S3 jsou soucty vyse uvedenych tif fad.

ReSeni problému 4. Vlastni &sla Aq, . . ., A, matice A spliiuji rovnost A" + X = 1,
tj. jsou kofeny polynomu «(z) = 2™ + z — 1. Uvazovand stopa je rovna

n n—2
P
— n)\;?l +1’

kde \j jsou vlastni cisla A.
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Potrebujeme nasledujici dvé lemmatas:

Lemma 1. Necht P(z) = a [][(z — ax). Pak plati e > = pro
k=1 k=1
z# a1, ..., an.

=

Diikaz. Méme P'(z) = a I1 (2 — a;). Déle plati

1 j#k

jl;[k(zfaj) g

" z—a
[ (z—ay) ¥
=1

k

pro pevné 1 < k < n. Odtud

e
—
I\
\
S
<
~—
3

PI(Z) o - j#k - 1
= - = —
Pl I [[(z—a;) =1 ° "
j=1
O
Lemma 2. Necht 21, ..., 2, jsou koreny polynomu P stupné n, které jsou vsechny
navzajem ruzné. Pak plati
n "
z
> s —o.
k=1
Diikaz. Necht wy, ..., w,_1 jsou kofeny derivace P’. Protoze vSechny koteny P jsou
ruzné, jsou Cisla wa, . .., w,—1 odli$nd od z1, ..., z,, ekvivalentné P’(z;) # 0 pro
vSechna j =1,...,n.
Pouzit{ lemmatu 1 na P’ dava
P'(z) ’f 1
Pl(z)  “~ z—w;’
J=1
takze
j
/ — W, _ .
=1 Prz) b1 j—1 kT Wi =1 ke Wi T Rk =1 P(wy)
O

Kofeny polynomu «(z) jsou vSechny jednoduché, protoze kazdy kofen zp poly-
nomu ¢ spliuje o/ (29) = nzy ' +1 =0, a odtud

n—1 n—1 &
Zo—lzmﬁn_l—l#o,

alz0) =20 +20—1=

kde €,—1 je (n — 1)-ni odmocnina z —1.
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Tedy lze pouzit lemma 2 a dostdvame

"o (k) "L n(n—1)AP? - A2
0 = = _ - = — 1 _ =
; o' (Ag) ; n/\;jl +1 n(n—1) ; n)\}fl +1

—nn—1) tr((nAnfl + 1)*1AH),
coz dokazuje pozadovanou rovnost.

Druhéa kategorie

Reseni problému 1. Mame

o Tn+2 + Tn+1 Tn+1 + Tn
Tn4+da — Tp+3 = - -

1
2 2 2
1 (:cn + Tp_1
2

1
2 _xn>—_1(xn_$n—l)7

tedy (x,) je cauchyovskd posloupnost, a proto konverguje.
Necht nynf y, = zpy1 + Tpn + %:zzn,l pro n = 1. Potom

Ty + Tpn_1 1 1
e +$n+1 + —xn = Tn+1 +zy, + ixnfl -

Yn+1 = Tn+2 + Tn+1 + §xn - 2 2

:yn:

1 1
:y1:172+171+§x0:c+b+§a.

Protoze plati

lim y, = = lim =z, ,
n—oo n—oo
dostédvame nakonec
. a+2b+2¢
lm 2z, = —— .
n—o00 5

ReSeni problému 2. Nage tvrzeni je symetrické v A a B, takze sta¢{ dokdzat im-
plikaci zleva doprava. Piedpokladame, ze A¥*1B¥ = A, a dokézeme, ze B*T1AF = B.

Méme ker B C ker A*T1B¥ = ker A. Protoze ale rank A = rank B, dostdvame
ker B = ker A. Na druhou stranu plati

rank A = rank A*T!B* < rank A*t! < rank A .

Takze mame

rank A**1 = =rank A2 =rank A4 .
Je ziejmé, Ze ker A C ker A2, takze ker A = ker A2.
Nyni tvrdime, ze C" = ker A @ Im A. Ve skutecnosti stac¢i dokézat, ze

ker ANIm A = {0}. Pokud z € ker A NIm A, pak existuje y € C" takové, Ze
x = Ay, takze A%y = Az = 0, tj. y € ker A% = ker A. To déva x = Ay = 0.
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Miuzeme tedy zvolit bazi tak, aby A mélo tvar

A 0
00)”

kde A; je reguldrni. Protoze ker A = ker B, muzeme predpokliadat, ze B ma ve stejné

béazi tvar
B 0
B3 0)°

Nakonec z A¥*1B¥ = A plyne, 7ze A¥"'BF = A;. Odtud dostavame A¥BY = I,
protoze A; je regularni. Nyni je snadné vidét, ze B*1AF = B.

Reseni problému 3. Pouzitim substituce 2 — = — 1 dostdvame
/ In(z +2) do — / In(z +1) da
o (+1)(z+2) 1 z(z+1)

Definujme I(a) := [~ I(1+ar) g, Potiebujeme nalézt I(1). Zjevns 1(0) = 0. Déle

z(14x)
plati
> 9 In(1 > 1 In (2%
= [T Bt g [T e I (1)
1 Oa z(l42) 1 I+ 2)(1+ax) a—1
Tedy

a—1

1/2 _
J_/ Mda.
0

a

Uln (22 1 atl 1 _a
- [y O, ),

Zbyva tedy najit posledni integral, ktery oznac¢ime H. Potom, uzitim integrace meto-

dou per partes, dostavame
1/2 /2 154
— / da =
a=0 0 1—-a

1/2
H:/ Inl—a)dlna=—Inaln(l—a)
0

1 J—
:—ln22—|—/ Mda.
1/2 a

1 J—
H+/ Mda:—l
1/2 a

Na druhou stranu plati
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Posledni dvé rovnosti mezi H a fll/z ln(ll;a) da ndm umoziiuji nalézt H = — ’1’—; — 1“; 2
‘s . P _ n2 In? 2

Odtud dostavdme pozadovany vysledek I(1) = - + #5=.

ReSeni problému 4. Pokud je f konstantni, pak |ag| = |f| =laa; =as =...=0,

takze tvrzeni je trividlni.

Predpokladejme, Zze f neni konstantni. Podle principu argumentu nabyva funkce
vsech hodnot stejné mnohokréat. Oznacme tento pocet K. Konkrétné K je pocet korent
funkece.

Jelikoz f(D) pokryva D pravé K-krat, plocha obrazu s multiplicitami je K'7. Na
druhou stranu lze tuto plochu vyjadrit jako

_ 1eN213-12 —
Kn = /|Z|€D|f () ldzp =

= / Z nanz"_l) (Z W) |dz|? =
|z|eD

n=1 k=1

1 2
nka,ag / / 2l R dt dr =
r=0 Jt=

0 T
n=1 k=1 0

0 pokud n # k

o0 1 27
= Z n?|a,|? / r2=ldt dr =
n=0 r=0 Jt=0
o
2
= Z n2|an|2 om
n=0
oo
= Z n-lanl|*,
n=0

takze
o0
Z n-la,* = K.
n=0
Vsechny takové funkce jsou konecné Blaschkeho souciny

a zZ—C
f@=c]] +—

k=1

)

1—-7¢rz
kde ¢1,...,ck € Dale|=1.
4. Vysledky

Nize je uvedeno poradi nejuspésnéjsich studentt v kazdé kategorii. Za kazdy priklad
bylo mozné ziskat maximalné 10 bod.
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Prvni kategorie:

Poradi Jméno Meésto Pr.1 | Pr.2 | Pr.3 | Pr.4 | >
1. Konstanty Smolira Krakov 10 10 6 9 | 35
1. Krzysztof Salata Krakov 10 10 10 | 35
3. Xavier Diaz Barcelona 9 10 9 | 33
4. Michal Janik Praha 10 7 9 |30
5. Julian Bleicher Mnichov 10 5 7 129
5. Jakub Sogovicka Praha 10 | 10 9 - |29
7. Namik Agié¢ Zéhteb 10 7 1 10 | 28
8. Jordi Ferré Barcelona | 10 10 7 27
9. Jeremi Hyska Varsava 10 6 10 26
9. Andrei Karmanovich Krakov 10 1 10 26
Druhi kategorie:
Poradi Jméno Meésto Pr.1 | Pr.2 | Pr.3 | Pr.4 | >
1. Fukasz Orski Krakov 10 10 10 10 | 40
1. Medine Odayeva Aschabad | 10 10 10 10 | 40
3. Adam Naskrecki Varsava 10 10 10 37
4. Martin Bierbaumer Viden 10 10 9 7 | 36
4. Samuel Meyer Bonn 8 10 10 36
6. Aleksandar Prodanov Sofia 10 6 10 33
7. Lennart Christian Grabbel Bonn 10 10 2 10 | 32
8. Korneliusz Obarski Varsava 8 5 10 7 130
8. Juri Kaganskiy Bonn 10 10 10 | 30
10. Matous Safréanek Praha 10 | 10 0 7|27
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