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MATEMATIKA

Diikaz vétsi nez nekonecno, ktery konéi u nuly

Jakub Kuchatik, Gymndzium Karla Capka, Dobiis

Abstrakt. Tento ¢lanek se zabyva takzvanymi Goodsteinovymi posloup-
nostmi. Muze se zdat, ze tyto posloupnosti rostou do nekone¢na, ale je do-
kazatelné, ze vSechny skoné¢i v nule. UZ to samo o sobé by byl velmi zaji-

nevyhnutelné obraci k ordinalnim ¢éislim. Pfiblizné polovina tohoto textu je
vénovana ne zcela formalnimu sezndmeni s ordinélnimi ¢isly. Jedna se o na-
roéné téma, které je podstatnou soucasti tzv. teorie mnozin. étenéﬁ’lm, ktefi
se s nimi nikdy nesetkali, radime nezoufat, pokud bude text tézko stravitelny;
snad poslouzi alesponi pro pfibliZznou predstavu.

Goodsteinovy posloupnosti

Na zacatku se podivame na to, o ¢em se vlastné budeme bavit. Jako
Goodsteinovy posloupnosti (¢teme: [gudstajnovy|) oznac¢ujeme rizné po-
sloupnosti generované pomérné slozitym rekurzivnim zptusobem. Jednot-
livé ¢leny posloupnosti nazvéme g1, go, g3, ... Jako g muzeme zvolit li-
bovolné pfirozené &islo. Pro nazornost uvazujme g; = 290. Abychom
vygenerovali go, pfepiSme nage ¢islo do dvojkové soustavy nasledujicim
zpusobem:

g1 =290 = 28 + 25 4 21,
Potom piepiSme viechny vzniklé exponenty stejnym zptisobem, tedy tak,
aby byly vyjadieny ve dvojkové soustavé. Déale postupujme obdobné:
objevi-li se v exponentu ¢islo vétsi nez 2, pak i tento exponent rozepiseme

ve dvojkové soustavé. To opakujme, dokud se vysledny vyraz nebude
skladat pouze z ¢islic 1 ¢i 2.

g1 =290 = 227" 4 92"+ | o1,

Nyni vezméme v8echny vyskyty ¢isla 2 v tomto zapisu, prepiSme je na 3
a od vysledku ode¢téme 1. Tim ziskdme druhy ¢len nasi posloupnosti:

g2 = 333+1 + 333+1 + 31 o 1 - 4743 . 1038.
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MATEMATIKA

Abychom ziskali g3, vezmeme ¢o, pfepiSeme do trojkové soustavy, na-
hradime vSechny 3 za 4 a od vysledku odeéteme 1.

g2 =35 + 38 4 2= 36" L 36+ 4 o
g3 = 4(44+1) + 4(44+1) 4 2 _ 1 - 3’23 . 10616'

Dalsi ¢leny g; generujeme analogicky. Vzdy prepiSeme nase puvodni g; 1
v soustavé o zakladu i (v@etné vSech exponentil, exponenti exponenti
atd.) a nasledné vSechny instance &isla ¢ nahradime za i + 1 a od tohoto
vysledku odecteme 1.

Je patrné, Ze tato posloupnost nabyva velmi vysokych hodnot opravdu
rychle, ale muze se stat, ze by klesala? Snadno si uvédomime, Ze napii-
klad g4 < g3 pravé tehdy, kdyz zapis gs ve ¢tyfkové soustavé nebude
obsahovat zadnou ¢tytku. Lze si rozmyslet, Ze toto nutné implikuje, Ze
gs < 4. Obecné plati, Ze gn+1 < gn pravé tehdy, kdyz g, < n + 1. Muze
toto viubec nékdy nastat?

Vidime pfece, ze posloupnost na zac¢atku roste extrémné rychle. Zda
se tedy nepravdépodobné, Ze rist ¢asem zpomali natolik, aby platilo
gn < n + 1. Pan Reuben Goodstein oviem dokazal, ze pro libovolnou
volbu g1 € N toto vzdy nastane. Kazda Goodsteinova posloupnost tedy
po koneéné mnoha krocich skonéi v nule — a to v8e diky nepatrnému
¢lenu —1. [3]

Do nekoneéna a jesté dal!

Abychom mohli pochopit Goodsteintv dikaz, musime se nejprve se-
znamit s neintuitivnim konceptem ordinalnich ¢isel. Ordinalni ¢isla jsou
roz§ifenim pfirozenych, podobné jako komplexni &isla jsou rozsiFenim
redlnych nebo racionalni jsou rozsifenim celych. Motivace zavedeni or-
dinélnich ¢&isel (ordinaldl) je srovnatelna s motivaci pro zavadéni kom-
plexnich &isel: kdyZ matematiky trapilo, ze polynom a? + 1 nem4 zadny
realny kofen, tak si pfedstavili novy objekt — imaginarni jednotku, ktera
by tuto ,diru“ vyplnila. Z tohoto jednoho predpokladu (existence imagi-
narni jednotky) lze nasledné odvodit v8e o novém systému komplexnich
¢isel, z ¢ehoz plyne mnoho novych metod pro feSeni zdanlivé nesourodych
problémi (které ¢asto mohou puisobit jako feSitelné ¢isté v N ¢i R).

Jakou ,diru” tedy vyplhuji ordinalni ¢isla? w, nejmensi z nekone¢nych
ordinald, slouzi jako objekt splfiujici nerovnost w > n pro vSechna pfi-
rozend ¢isla n. Odtud plyne i definice tohoto objektu.
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Definice 1. w je nejmensi objekt (ordinal), pro ktery plati nerovnost
w > n pro libovolné n € N.

Tato definice muaZe piusobit tak, Ze w je jedinym ordinalem. To v8ak
nemiize byt dal od pravdy — je to pouze jeden ¢len ,,mnoiiny“ vSech
ordinalnich ¢&isel, jejiz ,,podmnozinou” jsou mimochodem i vSechna ¢isla
prirozena.

»Mnozina®“ ordinalnich &isel spliuje dvé kli¢ové vlastnosti:

1) Pro kazdy ordinal av existuje naslednik, ktery se znac¢i a+1 a spliiuje

a+ 1> «a. (Pficemz zadny mensi ordinal 8 nespliuje 8 > «.)

2) Pro kazdou mnozinu ordinala existuje ordinal vétsi neZz vSechny

ordinély z této mnoziny.

Z vlastnosti 2) pifmo plyne, Ze né&jaké ¢islo jako w musi existovat.
Pokud budeme totiz chtit ordinal vétsi nez vSechna pfirozena ¢isla, pak
sdhneme pravé po w (z definice je to nejmensi takovy ordinal). Budeme-li
chtit ordinal, ktery je vétsi nez v8echna pfirozena ¢isla a w, tak mizeme
pouzit w + 1 apod.

Dale je diilezité podotknout, ze ac¢koliv kazdy ordinal musi mit néasled-
nika, ne kazdy ordinal musi mit pFedchiidce (viz napf. w). Témto ordi-
nalum fikame limitni ordindly, protoze piedstavuji jakysi limitni skok do
,novych vysin“ ordinalé (nap¥. w je skok z p¥irozenych ¢isel do ordinalt
tvaru w + n). Ostatni ordinaly pFirozené nazyvame ndslednické, nebot
jsou piimym naslednikem jiného ordinélu.

Na rozdil od realnych ¢ komplexnich ¢isel ordinalni ¢isla neuzivame
pro jejich pocetni vlastnosti, ale k zachyceni struktury usporadéani a zo-
becnéni principu matematické indukce tak, aby fungoval i pro jiné dobie
usporddané mnoziny nez prirozena ¢isla. Této zobecnéné matematické
indukci fikdme transfinitni indukce a bude to hlavni néastroj, kterym do-
kadzeme, ze Goodsteinovy posloupnosti nakonec musi klesat

Jeden ze zpiisob, jak si predstavovat ordinaly a pfedevsim w, je po-
moci pofadi (odkud také vychézi slovo ordindlnt). Uvazujme mnoZinu
objektt, pfitemz kazdému z téchto objektti miuZzeme pfiradit néjaké (piri-

1) P¥isné vzato je ordinali tolik, Ze se do Zadné mnoziny nevejdou. Spravné oznaceni
této struktury tedy neni mnozina, ale t¥ida (coZ je zobecnéni mnoziny). Detaily toho,
z jakych davodi toto plati, jsou nad ramec tohoto ¢lanku. Pro tucely zjednoduseni
budeme, ne zcela presng, tvrdit, Ze ordinaly dohromady tvofi ,mnozinu“ (v textu
bude odliSena uvozovkami).

2) Transfinitni indukei mizeme kromé& Goodsteinovy véty nap¥iklad ukazat, ze exis-
tuje podmnozina kartézské roviny R?, ktera protina kazdou piimku této roviny pravé
ve dvou bodech.
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rozené) pofadové &sld®)| Pro lepsi znazornéni si miiZzeme namisto abs-
traktnich objekti pfedstavovat ¢ary. Napiiklad N si pfedstavime jako
levou polovinu obr. 1, nebot ke kazdé ¢afe miiZzeme jednoznacné priradit
jedno prirozené &islo.

Dulezitou strukturou, kterou chceme v nasi mnoziné mit, je tzv. dobré
uspotrdddni. Dobré uspofadéni je specidlni druh usporddani mnoziny,
ktery vyzaduje, aby dle tohoto usporadani méla kazda nepréazdna pod-
mnozina dané mnoziny nejmené prvek.

Je tfeba si uvédomit, ze ne kazdé usporadani je dobré. Budeme-li uva-
zovat napt. standardni usporadani celych éisel: ..., —2,—1,0,1,2,...,
pak vidime, Ze jist& neni dobré (napfiklad mnozina v8ech zapornych ce-
lych ¢isel nema nejmensi prvek). Cela ¢isla 1ze oviem dobie usporadat
napiiklad podle absolutni hodnoty, kdy budeme stiidat znaménka, na-
sledujicim zptsobem: 0,1,—1,2, —2,... V tomto uspofddani ma kazda
podmnozina celych ¢isel sviij nejmensi prvek a usporadéani je tedy dobré.

‘ “|||II>
a

w
w+5

H““"I»
4 ’ wtd
3 w+3
2 w+2
1 w+1

0 w

Obr. 1: Schéma predstavujici pfirozena ¢isla a ordinaly tvaru w+k, pro k € N,
jako mnozinu Car

Co se stane, pokud pfidame v naSem schématu jednu dalsi ¢aru za
vSechny ostatni? Celkovy pocet Car se nezmén z ¢ehoz bychom mohli

usuzovat, ze ani jejich oéislovani se nezméni. Jaké ¢islo vSak prifadime

posledni ¢are tak, abychom zachovali jejich usporadani? Rozhodné ji ne-

3)Vsude v &lanku povazujeme 0 za pirozené &islo.

4 Slovem nejmensi zde neni mysleno klasické porovnavani Cisel, ale porovnavéani
v ramci tohoto usporadéani.

5>Véechny ¢ary muzeme piejmenovat z n na n+ 1 a nasi nové ¢are prifadit pozici 0,
tudiz se bavime porad o stejné velikosti nekone¢na, jako jsou pfirozena ¢isla. O dvou
mnozinach A, B fikdme, Ze jsou stejné velké (maji stejnou kardinalitu) pravé tehdy,
kdyZ existuje bijekce (vzajemné jednoznalné zobrazeni) A na B.
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muzeme dat zadné prirozené ¢islo — vSechna jsou jiz zabrana. Musime ji
tedy pfifadit néjaky index, jehoz hodnota je vétsi nez libovolné pfirozené
¢islo. Inu, nezbyva ndm nic jiného neZ ji o¢islovat w, nebot podle pred-
chozi definice je pravé w nejmensi vyhovujici ¢islo. NaSe ¢ara potom bude
leZet na w-té pozici, jak je ukdzéano na obr. 1.

Jak bychom vyfesili pfidani dalsi ¢ary? Vypadé to, Ze nadm opét do-
§la ¢isla, ale my ji jednoduSe miiZzeme pojmenovat w + (jak plyne ze
znadeni v definici). Analogicky miZzeme k w p¥i¢ist libovolné piirozené
¢islo, ¢imz dostavame dalsi a dalsi nasledniky. Nyni jsme jakymsi zpt-
sobem zavedli pri¢itani k ordinalim, pojdme se tedy podivat, jak je to
s nasobenim a mocnénim.

Néasobeni pfirozenym ¢islem je relativné snadné. Cheeme-li w - 2, pak
ho Ize najit jako limitni ordinal mnoziny vSech prirozenych ¢&isel a vSech
¢isel tvaru w + n pro n € N. Graficky si to pfedstavime pfidanim dalsi
¢ary za obr. 1. Tento postup lze trivialné zobecnit na w - n pro n € N.

Paklize chceme v naSem schématu umocnovat, pak formalné hledame
limitni ordinél vSech ordinéla tvaru w-m+n pro m,n € N. Z grafického
hlediska musime uzit rekurzi. Vezméme si naSe ptivodni schéma, kde jsou
jen prirozena &isla, a kazdou ¢aru v ném nahradme kopii celého tohoto
schématu. Tim vycerpame vSechny mozné nésobky w -n pro n € N
(a potazmo i jejich néasledniky). Pokud tedy pfiddme jednu dalsi ¢aru,
musime nahradit ptivodni n za w, a tim ziskAme w - w neboli w?, jak je
zobrazeno na obr. 2.

» “Mm |-

w w2
0 w2

Obr. 2: Schéma piedstavujici nékolik skupin ordinalt v zavislosti na jejich
limitnim ordinalu (w, w -2, w-n, w?, ...) jako mnoZiny ar

6)Se s¢itanim (ani nasobenim) to bohuzel ve skutenosti neni tak jednoduché, nebot
s¢itani ordinald neni komutativni. Vyrazy w+1 a 1+ w jsou tedy odlisné. U od¢&itani
(a déleni) pak nastavaji jesté dalsi problémy, a proto je zde viibec nedefinujeme.
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Je asi predstavitelné, ze obdobnym zptisobem je mozné definovat i
w3, wt atd. Dale miizeme definovat w* jako nejmensi ordinal vétsi nex
vS8echna w™ pro pfirozena n. To zdaleka neni v8echno, ale pro hrubou
predstavu o tom, jak se definuje nésobeni a umocniovani ordinala, to
sta¢i. Podstatné bude pfedeviim to, ze vyrazy jako w'® 4+ w” -6 + w - 69,
w*, w2 aed. jsou v ordinalnich &islech dobfe definované.

Zpét na zem
Se znalosti ordinali se muzeme vratit zpét ke Goodsteinovym po-
sloupnostem. Nejprve si zavedme notaci pro jednodussi vysvétlovani.

Definice 2. Necht G§(n) je funkce, ktera prepiSe n € N do b-soustavy
tak, aby kazdé ¢islo v jejim zépisu bylo vyjadfeno v této soustavé. Na-
sledné v8echny vyskyty zakladu b prepise na a.

S touto funkci muzeme formélné definovat Goodsteinovu posloupnost.

Definice 3. Goodsteinova posloupnost je posloupnost ¢lent (gk)zozl ta-
kova, ze g1 € N a viechna vysii g; := G (gi—1) — 1.

Intuici, pro¢ mize tak nepatrny ¢len, jakym je —1, néco udélat s gi-
ganty, jako jsou ¢leny Goodsteinovy posloupnosti, ziskdme pohlédnutim
na nékolik ¢lent této posloupnosti zapsanych pomoci obecné soustavy
o zakladu a. Vyberme napiiklad g; = 5 a vypiSme nékolik ¢lenit do né-
sledujici tabulky:

g; hodnota zéapis v odpovidajici soustavé abstraktni zapis v ﬂ ‘

g1 5 22+1 aa_|_]_

92 27 33 a®+0

g3 255 3-4343-424+3-4+3 a®-3+a%?-3+a-3+3
g4 467 3-53+3.52+3-5+2 a®-34a>-34+a-3+2
96 1197 3-7+3-72+3.7 a®-3+a?>-34+a-34+0
g7 1751 3-8 4+3-8242-847 a®-3+a®>-3+a-2+7
gia 10830 3-15°+3-152+2-15 a®-34+a3+a-2+0
g1s 13087 3-163+3-162+164 15 a®-34+d®>-3+a+15

T)Koeficienty ve vyrazech piSeme a za mocniny a kvili nekomutativits ordinald,
kterymi za chvili vyrazy s obecnym a nahradime.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Ackoliv hodnota g; roste s rostoucim i, ,struktura“ tohoto ¢isla z po-
hledu Goodsteinovych posloupnosti klesa. Zde je mnohem patrné&jsi, ja-
kou roli vlastné nage —1 sehrava: meéni ,strukturu®“ celého tohoto ¢isla, i
kdyZ neuvéfitelnd pomalu [2].

Diky ordindlnim ¢&islim mutZzeme tuto myslenku ,struktury” vcelku
jednoduse vyjadfit. V definici nasi funkce Gj(n) nas nic nenuti, aby
a,b € N. Predstavme si, Ze zvolime a = w. Tim pfepiSeme nase ¢&isla
do jakeési ,,w-soustavy*, kterd plni stejnou roli jako abstraktni zapis v a
soustavé, jenz je v tabulce. Vime totiz, ze w > b, a proto musi platit
G¢(n) > Gyt (n), ¢imz se zbavime potieby sledovat skute¢nou velikost
¢isla. Namisto toho budeme sledovat jeho ,strukturovou velikost*.

Do karet ndm vSak hraje i to, Ze pfi pohlédnuti na ,strukturovou
velikost* tohoto ¢isla spatiime, Ze ostie klesa. Toto klesani ,strukturové
velikosti“ probiha i pfes to, ze Goodsteinova posloupnost jako takova
roste. Tvrdime tedy, ze:

G5(91) > G5(92) > -+ > Gy 41(9n)-

Nez se vrhneme na dtkaz tvrzeni monoténniho klesani této posloup-
nosti, rozmysleme si nésledujici vztah pro a < b < ¢:

Gi(z) = Gj(Ga(@)), (1)

ktery zfejmé plati, nebot nahradime-li v zapisu ¢isla x cifry a za b a na-
sledné b za ¢, dostaneme stejny vysledny vyraz, jako kdybychom nahra-
dili rovnou cifry a za c.

Vratime-li se zpét k monoténnimu klesani, pak chceme ukazat, ze plati
nerovnost G4, 1 (gn) > G%,5(gn+1) pro libovolné n € N. Z definice vime,
7€ gnt1 = GZﬁ (gn) — 1, coz miuZeme dosadit do dokazované nerovnosti,
a tim dostavime: G¥_(gn) > G¥, (G131 (gy) — 1). Déle z rovnosti
muzeme za GY%_,(gn) dosadit vyraz Gn+2(Gn+1(gn) Nakonec tedy
ziskdme nasledujici tvar dokazované nerovnosti:

wi2(Ghii(gn)) > G3 4o (G (9n) — 1), (2)

Pro zjednoduseni zapisu zavedme substituci N := GZI% (gn). N vni-
mejme jako libovolné prirozené ¢islo. Kdyz usedne prach po nasem do-
sazovani, vznikne z nerovnosti

Gia(N) > Gyl o(N = 1).

8)V tomto pFipadé jsme v (1) volilia=n+1,b=n+2, c = w.

Roénik 101 (2026), &islo 3 7
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Tato nerovnost jiz platit musi, nebot vétsi ¢islo ma nutné vétsi ,struk-
turovou velikost”, maji-li stejny zaklad. Alternativné bychom tato ¢isla
mohli porovnévat, jako by byla v soustavé o zakladu w, tj. miZeme po-
rovnavat cifry obou ¢isel v w soustavé zleva doprava tak, jak jsme zvykli
u soustav s kone¢nym zakladem.

Pad od c0c k 0

Timto jsme ukazali, ze G%(g1) > --- > G%,(gn). Jak nam oviem ma
pri zkoumani Goodsteinovych posloupnosti pomoci fakt, Ze méame ostie
klesajici posloupnost ¢isel, ktera se pocetné chovaji jako nekone¢no? My
chceme ukazat, ze naSe posloupnost se po kone¢né mnoha krocich dostane

k nule, ne Ze ztstane v nekonec¢nu.

G5 (g1) > G%(g92) > G¥(g3) > ...
7 1?7 17

00 > o0 > o0 > ..

Zde prichazi ma oblibena ¢ast dikazu: ukazeme, Ze vSechny ostie kle-
sajici posloupnosti ordinalnich ¢isel jednou musi klesnout k 0.

Véta 1. Kazdd ostie klesajici posloupnost ordindli je konecnd.

Diikaz. Tento dikaz povedeme takzvanou transfinitni indukei. Obdobné
jako u bé&zné indukce ukiZeme, Ze nasSe tvrzeni plati pro néjaky prvek
(zékladni krok). Dale ukazeme, Ze pokud tvrzeni plati pro vSechna 8 < a,
pak plati i pro «, coz lze rekurzivné aplikovat na libovolny ordinal
Tvrzeni, které se snazime dokézat, je, ze ostfe klesajici posloupnost
a1 > ag > ag > ... je pro libovolny pocateéni ordinal oy koneén
Jako zékladni krok zvolme a7 = 0, pro ktery naSe tvrzeni trivi-
alné plati. Dale uvazujme ordinal o a predpokladejme, Ze tvrzeni plati
pro v8echny ordinaly mens$i nez «y. Vezméme libovolnou ostie klesajici
posloupnost a; > as > as > ---. Diky indukénimu predpokladu je
ag > a3 > -+ konefné (protoZe ap je mensi nez «q). Pak je ale konetna

9V klasické transfinitni indukei ¢asto vyrok dokazujeme zvlast pro naslednické a
zvlast pro limitni ordinaly, ale v tomto pfipadé nam staci predpoklad, Ze tvrzeni plati
pro v8echny mensi ordinaly, coz pokryje oba pripady.

10)Timto dokdzeme, ze Goodsteinovy posloupnosti jednou klesnou k nule, nebot je-
jich ,strukturova“ podoba bude stale klesat alesponi o 1.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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i pavodni posloupnost, kterd vznikne pfidanim jediného ¢lenu (jmeno-
vité aq ). Z toho jiz plyne, Ze viechny ostie klesajici posloupnosti ordinala
jsou kone¢né. O

Konecéné se mtizeme vratit iplné na zacatek, kdy jsme tvrdili, Ze mame
jakousi ,strukturu® ¢isla v Goodsteinové posloupnosti, a tu jsme schopni
vyjadiit pomoci soustavy o zakladu w. Také jsme tvrdili, ze vyjadiime-li
tento tvar pomoci oné soustavy, musi byt mensi nez nase piivodni ¢&islo,
coz, jak jsme ukazali, nelze opakovat nekonecné. Zjistili jsme tedy, Ze
po kone¢né& mnoha krocich se nas tvar méni na 0, coz ovSem znamen4,
7e jsme potvrdili i nasi puvodni hypotézu. Muzeme tedy jiz s jistotou
vyslovit tzv. Goodsteinovu vétu, pro kterou méame nyni dikaz.

Véta 2 (Goodsteinova). Kazdd Goodsteinova posloupnost se po koneéné
mnoha krocich dostdvd do 0.

Poslednich par detaili

Je patrné, ze nas diukaz uzivad docela nestandardniho postupu, coz
prislo zvlastni i jinym lidem. V roce 1982 se matematikim Kirbymu a
Parisovi povedlo dokazat, ze tato véta muze byt celd popsana systémem
peanovské aritmetiky, ale nikdy v ném nemiize byt dokazana'D| Je tedy
zvlastni, Ze tuto vétu, kterd jisté v tomto systému plati, nelze pomoci
né&j nijak dokazat [T}, 4].

O tom, Ze véta v peanovské aritmetice plati, se miZeme paradoxné
presvéddit tim, Ze ji v ni ¢astecné dokazeme. My totiz dle Goodsteinovy
véty vime, Ze kazda z téchto posloupnosti musi byt kone¢na. To znamena,
ze bychom mohli vy¢islit posloupnost pro libovolnou volbu pocate¢niho
¢lenu g; a po konedném (neuvéfitelné gigantickém) poc¢tu krokd bychom
se dostali ke kyZzené nule. Tento fakt jisté musi platit pro libovolné pii-
rozené C¢islo — kone¢nost libovolné posloupnosti v peanovské aritmetice
tedy dokézat 1ze. Co ov8em v peanovské aritmetice dokazat nelze, je, ze
tento vyrok plati pro vSechna pfirozené ¢isla zaroven.

Vidime tedy, ze i zdanlivé ,neuzite¢né” dlohy a ,zvlastni“ matematické
objekty mohou mit ve vysledku velmi hluboké implikace.

Plyne tedy z tohoto ¢lanku néjaké ponauceni? Mozna ano — pii jeho
psani jsem si ¢leny této posloupnosti pfedstavoval trochu jako slavného
Sisyfa, hrdinu z feckych baji. Ten byl odsouzen bohy, aby do nekone¢na

11) Peanovska aritmetika je v podstaté zéklad pro praci a definovani vech &selnych
struktur tak, jak je zname. Pat¥i do ni definice ¢isel a operaci mezi nimi.
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valil obrovsky kamen do kopce, ale tésné predtim, nez se na néj dostal,
se mu kadmen svalil dol. éleny Goodsteinovy posloupnosti jsou docela
podobné: také uz uz to vypada, ze porostou nekonecné, a nakonec je
porazi titérna —1.

7 toho miize plynout ponauceni zna¢né: i ty nejmensi zmény mohou
mit na vysledek ten nejvétsi efekt. Anebo taky ne, ale dovolil jsem si
svou sisyfovskou idealizaci vyobrazit na ilustraci nize.

Obr. 3: Goodsteintuv Sisyfos

Podékovani
Velmi dékuji za podrobné komentate recenzentovi. Diky nim ¢lanek
ziskal na matematické presnosti, aniz by ztratil na ¢tivosti.
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