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MATEMATIKA

Korespondenéni seminai M&M

Pavla Simovd a Jakub Suchdnek za MEM

Mila ¢tenarko, mily ¢tenari, radi bychom ti predstavili ¢asopis M&M!
Je ureny pro stfedoskolaky a podili se na ném (nejen) studenti MFF UK.
Pravidelné se v ném doé¢tes o ruznych zajimavych oblastech matematiky,
fyziky a informatiky. Zaroven k danym tématktm najdes vzdy i tlohy
na procviceni a problémy nabéddajici k dalsimu samostatnému zkoumani.

V prvnim &isle letosntho roéniku najdes tfeba téméatka o programova-
cim jazyce Python, kombinatorice a grafech, opera¢nich systémech nebo
obecné teorii relativity.

Tva sepsana FeSeni lze poté odevzdat prostfednictvim naseho webu
https://mam.mff.cuni.cz, do ¢asopisu muzes piispét dokonce i vlastnim
¢lankem. Podporujeme i feSeni tloh a psani ¢lankt ve skupiné, takze
muzes fesit tfeba dohromady s kamaradem.

Dosla feSeni obodujeme a poSleme k nim zpétnou vazbu. Za body
potom ziska$ riizné ceny — tieba ponozky, knihy, hry, nebo dort za nej-
lepsi ¢lanek. Kromé toho ti za body promineme piijimacky na Matfyz
nebo té pozveme na tydenni soustiedéni plné kamaradi, her, prednasek
a védeckého badéani!

Na ukizku zde uvadime témétko o rozmérové analyze od Kuby S.
z prvniho ¢isla aktualniho 33. ro¢niku ¢asopisu M&M.

Téma 4 — Rozmérova analyza
Dil 1: Odhadovani vztahi bez pochopeni fyziky

Jak poznéate, ktery navrh zaoceanské lodi je nejlepsi, kdyz neméte po-
¢itacové simulace a nemizete si dovolit postavit tucet drahych plavidel
v plné velikosti a zkouSet je na moti? Prekvapivé daleko se dostanete
jenom tim, Ze peclivé hlidate jednotky. Metoda, které se ¥ik& rozmérovd
analijza, z ;uhadnuti“ déla skoro exaktni disciplinu — a navic presné urci,
v jakém rezimu musi béZet zmenseny model, aby se choval jako skutec-
nost.

Rozmeérova analyza se fundamentalné pouziva na dvé véci:

e Uhodnuti fyzikdlniho vztahu.

e Navrzeni experimentu, kde se budou relevantni jevy chovat stejné,

coZz nam umozni zmé¥it vSechny konstanty v uhodnutém vztahu.
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Ty spolu velmi souvisi, jelikoz ¢asto dostaneme trochu jinou podobu
vztahu, nez je standardni, protoze vSechny konstanty musi byt bezroz-
mérné, a tato podoba je nejvice uzite¢na pro navrh experimentu v prak-

Rozmeérovou analyzou se nejprve z proménnych poskladaji bezroz-
meérné skupiny V modelu nastavujeme volné proménné, aby celkem
bezrozmérna skupina vychézela stejné jako v realné verzi. V nadrzi se
vle¢eny model lodi proto vlaé¢i znatelné pomaleji, v jiném experimentu
létaji modely letadel ve vzduchu o teploté —160 °C. Hlavni redlné vyu-
7iti rozmérové analyzy je tedy Skalovani modeli pro jevy, které nejdou
spoditat, ale je potfeba simulovat. V soucasnosti NASA stale pouziva
kryogenni hypersonicky vétrny tunel.

Jak rychle chodite?

Cilem tu pro nas bude:
1. najit vztah mezi rychlosti chiize a proménnymi popisujicimi nohu,
2. provérit ten vztah v praxi.

Co vsechno by rychlost chiize v mohlo ovlivnit?

NeZ zatneme pocitat, zastavme se u téhle otédzky. Napnuté noha se
chova jako kyvadlo: v ky¢li je zavéSena k télu a chodidlo opisuje oblouk.
Pohodlna (energeticky nejlevngjsi) rychlost chiize v (m/s) bude souviset
s tim, jak rychle toto kyvadlo dok4Ze prehazovat nohu z jedné strany na
druhou.

Napidme co nejdelsi rozumny seznam kandidatti na proménné a u
kazdého jeho rozmér v zakladnich SI jednotkach:

D Bezrozmérna skupina je soudin nékolika veli¢in v n&jakych mocninach, kde se
vechny rozméry vykrati. Napiiklad to miZe byt néco jednoduchého jako {~1 - d, kde
i d maji rozmér v metrech, takze m~! - m = m® = 1. Nebo to miize byt slozit&jsi
jako Q2 - p~2.g~1. D75, Rozepiseme rozméry a postupné kratime:

(kg/s)? - (kg/m®) 2 - (m/s?) " -~

—kg?-s72.kg72 mb - mt.s2. m?
—>}ng s72 M mé - mt.s2.m°
—~s 2. mél - m 1. m°®

-7 . m% . m! -,Sz/-m_s
—mS - m™ ! . m®

—mb 1 =m0 =1.
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délka nohy ! (m),

priamér nohy d (m),
hmotnost nohy m (kg),
tthové zrychleni g (ms™2).
Ted pozorujeme dvé véci.

Hmotnost musi vypadnout.

m je jedind proménné, ktera ma v sobé rozmér kg. Vysledna rychlost
mé rozmér m/s; kilogramy v odpovédi nemame ¢im ,umazat®, takze
se hmotnost v rozmérové spravném vztahu nesmi objevit. (Fyzikalné se
to dalo tusit: kyvadlo v tfhovém poli je stejné jako padajici kdmen na
hmotnosti nezavislé.)

Délky mizZeme zjednodusit na jednu.

Délky I, h, d maji stejny rozmér m. To se da vytesit ve dvou pripadech:
ty 3 délky na sobé nejsou nezavislé, nebo dokadzeme fici, jak je slozit
dohromady. Na§tésti u vétsiny lidi i kracejicich zvirat jsou v pfiblizné
konstantnich pomérech. Takze plati, Ze jsou zavislé. Ten druhy piipad
uvidime v tloze 1.7 na konci tématka. Nahradime tedy h za c¢; -l a d
za co - [. Bezrozmérné konstanty mtzeme v8echny slozit dohromady pii
skladani rovnice, takze zbude jedina nezavisla délka (.

Zbyly nam jen [ a g. Ted n&jak potfebujeme poskladat bezrozmeérné
skupiny — souéin/podil mocnin nasich proménnych, kde se v8echny roz-
méry vyskrtaji. JelikoZ mame akorat o jednu proménnou (I, g, v) vic,
nez mame jednotek (m, s), tak vime, Ze budeme mit pravé jednu bezroz-
mérnou skupinu [ - g - v¢. Vychazi to z toho, ze kdyz vezmeme do jedné
skupiny pravé dva rozmeéry, tak tfet{ rozmér ziistane ve skupiné samotny
a nemize se vykratit. Z jedné skupiny mizeme rovnici udélat trivialné:

1 = konst - 1% - g* - v°.

Abychom vykratili proménné, sta¢i ndm 2 nezndmé exponenty, a jeli-
koz nas zajimé vztah pro v, miZzeme nastavit ¢ = 1 a pfeskladat rovnici
na

v = konst - [* - ¢°.

Dalsim krokem je porovnani jednotek:

m-s~'=m®- (m-s

Ro¢nik 101 (2026), ¢islo 3 13



MATEMATIKA

Porovnanim exponent u metru a sekundy dostaneme
a+b=1, —2b= -1,

odkud
b:

a =

1 1
2’ 2

1}:5- \/g'lv

kde £ je bezrozmérné konstanta. Tu rozmérova analyza neprozradi, ale
sta¢i ji odhadnout z jediného méfeni. Ekvivalentné: kombinace

E=v/\/g-1

je u chiize univerzalni bezrozmérné ¢islo pro vSechny chodici tvory.

Uloha [2b]

Stopkami a metrem zméite rychlost pohodlné chtze nékolika co nejvic
rizné vysokych kamaradt a délku jejich nohy (od ky¢le k zemi). Vyneste
v proti V1. Vyjde pFimka? Odhadnéte z ni konstantu &.

Uloha [1b]

Na Meésici je g priblizné Sestkrat mensi nez na Zemi. Jakou rychlosti byste
tam chodili? Srovnejte s tim, co popisovali mési¢ni astronauti — proc
,hormalni“ chiize na Mésici nefungovala a radéji presli na charakteristické
poskakovani?

Vysledkem je

Problém. Najdéte rychlost pohodlné chize a délku nohy pro co nejvice
zvifat (slon, krava, pes, kocka, kufe, ...). Vyneste do grafu v proti /g - [
a ovéite, zda body lezi na spolefné kiivce (nebo pfimce na log-log grafu).
Pozor: do datasetu patii jen zvifata, ktera skutecné krdceji (rovna, svisle
stojici noha béhem opory) — ne ta, ktera skacou, cvalaji nebo chodi
s nohama horizontalné jako néktefi plazi. Pasuje to

Problém. Proc¢ je béh rychlejsi nez chiize, kdyz nas vztah pro kyvadlo
déava jedinou ,prirozenou’ rychlost?

Ndpovéda: Co déla bézcova noha v okamziku, kdy se vraci dopfedu —
zménila se efektivni délka? Jaké dva efekty ovliviiuje délka a ktery byl
ovlivnén?

2) Jelikoz proménné nasobime, tak exponenty miuZeme scitat.

3)Srovnéavaci dataset rychlosti chiize a rozméri konéetin u savci najdete napf.
v Alexander, R. McN.: Principles of Animal Locomotion (Princeton UP, 2003), graf
7.1.
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Postup v rozmérové analyze

Co jsme pravé udélali, se da zformulovat jako navod:
1. Sepiste pravdépodobné proménné. Radsi vic nez mii.

2. Zapiste rozméry vSech proménnych v zakladnich jednotkach
(metr, sekunda, kilogram).

3. Vyiad'te promé&nné s unikatnimi rozméry. Neni mo7Zné je s ni-
¢im vykratit pro tvorbu bezrozmérnych skupin.

4. Zkuste najit vztahy mezi veli¢inami se stejnym rozmérem.
Neékdy se jich mtzeme zbavit tiplné jako v prvnim piikladé, jindy
se nam povede najit mezi nimi vztah p¥ipadné obsahujici bezroz-
mérnou konstantu (uvidime v poslednim piikladg).

5. Sestavte skupiny, které spliuji pocet proménnych = pocet
rozmeéry + 1.

6. Spocitejte exponenty, aby skupiny byly bezrozmérné. Po-
rovnadnim rozméru se mocniny doladi tak, aby se exponenty kaz-
dého rozmeéru secetly na nulu.

7. Pokud mate pouze jednu bezrozmérnou skupinu, mizete trivialné
sestavit rovnici 1 = € - {S}. Pokud vice, tak to potiFebujete dofesit
jinak nez rozmérovou analyzou.

Tuhle kostru ted uvidime na piikladu, kde seznam veli¢in neni hned
ziejmy.

Vlny na hladiné

Podivejme se ted na jiny systém, kde se stejny rozmérovy trik hodi.
Hod'te kaminek do dostateéné hlubokého rybnika a sledujte kruZnice,
které se rozbéhnou od mista dopadu. Jakou rychlosti ¢ se takové viny
SiFi?

Omezime se na hluboké vlny (tedy na situaci, kdy je hloubka vody
vEtsi nez pilka vinové délky) a na viny delsi nez 5 cm (protoZe v mensich
dela velky efekt povrchové napéti).

Co muze rychlost ¢ ovlivnit? Kaminek hladinu vychyli z rovnovahy a
gravitace ji tla¢i zpét dolii; setrva¢nost rozhybané vody rozkmit udrzuje.
Sepisme kandidaty:

e vinova délka A\ s rozmérem m,
e tihové zrychleni g s rozmérem m-s~2,

e hustota vody p s rozmérem kg -m™3.
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A ted se stane néco povédomého. Hustota musi vypadnout. Promé&nné p
je jedina, ktera v sobé nese kilogramy; rychlost ¢ kilogramy neobsahuje,
takze p nema ¢im své kilogramy zkratit a musi se objevit s nulovym ex-
ponentem. Je to pfesné stejny krok jako u chize, kde ze stejného divodu
vypadla hmotnost. Fyzikalné to dava smysl: obnovujici sila na vinu Ska-
luje s p (tiha vychyleného sloupce vody) a setrvacnost rozkmitané vody
taky s p, takZe se v poméru, ktery urcuje rychlost, vykrati — stejné jako
se u kyvadla vykrati hmotnost.

Zbyly nam t¥i proménné ¢, A, g a dva rozméry (m, s), tedy jedna
bezrozmérna skupina. Hleddame ¢ = konst - A% - g*. Srovnanim rozmérii:

Z exponentu u sekundy —2b = —1, tedy b = 1/2; z exponentu u metru
a+b=1, tedy a = 1/2. Vychazi

c=9 g A

kde ¢ je bezrozmérné konstanta.
Vyslo ndm, ze dlouhé viny utikaji pfed kratkymi — tomuhle jevu se
tika disperze a je to divod, pro¢ se z neuspoiddaného $plouchnuti ¢asem

rozjede thledny vinovy balik: dlouhé komponenty bézi napted, kratké se
opozd uji.

Problém. Ové&ite vztah ¢ = ¢ - /g - A experimentalné a najdéte ¢. Na-
jdéte si klidnou vodni hladinu — rybnik, okraj jezera, bazén nebo velkou
vanu — s hloubkou alesponi 10 cm. Idealné bez vétru a vin, at jsou vase
viny vidét. Hodte do vody hladky oblazek (pramér zhruba 15 cm) ze
zvolené vysky mezi 20 cm a 1 m a natocéte dopad zpomalenym videem na
mobilu. Potfebujete néjak uréit mé&fitko — bud umistite pravitko pobliz
dopadu, nebo si zmérite vzdalenost mobilu od dopadu a spocitate ve-
likost pixelu. VyzkousSejte nékolik kombinaci kaminkt a vysek, vyberte
si, v jakych pripadech jsou rozbihajici se vlny dobfe vidét. Rychlost
vlny bude zéalezet pouze na vlnové délce a kazdy hod vytvori nékolik
vin o rtznych vinovych délkach. Z videi ode¢téte pro nékolik riznych
hiebent jejich vlnovou délku A (vzdalenost mezi sousednimi hiebeny) a
jejich rychlost ¢ (vzdalenost uraZenou mezi dvéma snimky délenou ¢asem
mezi nimi). Vyneste ¢ proti A na linearnich osach a zmétte sklon. Z toho
spoditejte . Odevzdejte taky fotky, videa, pfipadné s anotacemi.
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Vibrace struny

Pfedstavte si napnutou strunu — tfeba strunu kytary, gumicku pfes
krabi¢ku od sirek nebo pradelni $iitru. M4 linedrni hmotnost p (v kg/m)
a je napnuté silou T' (v N = kg ms~2). Cvrnknete do ni pfiéné a po struné
se rozbéhne vlna — podobné jako se v pfedchozim experimentu rozbihaly
vlnky po hlading, akorat ted jednodimenzionalng. Seznam proménnych
je tentokrat kratky, postup ale ztstava stejny jako u kapilarnich vinek:
sepiste kandidaty, zapiste jejich rozmeéry, slepte bezrozmérnou kombinaci
a prectdte odpoved.

Uloha [3b]
Jakou rychlosti v se rozb&hnou viny po pradelni snufe? Predpokladejte,
7e gravitace se da zanedbat, jelikoZ je napnuti struny dost silné.

Kdyz jsou faktory dva

Rozmeérova analyza byva nejzajimavéjsi tam, kde se jeden jev rozpada
na dva nezavislé skdlovaci zakony. Zpét k parniku z avodu: lod pii po-
hybu vodou tdhne dvé odlisné se $kalujici slozky odporu: vinovy odpor
(lod si na hlading vytvari soustavu vln, jejichZ energie mizi za zadi) a
tieci odpor (tenka vrstva vody u trupu se pohybuje s lodi, vznika viskozni
tfeni po celé smadené plose). Kazda ma vlastni bezrozmérnou kombinaci:
vlnovy odpor 8kiluje s v/+/g - L (rychlost lodi, gravitaéni zrychleni, délka
lodi), tfeci odpor na jiné kombinaci rychlosti, délky a vlastnosti vody.
Obé kombinace nelze na zmenseném modelu dodrzet soucasné.

Jedno TeSeni, co se nabizi, je naskalovat jeden model, aby byl vlnovy
odpor zanedbatelny a tieci spravné, druhy model, aby byl t¥eci odpor
zanedbatelny, ale vinovy spravné. Problém je, Ze abychom tfeci odpor
naskalovali spravné, natoz zanedbatelné, tak potfebujeme kapaliny Té-
dové méné viskozni nez vodu, a takové kapaliny se Spatné hledaji.
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Druhé feseni, které v tomto piipadé je nutno vyuzit, je, ze tfeci odpor
se vlastné d& docela dobfe spocitat. Vlnovy odpor je ten slozity, ktery
velmi zalezi na presném tvaru lodi. TakZe naskalujeme model, aby vinovy
odpor odpovidal (lod jede pat¥i¢né pomaleji, aby byly viny geometricky
podobné), od zméfeného odporu ode¢teme tieci odpor pro model, a zbyly
vlnovy odpor naskilujeme. Tento postup se pouzival pro vyvoj lodi od
druhé pulky 19. stoleti.

Modelovani sila

Zemeédélskeé silo, davkovac lékt nebo obyc¢ejna sldnka — vSechno to jsou
tlohy o tom, jak rychle vypadava sypky material otvorem dole. Jelikoz
je silo velkd stavba, je to priklad, kde se rozmérova analyza pouzivala
v praxi pro pochopeni chovani z vhodného modelu. Budeme se snazit
zjistit, jaky hmotnostni pritok @ (v kg/s) vytece kruhovou aperturou
o pruméru D.

Nejprve si ale povime o sypkych materialech. Sypka hmota se chova
jinak nez kapalina. Zrna se o sebe opiraji a prenaSeji si zatizeni pres
stlové fetézce — ndhodné fetézy bodovych dotykil, po kterych vétsina
tihy sloupce neputuje rovnou doli, ale Sikmo v téch smérech, kde je vice
opory.

e Pro¢ vyska naplné nehraje roli. Jakmile se nad otvorem vy-
tvoii kratka klenba (zrnka se docdasné zaklini do klenby), proudi
materidl jen rychlosti, jakou se tato klenba hrouti. Svislé napéti
ve sloupci se s hloubkou navic saturuje — pfrestava rust, protoze
tihu pfebiraji boéni stény pfes tfeni. Tlak u dna nezavisi na tom,
jak vysoko je silo naplnéné (proto je v hromadé obili spodni zrno
rozdrcené méné, nez by ¢lovék naivné ¢ekal). Prutok otvorem tedy
nezavisi na vySce naplné — rozhoduje jen lokalni geometrie kolem
otvoru.

e Sypna hmotnost. U sypké hmoty je dobré rozliSovat dveé veli¢iny.
Hustota materialu zrna (t¥eba kiemen u pisku ~ 2650 kg-m~3)
popisuje, z ¢eho je jedno zrno udélané. Pro proudéni ze sila ale
potiebujeme sypnou hmotnost (nékdy téz sypnou hustotu) p —
hmotnost volné nasypané hmoty na celkovy objem, ktery zaujima,
véetnd dutin mezi zrny. Typicky je 50-65 % hustoty pevného zrna.
Toto je ta veli¢ina, kterou chcete pouzit pro hustotu. Pokud ji bu-
dete potfebovat méfit, tak porovnavate objem sypkého materialu
véetné dutin a jeho hmotnost, musite si tedy zmé¥it objem v od-
mérce.
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Uloha [4b]
Pomoci rozmérové analyzy odvodte vztah pro hmotnostni pritok Q.
Dospéjte k formuli v uzav¥eném tvaru (az na 2 bezrozmérné konstanty).

Ndpovéda: Jsou tam dvé relevantni délkové proménné — priameér otvoru D
a velikost zrna d. JelikoZ velikost zrna zmensuje efektivni otvor, stac¢i tyto
dvé proménné pouzivat pouze ve tvaru (D — 6 -d), kde 0 je bezrozmérna
konstanta.

Problém. Sestavte si doma vlastni malé silo a ovéite Skalovani z dlohy 4.
Cheete docela rovné dno a moznost ménit velikost diry nebo nékolik sil
s razné velkymi dirami, cca mezi 3 mm a 3 cm. Sypejte rizné materialy —
mouku (ale ne hladkou, tam uz pfili§ pisobi molekularni sily), krystalovy
cukr, kuskus, ¢ocku, cizrnu nebo cokoli jiného, co se sype alespoii jednou
z direk.

Pro kazdou kombinaci zméite, za jak dlouho vytece znamé mnozstvi
materidlu, a spocitejte Q. Q bude docela konstantni, nez sypka hmota
v silu za¢ne dochazet. Vyneste log ) proti log D a porovnejte sklon s teo-
retickou pfedpovédi (pouzivame log-log graf, protoZe z 2 se stane p¥imka
az’ a je tedy mnohem snazsi zmé¥it proménnou a z grafu). Odhadnéte
obé bezrozmérné konstanty a diskutujte odchylky. Pro jeden zvoleny ot-
vor navic ovéite, Ze () nezavisi na vysce naplné. Odevzdejte taky fotky,
videa, pfipadné s anotacemi.

Dalsi témdtka z casopisu MEM i odevzddvdtko na TeSeni iloh najdete
na https: //mam.mff.cunt.cz/.

BRnénsky KOrespondenéni Seminar

Adéla Heroudkovd (za organizdtory semindre

BRKOS je matematicky korespondené¢ni seminaf uréeny pro vSechny
stfedoskolacky a stfedoskolaky (a klidné i zakladoskolacky a zékladosko-
laky), ktefi maji radi matematiku a feSeni netradi¢nich problémui. Soutéz
je organizovéna za podpory Ustavu matematiky a statistiky Pifrodové-
decké fakulty Masarykovy univerzity.
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