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FYZIKA

Pro¢ se razostroj prestava odrazet aneb
synchronizace prostfednictvim nepruznych srazek

Michal Rizek, INSA Lyon, Francie

Abstrakt. Premysleli jste nékdy, pro¢ se kulicky v razostroji samovolné
synchronizuji? Podle fyziky by se pfece mély pouze odraZzet. Ve skute¢nosti
existuje jednoduchy fyzikilni argument, ktery vysvétluje nevyhnutelnou syn-
chronizaci tohoto pohybu. Ctéte dal a odhalte, jaky mechanismus je skryty za
timto chovanim.

1. Uvod

Réazostroj je symbolem klasické mechaniky tak, jako je ozubené kolo
symbolem inzenyrstvi, zkumavka chemie, Petriho miska biologie nebo
dalekohled astronomie. Jeho obraz zdobi titulni stranky ucéebnic fyziky a
jeho modely stoji na stolech na univerzitach po celém svété. Toto malé za-
Fizeni, pojmenované v angli¢ting po Isaacu Newtonovi (Newton’s cradle),
pravdépodobné vynalezl jeho predchidce, francouzsky uc¢enec Edme Ma-
riotte (1620-1684). Jeho tcelem bylo jasné ilustrovat zakony zachovani
hybnosti a kinetické energie.

Pokud si koupite nep¥ilis kvalitni rézostroj, nebo se jej pokusite sami
postavit jako autor tohoto ¢lanku, muze vas ¢ekat neptrijemné piekva-
peni. Razostroj se sice zpocatku chova tak, jak pfedpovidali slavni ucenci
17. stoleti, tzn. ze kulicky si pii kazdé srazce vyménuji své rychlosti, ale
pomérné zédhy dojde k necekané zméné — kulicky se od sebe pfestanou
odrazet. Misto toho se synchronizuji, takze ke srdzkdm nedochézi. Mozna
proto vétsina experimenti pred zvidavym mladym publikem konéi dfive,
nez k tomuto okamziku dojde. Pokud pfesto budete v experimentu po-
kracovat a pozorny student se zepta: ,,Pro¢ uz kulicky neodskakuji?«,
tento ¢lanek by vam maél poskytnout odpovéd.

2. Pruzna a nepruzna sréi

Nez se ponofime do problému synchronizace, je vhodné pfipomenout
nékolik znamych faktt o razu izolovanych kouli. Pro jednoduchost uva-
zujme koule o stejné hmotnosti m pohybujici se po pfimce orientované

DPozn. red.: V &eském prostredi se rozliSuje ,dokonale nepruzné srazka® pro po-
hyb spojenych téles po srazce a ,nedokonale pruzné srazka‘ pro pripad popisovany
v ¢lanku.
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podél osy z. Leva koule bude mit vzdy index 1 a prava index 2. Rych-
losti kouli p¥ed srazkou budeme oznadovat v; a v, a po srazce v a vy

(obr. 1).

Obr. 1: Koule pfed srazkou

2.1 Pruzna srazka

Dokonale pruzna srazka se ¥idi dvéma zakony zachovani: zadkonem
zachovani hybnosti a zakonem zachovani kinetické energie. Matematicky
jsou vyjadfeny pomoci rychlosti pfed a po srazce takto pomoci rovnic

(1) a (2).

Zakon zachovani Rovnice

hybnosti m(vy +vy ) =m(vy +v5) (1)
energie F((0r)? + (12)%) = (0> + (12)*)  (2)
Vyjadieni vy z rovnice (1) a jeho dosazeni do rovnice (2) vede po

urc¢ité upravé k nasledujici kvadratické rovnici pro neznamou vf‘:

(v)? —of (v] +vy) +vyvy =0. (3)

Tato rovnice méa dvé feSeni (uvazujeme, Ze v; > v, , jinak ke srazce
nedojde):
vy vy (v —vy)

2
Je uvazovidno pouze jedno z téchto TeSeni, a sice vf = v, . Po zpét-
ném dosazeni do (1) a vypoctu vy lze vyjadiit FeSeni problému srazky
v maticovém tvaru takto:

(Vi 2 =

v 01 (v @)
ol |vy |
U2 Vg

Rovnice tika, ze koule 1 a 2 si vyménuji rychlosti. Pokud je druha
koule v klidu, ziskd po sraZce stejnou rychlost jako prvni, zatimco prvni
se zastavi. Toto atraktivni chovani razostroje se také priblizné reali-
zuje u razu kulecénikovych kouli. Co se ale stane, kdyz srazka neni zcela
pruzna?
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2.2 NepruzZzna srazka

Béhem nepruzné srazky se zachovava pouze hybnost (1), zatimco ki-
netickd energie se nezachovava, ale zmengsuje se. Cast se ztrati a pievede
do jinych forem energie Pro vyjadreni nepruzné povahy srazky byl
vyvinut poloempiricky zékon restituce. Soustava rovnic nyni zni (po vy-
nechani hmotnosti m):

Konstantni hybnost v +vy = v vy (5)

Zakon restituce e(vy —vy ) =vs —vf (6) ’

kde e je koeficient restituce, jehoZz hodnota je mensi nez jedna. Tento
koeficient zavisi pfedevsim na kvalité srazejicich se kulic¢ek, jejich doko-
nalém zarovnani a dalSich faktorech. Tento koeficient byl pro razostroj
experimentalné stanoven hned nékolika autory ([3, 4, [5]).

Stejnou metodou jako dfive, tj. kombinaci rovunic (5) a (6), lze vyja-
diit vysledné rychlosti po srazce jako linearni kombinaci rychlosti pied
narazem v maticovém tvaru takto:

vy 1 |1—-el+4e| |vg M vy T
v; 211+el—ce Uy vy

Vsimnéme si, Ze rovnice se pro e = 1 stava rovnici . Jinymi slovy
rovnici pro pruznou srazku. Podivejme se nyni, jak tato mala dprava
vede k synchronizaci razostroje po nékolika naslednych narazech.

3. Synchronizace razostroje

3.1 Pouziti linedrnitho modelu srdzky

Uvazujme nyni typicky zacatek srazkového experimentu s razostro-
jem. Necht rychlost prvni kulicky je v (v; = v), zatimco rychlost druhé
kuli¢ky je nulova (v; = 0). Po prvni srazce se rychlosti kuli¢ek 1isi v zé-
vislosti na uvaZovaném piipadé (pruZny vs. nepruzny):

Rychlost koule 1 Rychlost koule 2
po narazu vf' po narazu v;'
Réz pruzny (A) 0 v
Réz nepruzny (B) 0,5(1 —e)v 0,5(1+e)v

Tabulka 1: Rychlosti po prvnim narazu dle modeli

2)Napiiklad na trvalou deformaci, vibrace a teplo.
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Rozdil mezi témito dvéma piipady je schematicky znézornén na obr. 2.
V nepruzném piipad€ vidime, Ze si prvni koule udrzuje i po srazce malou
dopfednou rychlost. Uvidime, jak tato mald zména nevyhnutelné vede
k synchronizaci razostroje.

Pred srazkou m v
/

Po srézce (A) .

Y

Po srazce (B) 0,5(1 + €)v

.y
>

D (B
ré CRG

0,5(1 —e)v

Obr. 2: Rychlosti po prvni srazce v pfipadé pruzného (A) a nepruzného (B)
razu

Nez ale budeme pokracovat, stanovme si hypotézu o narazech, které
nasleduji po prvnim. Pokud pfijmeme aproximaci matematického kyva-
dl pak k druhému narazu dojde pfesné na stejném misté, jako doslo
k prvnimu, ovSem s obracenymi vektory rychlosti. Jestlize tedy vektory
rychlosti sméfuji po prvni srazce doprava, budou smérovat pred druhou
srazkou doleva. V realném experimentu to neni uplné pravda, ale pro
jednoduchost dalsi analyzy tuto hypotézu zachovejme. Definujme tedy

- ot
vektor [Zl} jako vektor rychlosti pfed ¢-tou srazkou a vektor “1}
2 dq 2 dq

jako vektor po i-té srazce. S ohledem na hypotézu matematického kyva-
dla jsou nasledné vektory propojeny nésledovné:

iy v
M o M ; )

Znaménko minus znaéi jiz zminénou zmeénu orientace rychlosti v di-
sledku zpétného kyvani kyvadla.

3)Matematické kyvadlo je idealizované kyvadlo tvorené hmotnym bodem zavése-
nym na nehmotném a neprotazitelném vlakné, které kmita bez tfeni v homogennim
tihovém poli. Skute¢né kyvadlo se mu blizi, jsou-li rozméry zavazi malé ve srovnani
s délkou zavésu a hmotnost zavésu zanedbatelna.
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Jeden elegantni zpiisob, jak ukizat, ze synchronizace musi nastat, je
podivat se na vlastni ¢isla a vlastni vektory ,kolizni* matice M (defino-

vané rovnici @) Po kratkém algebraickém vypoctu lze zjistit, ze vlastni
¢isla a vlastni vektory jsou:

Vlastni &slo \ A = —e \ Ay =1

1 1
Vlastni vektor q, = l 1 g, = L}
-1

Tabulka 2: Vlastni ¢isla a vlastni vektory kolizni matice M

Nyni tyto vlastni vektory a vlastni ¢isla pouzijme. Bez Gjmy na obec-
nosti predpokladejme, Ze pred srazkou lze vektory rychlosti rozlozit na
prostor definovany vlastnimi vektory takto:

-
l 1_] = a1q; + a2qy.

U2
Rychlosti po srazce lze ziskat pouzitim rovnice nésledovné:

+ -
v v

i =M || =a Mg +a:Mg, = a1 \iq; + azlag, =
U2 1 UQ 1

= a1(—e)q; + a2q,.

Zde jsme pouzili vlastnosti vlastnich ¢isel a vlastnich vektord matice M,
viz tabulka 2. U druhého réazu a s vyuzitim rovnic a @ ziskame:

+ - +

v v v
[ i] = [ 1] =-M [ 11 = ai(—€’)gq; — azq,.
vy ], vy |, vy |,

Podobné, pokud vezmeme v avahu tieti srazku, dostaneme:

+
v
l i] = =on(=e")q + 0.
&) 3
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Koneéné, pro n-tou sréiku

vl
L=+ () g <
vy |
2 n+1 n+1 1
~ pro velké n ~ (—1)" " aagy, = (-1)" " s . (10)
1

Z rovnice (|10) vidime, Zze pokud e < 1, nékolikeré srazky potlaci po-
hyb souvisejici s vlastnim vektorem g,. Pohyb podél vlastntho vektoru
g, na druhou stranu neni srazkami ovlivnén a z dlouhodobého hlediska
se razostroj synchronizuje podél tohoto vektoru. To znamena, Ze jiz ne-
dochézi k zadnym néarazim, protoZe obé€ rychlosti maji stejnou ampli-
tudu a orientaci. Co se nakonec stane s kinetickou energii? Evidentné
se nesnizi az na nulovou hodnotu. V naSem pfipadé s pocateénimi rych-
lostmi [Zl } = [0]; plati, ze rozklad do vlastnich vektort je nasledujici
2

a1 = ay = v/2. Kinetické energie na zacatku a p¥i synchronizaci jsou
dany v tabulce 3.

Kinetické energie

Zagatek imu? (11)
Synchronizace Tmu? (12)

Tabulka 3: Kinetické energie na zacatku a béhem synchronizovaného pohybu

vz

Kinetické energie se tedy pii synchronizaci snizi na polovinu.

Dalsi propracovanéjsi modely srazky a synchronizace jsou prezento-
vany v [II, 2], ale tento jednodussi model byl zvolen pro ilustraci zaklad-
nfho konceptu tohoto jevu.

3.2 Pouziti Lagrangeovych multiplikdtori

Existuje alternativni a pomérné jednoducha metoda, kterd ukazuje, ze
k synchronizaci musi nakonec dojit, pokud uvazujeme nepruzné srazky.
Problém lze formulovat nésledovné. Najdéme rychlosti dvou kouli, které
spliiuji zakon zachovani hybnosti, ale minimalizuji kinetickou energii sys-
tému. To je rozumny pfedpoklad, protoze energie pii nepruznych sraz-
kach muze byt pouze ztracena, takze by mélo existovat minimum (mozné
i nula), kam systém bude sméfovat. Problém je matematicky definovan

Y Dikaz této rovnice lze snadno provést matematickou indukei.
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takto:
Podminka pro hybnost ‘ v+ Uy =0 (13)
Funkce pro minimalizaci (energie) ‘ F=v?+v3=2E/m (14)

Nalezeni extrému funkce F'(vy,v2) podrobené omezeni (13) lze vyfe-
§it tzv. Lagrangeovymi multiplikitory. Misto hledani extrému funkce
F(v1,v9) hledame extrém funkce

L(v1,v2,A) = F(v1,v2) — AM(v1 + v2 — v). (15)

Extrém funkce L(v1,va, A) nalezneme tak, Ze najdeme bod, kde se vSechny
jeji parcialni derivace rovnaji nule:
oL oL oL

oy 0. Gy, =22 0.

—v1 — v +v=0.
(16)

Regenim soustavy rovnic je opét nas predchozi vysledek synchroni-
zovaného pohybu, tzn. v; = v = v/2

1.2
linie konstantni hybnosti
K / linie konstantni energie
>
Rl =,
e mv?/2
04t ‘
02l bod synchronizace % )
mv?/4
0 . ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
vilv

Obr. 3: Vysvétleni Lagrangeova multiplikdtoru. Zde hleddme minimum funkce
kinetické energie, pficemz feSeni omezujeme konstantni hybnosti (Gervena
¢ara). Bod znéazorhuje extrém.

5)Pozn. redakce: V tomto jednoduchém pripadé vidime, Ze plati F' = Uf + v% =
= (v —v2)? +v3 = 202 — 2vvg +v% = 2(v2 — v/2)? 4 v2/2. TudiZ minima nabyva F
pro vg = v/2 = vy.

Roénik 101 (2026), &islo 3 59



FYZIKA

4. Experimentalni studie

Otéazkou ziistava, do jaké miry model odpovida realité — odpovéd na
ni d& jednoduchy experiment, ktery lze provést s jakymkoli rdzostrojem
a modernim smartphonem.

Pomoci zpomaleného videa (slow motion) a volné dostupné aplikace
(napf. Tracker) je mozZné s dostatecnou presnosti méfit polohu a rychlosti
kuli¢ek v ¢ase. Obr. 4 ukazuje rychlosti kuli¢ek od zaCatku experimentu.
Nejdiive dochazi k velkym sréazkam, pficemz celkova kinetickd energie
s kazdym nérazem klesa. Po pouhych 8 sekundach v8ak dochézi k témér
aplné synchronizaci. Obé kulicky maji stejnou rychlost, a i kdyz se po-
hybuji spole¢né, jejich kineticka energie klesa jen velmi pomalu.

3

T
«——25m/s

Zoéna razu koule 2

- n
- =:

o

‘“ f;\ il | ﬁ ﬂm f /CR i J‘\ M ﬁ/\ NN
Annmnnn

v

Rychlosti [m/s]
' —
—
—
s}é—i—
=i}
—_
—_—

Synchronizace -

Obr. 4: Experimentalné naméfené rychlosti kyvadla na podomécku vyrobeném
razostroji. Lze pozorovat pokles pfiblizné o polovinu poc¢ateéni rychlosti.
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5. Zavérem

Zavérem lze tici, Ze razostrojem lze demonstrovat nejen zakony za-
chovani hybnosti a kinetické energie, ale také synchronizaci dvou mecha-
nickych systému. Synchronizace dynamickych systémi je sama o sobé
zajimavou disciplinou (dalsi pfiklady viz [0]). Pongkud prekvapivé je
nelinearita (neidealnost) spolu s disipaci energie dynamickych systémit
¢asto nezbytnou podminkou pro vznik synchronizace.

Nebud'te smutni, pokud se vas rézostroj neodrazi donekonecéna tak,
jak jste si predstavovali. Neni to vada, ale jen dusledek hlubsiho vhledu
do fyzikalni podstaty mechanického razu.
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