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BERNARD BOLZANO
A ZAKLADY MATEMATICKE ANALYZY

Objev diferencidlniho a integrdlniho po¢tu Newtonem a Leibnizem na konci 17. stoleti
oteviel matematice nové obzory a soucasné poskytl mocnou a pro dalsi vyvoj nepostrada-
telnou pomucku rozvijejici se fyzice. Neni proto divu, Ze novy obor matematiky, tzv. mate-
matickd analyza, ktery dovoloval feSeni problémi, na néZ dfive nebylo pomysleni, a sou-
dasné neustdle stavél pfed matematiky problémy nové, prodélal v ndsledujicim 18. stoleti
bouflivy vyvoj, pfi kterém se matematikové, oslnéni nesmirnymi novymi vyhledy, poustéli
na daleké objevné cesty nestarajice se pfitom pfili§ o upevnéni zdkladi, na nichZ novd nauka
spocivala. Tento stav nebyl oviem natrvalo udrZitelny a v prvni polovici 19. stoleti vyrostla
budova matematické analyzy do takové vysky, Ze jeji dalsi budovédni bylo nemyslitelné bez
upevnéni jejich zdkladu. Tak dochdzi k obdobi velké revize zdkladu analyzy, které trvd asi
padesit let a které je moZno povaZovat za dovr§ené dilem Weierstrassovym asi okolo r. 1870;
soucasné s touto revizi pokracuje oviem i rozvoj ostatnich smérti v matematice za neustdlého
vzdjemného plsobeni.

Na tomto stupni vyvoje nemohla asi tato revize byt provedena jinak neZ dislednou
aritmetizaci analyzy. Tato aritmetizace se v dile Weierstrassové stupiiuje aZ k jednostrannosti,
kterd byla pozdé&ji korigovdna modernim vyvojem matematiky; ostatné se jiZ ve zmin&ném
obdobi projevuje tato dialektika ve vyvoji matematiky: tak B. Riemann, ktery napf. svou
teorii integrdlu pfisp&l podstatné k aritmetizaci analyzy, byl soucasné genidlnim budovate-
lem geometrické teorie analytickych funkci.

Bylo by v§ak omylem, odliSovat tuto revizi jako prdci pouze ,.kritickou* napfiklad od
,,tvaréiho* obdobi 18. stoleti. Revize zdkladl analyzy vedla nejenom k upevnéni toho, co jiz
bylo zndmo, ale také k objeviim novych spolehlivych a obecnych metod, které dovoluji
casto shrnout v jediné vét& predetné vysledky, z nichZ dfive kazdy vyZadoval zvld§tniho
vySetfovdni — nehled& k tomu, Ze takova obecnd véta znamend i kvalitativné€ daleko vyssi
stupeiil pozndni, neZ tisic jejich specidlnich pfipadii — na které oviem nesmime zapominat,
nemdme-li utonout ve verbalismu. Tyto metody ddvaji tedy matematikovi daleko G¢inn&;si

M

a jednoduseji ovladatelny ndstroj, kterym se miiZe pustit do mnohem obtiZné&jsich a sloZi-
t&jsich problému neZ dfive.
Rekl jsem jiZ, Ze toto velké obdobi revize je moZno povaZovat za skonéené okolo roku

1870, kdy byly upevnény zdkladni pojmy, souvisici s pojmem limity, a odvozeny hlavni véty
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o nich a kdy budova byla dovriena') také vybudovdnim teorie redlnych &isel (z riiznych
teorii redlnych &isel je u nds dosud asi nejpopuldrngjsi Dedekindova teorie fezt). Na po&dtku
tohoto obdobi se pak setkdvdme s nasim krajanem Bernardem Bolzanem (1781 —1848).

Bolzano nebyl oviem jen matematikem a jeho mnohostrannd blahod4rnd &innost zane-
chala hlubokou stopu v naSem ndrodnim Zivoté. Zde si viak povS§imneme pouze Bolzanova
dila matematického, které tvofi velmi podstatny tisek jeho €innosti a kterému patfi vyznamné
misto v d&jindich matematiky; nap¥. ve Velké sovétské encyklopedii je heslo o Bolzanovi
velkou vét§inou vénovdno prdveé jeho dilu matematickému. Ale ani matematickym dilem
Bolzanovym se zde nebudeme zabyvat v celé jeho §ifi, nybrZz pouze potud, pokud se dotykd
revize zdklad matematické analyzy. Zd4 se vskutku, Ze tyto jeho price svym vyznamem
nesrovnateln€ pfevySuji jeho ostatni prdce matematické, at se tykaji geometrie nebo teorie
Cisel. »

Za Zivota Bolzanova vySly vlastn€ jen dv& nevelké, ale velmi vyznamné jeho préce,
tykajici se zdkladi analyzy: ,,Der binomische Lehrsatz und als Folgerung aus ihm der poly-
nomische und die Reihen, die zur Berechnung der Logarithmen und Exponentialgréssen
dienen, genauer als bisher erwiesen‘ z r. 1816 a ,,Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes,
dass zwischen je zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewidhren, wenigstens
eine reele Wurzel der Gleichung liege z r. 1817 (déle citovdno jako Analyticky dikaz).
K nim slusi pfi¢ist dvé prace rdzu spise filozofického, totiZ ,,Beytrage zu einer begriindeteren
Darstellung der Mathematik, 1. Lieferung® z r. 1810, obsahujici jakysi program pro dalsi
Bolzanovu prdci v matematice, a ,,Paradoxien des Unendlichen®, sepsané r. 1847—48 a vy-
dané po Bolzanové smrtir. 1851 F. Pfihonskym. Z té€chto praci je nejvyznamné;j$i Analyticky
dtikaz, k nému¥ se je§té vratime. Viechny tyto prace ziistaly dlouho téméf nezndmy a teprve
dlouho po Bolzanoveé smrti upozornili né€ktefi vynikajici matematikové na jejich vyznam
a od té doby byl Bolzano cenén jako jeden z pfednich budovatelt zdklad moderni analyzy.
Ale tyto prdce zdaleka nevyGerpdvaji Bolzanovo dilo v tomto oboru. Koncem prvni svétové
vélky naSel plzeiisky profesor M. Ja$ek v tehdejsi videtiské .dvorni knihovné v Bolzanové
poziistalosti rozsdhly rukopis, ktery byl potom r. 1930 vyddn Krédlovskou &eskou spoleénosti
nauk pod ndzvem ,,Functionenlehre*. Vyddni je opatfeno vyraznou pfedmluvou prof.
K. Petra a pe€livymi pozndmkami prof. K. Rychlika. V tomto dile jsou ve dvou oddilech
(o spojitosti a o derivaci) uplatnény systematicky zdsady, kterych Bolzano uZil ve specidlnim
piipad€ v Analytickém dikazu. Toto dilo, dokonéené asi r. 1831 —34, obsahuje mnohé
zdkladni poznatky, které byly znovu objeveny aZ po desitiletich. Mané& se vtird otdzka, jak
by se byl zménil vyvoj analyzy, kdyby toto Bolzanovo dilo bylo publikovdno v¢as. Dnes,
kdy se vice neZ kdy jindy zamySlime nad na$i kulturni ndrodni tradici, je snad na misté
pripomenout, co dluZime velkému dilu Bolzanovu.

1) ,,Dovriena* sm&rem dolii: logicky je teorie redlnych &isel po&dtkem, na kterém budujeme
analyzu v redlném oboru; historicky vznikla na konci tohoto obdobi, nebot pfi revizi
- zdkladi se 8lo od ,,povrchu‘ do hloubky.
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Moje ndsledujici pozndmky nezamysleji nic vice, neZ znovu upozornit na zdvaznost
dila Bolzanova a na né&které problémy, které se mohou vyskytnout pfi jeho hodnoceni.

Rekli jsme jiZ, Ze prvni préce Bolzanovy z tohoto oboru (Binomickd poucka a Analy-
ticky diikaz z let 1816 a 1817) stoji na samém poCdtku obdobi revize zékladl analyzy. Mezi
jeho velkymi soudasniky najdeme né€kolik, ktefi ve svych pracich na riiznych mistech pfispéli
k spolehlivému vybudovani zdkladii analyzy, ale systematicky nalézdme tyto otdzky v oné
dobé& zpracovdny snad jen u A. Cauchyho v jeho ,,Cours d’Analyse* (1821), ,,Résumé des
legons ... sur le Calcul Infinitésimal* (1823), ,,Lecons sur le Calcul différentiel (1829).
Bolzantiv Analyticky dtkaz je tedy star$i; naproti tomu pozdgji se Bolzano s Cauchyovymi
dily sezndmil a ve své ,,Functionenlehre‘ je cituje. Ale mezi obéma velkymi védci je podstatny
rozdil. Cauchy je pfedeviim matematik (a to jeden z nejvétsich matematikd viech dob),
ktery se zabyvd zdkladnimi otdzkami pfedev§im jen potud, pokud je k dal§im vyvodim
potfebuje. Naproti tomu je Bolzano soudéasné filozof. Sim pravi, Ze matematika jej pfedevsim
zajimd jako odvétvi filozofie a cvieni ve spravném mysleni. Tato okolnost se zfeteln€ obrdzi
v jeho dile. Piedeviim jde v rozboru zdkladnich pojmii, ve studiu jejich vzdjemnych vztahtt
a ve snaze o presnost ditkazi ddle neZ Cauchy. Za druhé po strance Cisté ,,odbornické* neni
Bolzano dost zkuSenym a obratnym matematikem. Jaky vliv mél tento nedostatek na jeho
dilo, ukdZi pozdgji na pikladech.?)

Proberme nyni jeho Analyticky dikaz, jakoZto nejvyznamn&j§i z Bolzanovych dél,
tykajicich se zdkladi analyzy a vydanych za jeho Zivota. Véta, které je toto pojedndni véno-
vdno, je tato: JestliZe funkce spojitd v uzavieném intervalu nabyva v krajnich bodech tohoto
intervalu hodnot rizného znameni, je tato funkce aspoii v jednom vnitfnim bodé& intervalu
rovna nule. :

Bolzano uvddi tuto v&tu ve tvaru trochu zkomplikovaném (zbyte&ng): jsou-li f, g dv&
funkce spojité v uzavieném intervalu [a, b] a je-li f(a) < g(a), f(b) > g(b), existuje uvnitf
tohoto intervalu aspofi jedno &islo x tak, Ze f(x) = g(x). Tato v&ta je velmi plauzibilni
z ,,ndzoru*: spojitd Cdra, kterd probihd ¢dste¢né pod osou usecek, Cdste¢né nad ni, musi ji
nékde protnout. Ale Bolzano sprdvné zdiraziiuje: to nestadi, je nutno tuto vétu dokdzat
jakozZto diisledek definice spojitosti. Spojitost pak definuje Bolzano v podstaté stejn€, jako
to ucinil Cauchy o néco pozdéji. Ndsleduje diikaz této véty. Bolzano pfedné uvddi nutnou
a postacujici podminku pro konvergenci posloupnosti, tzv. podminku Bolzanovu-Cauchyovu,
kterou uvddi také Cauchy o &tyfi roky pozdé&ji. Ale Bolzano jde ddle nez Cauchy a pokousi
se o dikaz postaditelnosti této podminky. Misto diikazu poddvd ov§em vlastné jen Gvahu,
kterd Cini postacitelnost této podminky plauzibilni — tak to musilo dopadnout, jeZto dikaz
této véty spoCivd na teorii redlnych Cisel, kterd byla vybudovdna az asi o padesdt let pozdéji.

2) Za tteti se do Bolzanova dila n€kdy primisily nejasné metafyzické prvky a zmafily jeho
uctyhodnou snahu. Na §tésti se tato vyhrada netykd jeho praci o zdkladech analyzy,
kde obor redlnych &sel (ag jeho teorie tehdy nebyla fddn& vybudovdna) mu ddval
dostatecné spolehlivou zdkladnu. :
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Ale jiZ pouhé vysloveni této krajn& dileZité v&ty, v némZ md Bolzano prioritu pfed Cauchym,
sv&d¢i o pronikavosti jeho pohledu na zdkladni otdzky analyzy. Bolzano zde také dokazuje,
Ze posloupnost miZe mit jen jednu limitu; bylo by snad zajimavé zjistit, kdo kromé& Bolzana
si prvni uvédomil, Ze tuto v&tu je nutno dokdzat (coZ je oviem velmi snadné).

V dal8im odstavci dokazuje Bolzano uZitim Bolzanovy-Cauchyovy podminky tuto vétu:
JestliZe viechna ¢isla mensi neZ jisté Cislo u maji vlastnost M a jestliZe existuje aspoii jedno
¢islo, které nemd vlastnost M, potom existuje ¢islo U, které je nejvétsi ze vSech Cisel v, jeZ
maji tu vlastnost, Ze kazdé Cislo mensi neZ v md vlastnost M. Rozebereme-li toto souvéti,
vidime, Ze Bolzano zde dokazuje v&tu o infimu (neboli o dolni hranici): &islo U je totiZ pravé
infimem onéch &isel, jeZ nemaji vlastnost M. Pro Bolzaniv smysl pro pomérnou dileZitost
matematickych vét svéd¢i diraz, se kterym v ndsledujicim odstavci upozoriiuje na funda-
mentdIni diileZitost této véty. Hlavni vétu dokazuje pak Bolzano v § 15 — stru¢né feéeno —
takto: budiZ x infimum on&ch &sel y intervalu [a, b], pro n&Z je f(y) = g(); potom se lehko
dokdze, Ze f(x) = g(x). Nato dokazuje v § 17 spojitost mnoho&lenu, coZ mu dévd moZnost,
aby v § 18 pouZil véty z § 15 na p¥ipad rovnice P(x) = 0, kdy P je polynom.

AZ na nezdar (tehdy nutny) v ditkazu postaitelnosti Bolzanovy-Cauchyovy podminky
jsou vechny detaily Bolzanova dikazu spravné, nékteré zbytecné komplikace viak sv&éd¢i
o nedostatku matematické zrucnosti. Tak v § 15 z nezndmych divodu rozliSuje Bolzano
zcela zbytedn& nékolik p¥ipadi podle znameni &isel a, b a tim znaén& komplikuje dikaz.
Dalsi zbyte¢né komplikace jsou v § 18, ty v§ak moZnd souvisi s prvnim odstave¢kem diikazu
v § 15, jehoZ smysl mn& ziistdvd nejasny (ale celkem je tento odstavedek zbytedny, takZe jeho
nejasny smysl nevadi). Ale to viechno je jen neobratnost, nikoliv nesprévnost. Horsi je to
v § 16, ktery na $t€sti nemd pro ostatni obsah prdace vyznam. Tam totiZ Bolzano tvrdi, Ze za
pfedpokladii uvedenych v hlavni v&t& md rovnice f(x) = g(x) v intervalu [a, b] lichy pocet
kofent. Pfitom Bolzano ziejmé€ pocitd kazdy kofen jen jednou, i kdyZ jde o tzv. kofeny
mnohondsobné. Véta je oviem zfejmé nesprdvnd. Vsimneme-li si, Ze tento odstavec, nade-
psany Anmerkung, je stylizovdn ponékud zb&Zn& — takZe plisobi dojmem ne zcela promysle-
né improvizace — a uvazZime-li novost a nezvyklost Bolzanovych metod, nepodivime se p¥ili§,
Ze se zde dopustil chyby. Ale pozoruhodné je, Ze si dodate¢né neuv€domil nesprdvnost svého
tvrzeni, které by kazdy matematicky rutinér vyvratil nejjednodus$imi piiklady.

Snad tento struény rozbor Bolzanovy prdce dost jasn€ ukazuje jeho aritmetizujici stano-
visko, jeho vyjimecny smysl pro otdzky zdkladi matematické analyzy a hloubku jeho dika-
zovych metod, soudasné vSak také jeho podivuhodnou neobratnost v pouZivdni ndstroji
matematického femesla. _

Obratme se nyni k Bolzanové ,,Functionenlehre*, vydané r. 1930. Toto asi o patndct let
pozdé&jsi dilo se zabyvd rovnéZ zdkladnimi otdzkami analyzy, ale na vy$§im stupni vyvoje.
Nejzndméj$im vysledkem tohoto dila je skvé&ly Bolzaniv piiklad spojité funkce, kterd v Zdd-
ném bodg jisté mnoZiny viude husté nemd konenou derivaci. (Dnes vime, Ze tato funkce
nemd derivaci v Zddném bodé& viibec, ale Bolzano to nedokdzal a také to nikde netvrdi.)
Uvedomime-li si, Ze prvni ptiklad spojité funkce, nemajici derivaci v Zddném bodg, uvetejnil
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Weierstrass r. 1875 %) (podle H. A. Schwarze uvdd&l Weierstrass tento p¥iklad ve svych pied-
nd3kdch jiz diive, od r. 1861), pochopime, jaky rozruch vyvolala Jaskova zprdva o objeveni
této funkce, zndmé nyni pod jménem ,,Bolzanova funkce*, v Bolzanovych rukopisech.

Ale bylo by velmi nesprdvné, kdybychom vyznam ,,Functionenlehre vidéli jen v této
oslitujici podrobnosti, v Bolzanové funkci. Zd4d se mi, Ze hlavni jeji vyznam je v tom, Ze po-
dévd systematicky vyklad nauky o spojitosti a o derivaci funkci jedné redlné proménné.*)
Tyto partie knihy jsem rozebral dost obsirng v &ldnku ,,Bolzanova Functionenlehre* (viz
v této publikaci str. 39—59 — pozn. red.), oviem jen po strdnce odborné, ponechdvaje
definitivni hodnoceni v€domé historikim matematiky. Omezim se proto jenom na nékolik
zdsadnich pozndmek, ilustrovanych piiklady. V§imnéme si napf. Bolzanovych tivah o spoji-
tosti. Definice spojitosti je zde poddna formdln€ dokonaleji neZ v Analytickém dikazu;
mimoto zde Bolzano definuje spojitost v bod& (téZ zprava a zleva), kdeZto div&jsi definice
(v Analytickém ditkazu i u Cauchyho) mluvily pouze o spojitosti v intervalu. A nyni ndsle-
duje teorie spojitych funkci jedné proménné, vyvozend pfisné deduktivné z této definice.
Tato teorie jde pak dv€ma hlavnimi sméry.

Predevsim dokazuje Bolzano obecné véty o spojitych funkcich, tj. odvozuje vlastnosti,
které 1ze dedukovat ze spojitosti funkce. Zde se pfedeviim vyskytuje opét hlavni véta z Ana-
Iytického diikazu, kterou mezitim dokdzal také Cauchy (1821), a to se zjednodusenym dika-
zem, vedle ni v§ak také fada novych vét, z nichZ napf. uvddim fundamentdlni vétu o existenci
nejvétsi a nejmensi hodnoty spojité funkce v uzavieném omezeném intervalu. Dikazy jsou
velmi systematicky vybudovdny hlavné€ na dvou vétdch: jednak na vét€ o infimu, se kterou
jsme se uZ setkali v Analytickém diikazu, jednak na vété: kazdd omezend posloupnost md
hromadny bod. Zde pak stojime pfed zajimavou otdzkou: Rychlik ve svych pozndmkdch
k,,Functionenlehre* uvddi, Ze tuto vétu nelze nalézt v Zddné z Bolzanovych praci, ti§ténych
pred rokem 1930. A piece se této vete jiZz pfedtim zhusta ¥fikalo ,,véta Bolzanova-Weierstras-
sova‘“ — jak se tam jméno Bolzanovo dostalo?

Bolzano tedy zde piedeviim dokazuje fadu zdkladnich v&t o spojitych funkcich, které
vesmés potvrzuji to, co ndm povrchni ndzor napovidd, a které tvofi nutny podklad pro dalsi
studium spojitych funkci. Ale Bolzano studuje pojem spojitosti jesté v jiném, fekl bych opac-
ném sméru: ukazuje, Ze existuji funkce, majici jisté neSekané ,,paradoxni vlastnosti (dnes
oviem na t&chto vlastnostech nevidime jiZ nic paradoxniho). Tak sestrojuje napf. hned na
poléatku funkci, kterd je spojitd pravé v jednom bod€. Nejskvélejsim prikladem je oviem
Bolzanova funkce, kterd je spojitd a pfitom, jak Bolzano dokazuje, neni monotonni v Zddném

3) Presngji feCeno: Weierstrassiiv piiklad otiskl P. du Bois-Reymond v jedné své prdci
v &asopise Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 79 (1875), str. 29—31.

4) Poznamendvdm, Ze partie o derivaci, vyZadujici vice technické zb&hlosti, obsahuji vice
vadnych mist, neZ partie o spojitosti. Mimoto obsahuje kniha téZ vyvody o funkcich
né&kolika prom&nnych; ale tyto partie jsou technicky pfili§ sloZité a proto trpi u Bolzana
mnoha nedostatky.
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intervalu a nemd kone¢nou derivaci v Zddném bodg jisté mnoZiny vSude husté. KdeZto tedy
prvni smér vySetfuje vlastnosti, které se vyskytuji u viech spojitych funkci, vysetfuje tento
druhy smér konstrukci vhodnych ptikladt otdzku, které vlastnosti se vyskytuji aspoii u né-
kterych spojitych funkci, tj. vySetfuje rozsah pojmu spojitosti.*) Zd4 se mi, Ze v tomto smé&ru
nebylo pfed Bolzanem vykondno téméf nic. Neni proto snad pfehnané, nazveme-li Bolzana
pfedchiidcem moderni obecné teorie redlnych funkci. Bylo by zajimavé, srovnat jeho dilo
s vyvojovou linii poné€kud pozdé&jsi, danou jmény P. G. Lejeune Dirichlet — B. Riemann —
H. Hankel. .

Ptdme-li se, bylo-li dilo Bolzanovo v matematické analyze dostate¢n€ zhodnoceno,
musime odpovédét zdporn€. Jeho Analyticky dukaz i Paradoxy byly znovu vyddny, a to
s kritickymi pozndmkami. O jakési celkové hodnoceni se pokusil r. 1881 O. Stolz (B. Bolza-
nos Bedeutung in der Geschichte der Infinitesimalrechnung, Mathematische Annalen 18
(1881), str. 225—279) — oviem bez znalosti ,,Functionenlehre* nemiiZe toto hodnoceni
byt ani zdaleka 1plné a i jinak mohou byt k Stolzovu ¢ldnku vyhrady.

Vydani ,,Functionenlehre* z r. 1930 je opatifeno, jak jsem jiZ fekl, pfedmluvou K. Petra
a pozndmkami K. Rychlika. Zminil jsem se jiZ o instalacni feci Petrov€ i o svém ¢ldnku.
Velmi cennd jsou sdéleni objevitele Bolzanova rukopisu M. Jaska, ale jeho hodnotici pozndm-
ky je po strdnce matematické nutno ¢ist velmi kriticky. VSe to nelze vSak povaZovat za
celkové hodnoceni Bolzanova dila v zdkladech analyzy.

_ Ti, kte¥i budou hodnotit kriticky Bolzanovo dilo, budou postaveni pfed mnoho obtizi.
Pfedevsim bylo hlavni Bolzanovo dilo o analyze vyddno az asi osmdesdt let po jeho smrti
a také ostatni jeho prdce o analyze ziistaly za jeho Zivota mdlo zndmy, takZe zde schdzi
piimy vliv na soucasniky, jehoZ sledovdni miiZe pomoci v hodnoceni dila.

Uvedl jsem jiz, Ze Bolzano sdm fikd, Ze se 0 matematiku zajimd hlavné jako o odvétvi
filozofie a cviCeni v spravném mysleni. Proto bude pro hodnoceni Bolzanova dila nutno —
a to se mné zdd byt obzvldsté téZkym tkolem — nalézt vztah mezi jeho filozofickymi ndzory
a jeho matematickym dilem. Zd4 se mi, Ze Bolzano byl pln€ isp€$nym tam, kde jeho zdjem
byl sice vzbuzen filozofickymi tivahami, jeZ ho vedly k volb& programu a metody, kde se
vSak pfi realizaci programu obeSel bez tivah &isté filozofickych a mohl pracovat jen na
matematické bdzi — jak je tomu pravé v jeho pracich o zdkladech analyzy. Naproti tomu
tam, kde pfimo pouzivd n€kterych svych metafyzickych pfedstav — jako napf. v geometrii —
nedosahuje Bolzano plného tispéchu prévé tak jako na druhé strané tam, kde je tfeba mnoha

5) Tyto dva sméry zdlraziiuje také K. Petr ve své vyznamné instalaéni rektorské feci
,,Bernard Bolzano a jeho vyznam v matematice‘ (1926). Petr je ilustruje na dvou pfi-
kladech: Hlavni véta z Analytického dikazu je obecnd véta, kterd potvrzuje domnénku,
k niZ nds vede povrchni ndzor; ale ndzor nds vede také k domnénce, Ze kazdd spojitd
kfivka md vSude aZ na izolované body tenu — a Bolzanova funkce je piekvapujicim

- (dnes JiZ ovSem nikoliv) pfikladem funkce, kterd tuto domné&nku vyvraci.
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znalosti a schopnosti specificky odborné-matematickych. Snad je tento soud ukvapeny —
ale uvedu aspoii jeden piiklad, ktery se zdd svéd¢it pro jeho spravnost.

Ve svych ,,Paradoxech* uvddi Bolzano (s velkym dﬁraZem) okolnost, Ze mnoZina M
vSech Cisel mezi nulou a péti a mnoZina N vSech ¢isel mezi nulou a dvandcti jsou, jak dnes
fikdme, ekvivalentni; to znamend, Ze Cisla mnoZiny M lze vzdjemné jednoznaéné prifadit
&islim mnoZiny N — napt. tim, Ze kaZdému ¢&islu x mezi nulou a péti pfifadime &islo 12x/5,
leZici oviem mezi nulou a dvandcti. Tohoto pojmu ekvivalence si o0 mnoho pozdgji znovu
v§iml G. Cantor a vybudoval na ném svou genidlni teorii kardindlnich &isel. Naproti tomu
Bolzano, misto aby se touto ekvivalenci ddle zabyval, soudi asi takto: Tyto dv€é mnoZiny
jsou sice ekvivalentni, ale pfitom je jedna &dsti druhé, tedy nemohou mit touz ,,Vielheit* —
a z toho Bolzano zfejmé usuzuje, Ze pojem ekvivalence neni u nekoneénych mnoZin zdvazny
pro posouzeni jejich ,,Vielheit* a ddle se ekvivalenci nezabyvd. To, Ze Bolzano odhodil
dilezity pojem ekvivalence, sotva jej nalezl, bylo patrné zpiisobeno nejasnymi obrysy pojmu
» vielheit* a tim, Ze Bolzano nevhodn€ pouZil metafyzickych pfedstav o poméru mezi ,,Césti*
a ,,celkem®.

Bolzanovy véty ze zdkladli analyzy jsou dnes nezbytnou soucdsti odborné-technické
vyzbroje kazdého matematika a pfedndseji se v tivodnich kurzech analyzy na kazdé univer-
zit&, ale ve své dobg byly zdroveii velkym €inem filozofickym, ideologickym: jsou plodem no-
vého nazirdni na zdkladni otdzky matematiky, které ze vSech soucasnikii se v nejvyspélejsi
formé vyskytuje pravé u Bolzana. Bylo tfeba postavit se na nové stanovisko a stdt na ném
disledné i tehdy, vedlo-li k neekanym, zddnlive tfeba i paradoxnim disledkiim. V tom se
Bolzano ponékud podoba Lobacevskému; pied pokiikem omezencii jej ochrdnilo asi jen to,
Ze jeho ,,Functionenlehre‘ nebyla publikovina.

Uvedu asponi jeden ptiklad. Jak uvddi M. JaSek, pfedloZil Bolzano rukopis své ,,Func-
tionenlehre* svému oblibenému Zéku A. Slivkovi ze Slivic; v Bolzanové pozistalosti je pak
zachovdna obgirnd kritickd odpovéd Slivkova. V ni polemizuje Slivka s Bolzanem a pravi
mj., Ze povaZuje za dokazatelnou vétu, Ze kaZdd spojitd funkce md derivaci vSude aZ na izolo-
vané body. Zde se setkdvame s podivuhodnym dokladem houZevnatosti pfedsudkt v lidskych
myslich: Slivka vidi pfed sebou konstrukci Bolzanovy funkce — a piece neveéfi v jeji existenci,
protoZe odporuje dosavadnim (v&decky nepodloZenym) predstavim.®) Ostatng se setkdvd-
me — prdvé pii této otdzce — s podobnym pifipadem o mnoho let pozdéji. Znamenity
francouzsky matematik Ch. Hermite (neznajici oviem Bolzanovu funkei) zmifiuje se v jednom
dopise Stieltjesovi o Weierstrassové spojité funkci, nemajici nikde derivaci. Nepopird oviem
jeji existenci — na to byl pfili§ dobrym matematikem — ale piSe, Ze se ,,odvraci s hrizou*
od této Zalostné rdny spojitych funkci, nemajicich derivaci. A toto minéni sdileli i jini velci

) O tom, jak Bolzano musil n¢kdy sdm v sob& bojovat se starymi hledisky, zdd se svédgit
jeho vyklad o rozliSovdni funkci prvniho a druhého druhu; viz o tom na str. 53. K pfi-
padu Slivkovu poznamendvam jesté: je pravda, Ze v Bolzanovych tivahdch o jeho funkci
je jedna netiplnost; povaZuji v§ak za vyloucené, Ze by si ji Slivka byl v§iml.
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matematikové z druhé poloviny 19. stoleti, ktefi se domnivali, Ze podobné uvahy o zdkladech
analyzy mohou jenom rozleptat krdsnou budovu matematiky.”) Neméli oviem pravdu;
smé&lé prezkoumdni zdkladli analyzy znililo pouze predsudky prede$lého obdobi a tim
urovnalo pidu, na které se ty&i budova moderni matematiky®), mezi jejimiZ pfedchiidci

Vojté&ch Jarnik

jedno z prvnich mist — €asové i vyznamem — patfi naemu Bernardu Bolzanovi.

Ecbtf a B Wenn  eine Feihe von Grifen
2 2 n4r
r‘, rx rl, XY lx' se0y ]_'x, tee

pon bdeyp %efd)aﬁenf)mt ift, bap ber Unterfhicd zwie

n r
{den ibrem nten Gliede I'x und jebem fpdteren nﬁv,
fey diefes von jenem auydy nody fo mweit entfernt, Elei-
ner al3 jebe gegebene Griofie verbleibt, wenn man
n grof genug angenommen hat: fo gibt ed. fededmabf
eine gewiffe beftandige Grofe, und zwar nur
eine, ber {id) bie Slicder diefer Keihe immer mehy
wabhern, und der fie fo nabe Tommen Fonnen, ald
man nuv will, wenn man i Reihe weif genug
fortfept.

Rehefaps,  BWenn cine Gigenfdaft M nidt
allen Werthen einer vevanderlidhen Grife x, wopt
aber allen , die Tleiner {ind, al cin gewiffer v,
gutomme: fo gibe*es allemalhl eine Grofe U, welde
bie gedfte derjenigen ift, von denen behauptét wers
ven Pann, daf alle tleinercn x tic Gigenfdhaft M bee
fien,

Dvé véty z Bolzanova dila

,,Rein analytischer Beweis. ..

7) Je pravda, Ze existence takové ,,paradoxni* funkce, jako je funkce Bolzanova nebo
Weierstrassova, musila na prvni pohled piisobit spiSe jako vystraZzny signdl,ale v dal$im
vyvoji védy vede pfirozen& k otdzkdm: O kterych t¥iddch funkci lze tvrdit, Ze maji
,,skoro viude* derivaci? A jaky pfesny smysl mdme ddt sloviim ,,skoro viude“? Kdo
znd trochu moderni teorii redlnych funkci, vi, k jak zdvaZnym vysledkim vedly tyto

s)‘

otdzky.

Viz napf. velmi vyraznou pfedmluvu ke knize S. Saks, Théorie de 'intégrale, VarSava

1933.
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