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POZNAMKY

Preklad je pot¥izen z otisku puvodniho vydani, které p¥ipravil do tisku Bolzanliv
zak dr. Fr. Pfihonsky a které vyslo pod ndzvem ,,Dr. Bernard Bolzanos Paradoxien
des Unendlichen, herausgegeben aus dem schriftlichen Nachlass des Verfassers
von Dr Fr. Prihonsky* v Lipsku roku 1851 v nakladatelstvi' C. H. Reclam sen.
Otisk vySel jako 99. ¢&islo sbirky ,,Philosophische Bibliotek*, ¥izené filosofem
Aloisem Hoflerem, v Lipsku 1920, nakl. Felixe Meinera. K tomuto otisku je pfipojen
vyborny komenta¥ zndmého némeckého matematika prof. Hanse Hahna.

. Pouzivim v nisledujicich pozndmkéch tohoto komentife v znaéném rozsahu
s prisluinym odkazem. Je v8ak nutno poznamenat, Ze tento koment4r se vyslovné
:vzdaluje problematiky filosofické a do znaéné miry i logické (viz Hahnovo vyjadieni
o této véci na str. 133 cit. vydani, pozndmka pod &arou). Doplituji proto Hahntv
koment4F a snaZim se ¢tenéfi p¥ibliZit i nékteré jiné problémy, které v souvislosti
s Bolzanovymi tématy nabyly vyznamu v pozdé&jsi dobé. Na druhé strané jsou
tyto pozndmky psiny s ohledem na $ir$i okruh &tendfd a proto se tmyslné vyhy-
baji technicky néroénym tivah4dm, ke kterym by jisté bylo dost piileZitosti.

* Mnohé z toho, o éem zde mluvi Bolzano sdm, je komentovéano, vykldd4no a hodno-
ceno v monografii akademika A. Kolmana ,,Bernard Bolzano* vydané v ¢eském
prekladé r. 1958 v SNPL Praha, zejména na str. 72 — 87. Doporuduji éetbu této
pFistupné psané monografie kazdému &tenéfi, ktery si pFeje poznat toto Bolzanovo
dilo 1 jeho ostatni &innost v SirSich souvislostech.

Pokud jde o minimilni nezbytné poudeni o problémech matematického neko-
neéna, doporuduji étenéfi spisek doc. dr. Bedficha Pospisila ,,Nekoneéno v mate-
matice”, vydany posmrtng Jednotou d&eskoslovenskych matematiki a fyzikd
v Praze 1949 ve sbirce ,,Cesta k védéni*‘.

V poznidmkich je zachovin postup podle paragrafi Bolzanova spisu. Jsou
z vE&tsi &asti nepfili§ rozsdhlé, takZe étendr snadno nalezne misto, k némuZ se
poznidmka vztahuje. Pfed pozndmky je umisténa jen struénd charakteristika
vydavatele Bolzanova spisu.

Piedmluva. Dr FrantiSek Pfihonsky, Zik a p¥itel Bolzantiv (naroz. 6. ¥ijna 1788
v Praze, zemiel 12.ledna 1859 v Budysing), studoval na prazské université teologii
a filosofii. Krom funkei, jez zastdval jako knéz, pusobil &étyfi roky (1818 — 1822)
na prazské université jako adjunkt teoretické a praktické filosofie, krom toho

od r. 1819 jako suplent estetiky do r. 1824. Od podzimu 1824 ptisobil s prestavkou
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let 1827 — 1834 aZ do své smrti v Budy$ing, pozdé&ji ve vysokém cirkevnim posta-
veni, Vyznamné je jeho vefejné pusobeni v LufZici, kde si ziskal velkou oblibu
svymi charakterovymi vlastnostmi a svym rozsshlym vzdélanim. Sim byl spiso-
vatelsky &inny v oboru filosofie (viz spis ,,Neuer Antikant oder Priifung der Kritik
der reinen Vernunft, psany pod vlivem Bolzanovym), avSak v na3i souvislosti
jsou zvl4sté daleZité jeho zasluhy o Sifeni Bolzanova dila. Je autorem Bolzanova
Zivotopisu (,,Bolzanos kurze Lebensbeschreibung*‘, 1850), psal o Bolzanové atomové
teorii a krom ,,Paradoxi nekoneéna‘* vydal jestd jiné Bolzanovy filosofické a nabo-
Zenské spisy. Také byl prvnim, kdo sestavil soupis Bolzanovych praci (véetné
praci jeho Ziku).

Bolzanovou Logikou, o niZ se Pifhonsky v pfedmluvé zmifiuje, rozumi zfejms
Styfdilnou ,,Wissenschlaftslehre*, jedno ze zdkladnich dél moderni fize logiky
vibec, vydané poprvé pééi Bolzanovych pfitel v Sulzbachu 1837.

§ 1. Jako v jinych Bolzanovych pracich je i v tomto spise, snad jen jesté ve vy-
znaénéj’$i mife, stavba Bolzanovy véty misty velmi sloZiti. Pozadavky soudobého
piekladu by snad byly Zddaly, aby p#ili§ dlouhé a stavebn& komplikované véty
byly zjednoduseny (rozloZenim v nékolik vét a.p). Bylo by se k tomu mohlo vyuZit
i Bolzanova vnitfniho &lenéni vét (uZitim dvojtedek a stfednikil). Po uréité tvaze
jsem se vSak rozhodl ponechat Bolzanovu puvodni interpunkci. Vychézim totiZ
z toho, Ze Ceskému d&tenéfi je nutno podat co mozZno tplny obraz stavby bolza-
novské véty, kterd tu je mnohem spiSe diktovdna poZadavky Iogick)’fmi neZ este-
tickymi.

§ 2. Vztah pojmu koneéna a nekoneéna a jejich nézvu je tfeba chépat ve smyslu
Bolzanovy nauky o pojmu, rozvinuté zejména v I. dilu ,,Wissenschaftslehre®)
(v dal8im textu pouze W s pfipadnym udénim paragrafu a dilu pivodniho vydanf).
Pro pochopeni § 2 je zvl4st dilezitd Bolzanova analyza pojmu na jeho &asti (nebo
souddsti). V § 58 W I ¥ik4: ,,Velmi pozoruhodnou vlastnosti, kterd p¥islu$i vétsing
pfedstav o sobé, i kdyZ ne vSem, je jejich sloZeni z ¢4sti. NaSe védomi nés totiz
pouluje, Ze takika u kazdé myslené predstavy rozezndvdme uréité &asti, jejichz
spojenim prévé vznika. Pfiklad ndm muZe poskytnout pfedstava kterou oznaéuje
vyraz pozemsky tvor. Nebot jisté si myslime a musime pfi tomto vyrazu myslit
pravé toté, co si myslime pfi vice slovech: ,,Tvor, ktery sidli na zemi.* ... Je-li
viak mysSlend pfedstava sloZena z uréitych &dsti, které jasnym védomim rozezna-
véme: neni pochyby, Ze také pfedstava o sob&... musi byt sloZena alespofi
z tak mnoha &isti.* Z tohoto hlediska poklddd Bolzano i ka?dy negativni
pojem za sloZeny a to alespoii ze dvou &asti, z nichZ jedna je oznadena vyrazem
,one —*“. Pojem nekoneéna bude tedy mit alespoii dvé soulésti. Bolzano sméfuje
svym postupem k vymezeni pojmu nekonefna na zdkladé pojmu koneéna, tj.
jde o pochod od pojmu jednodusiiho k pojmu sloZitéj$imu. (Srov. téZ Bolzanuv
vyklad negovanych pojma v § 89 W I). K uvedenému cititu z W je tieba jen
dodat, Ze ,,pfedstavou** tu nemini Bolzano onen pojem, ktery je zndm z psyeho-
logie. P¥edstavu ve smyslu psychologickém charakterizuje Bolzano jako pfedstavu,
kterou nékdo m4 (gehabte Vorstellung). Naproti tomu v nasi souvislosti jde
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o pfedstavu o sob& (Vorstellung an sich), kterd je souddsti vty o sob&. Véta
.0 sobé& je jednim ze zdkladnich pojmu logicko-filosofické kencepce Bolzanovy.
Struéné ji lze vystihnout asi takto: véta miZe byt vyifena, vyslovena, tj. skuteéns
pronesena. Pfitom to, co je proneseno, musi o né¢em vypovidat. To, co je vy-
poviddno, muiZe byt jen pravdivé nebo nepravdivé. AvSak vedle pronédsenych
vét jsou, jak soudi Bolzano, téZ véty pouze my3lené. V obou pfipadech je viak
tfeba lidit vétu samu od jejiho proneseni nebo od myslenky na ni. Véta o sobég
je pak tim objektem mysleni, ktery jesté zbyva, polozime-li si otdzku, zda ji nékdo
pronesl nebo na ni myslil, tj. to co zbyva, pokldddme-li tato fakta za lhostejn4.
Predstava o sobé je vidy néjakou souédsti véty o sobé, ale nesmi byt takovou jeji
souldsti, aby byla sama o sobé jiz také tvrzenim. Bolzanuv pfiklad: ,,Cajus hat
Klugheit* (Cajus je moudry — pfesnéji, v duchu jisté Bolzanovy koncepce predi-
kativniho soudu — Cajus m4 moudrost). Tu jak slovo Cajus, tak také ostatni dvé
vyjadiuji néco, co muze byt souddsti véty o sobé.

Zbyvalo by dodat, Ze pfedstava o sobé hraje v Bolzanové pojeti logiky zhruba
tu roli, kterou m4 v jinych logickych soustavich pojem. Bolzano dochézi k pojmu
jistou specializaci pfedstavy o sobég, jak bude pozdéji poznamenéno.

Pojmy toho druhu jako véta o sobd, pfedstava o sobé aj. jsou u Bolzana proto
tak duleZité, Ze byly jeho zdvaZnou zbrani proti subjektivismu a psychologismu.
A po této stridnce také mély svou pokrokovou tlohu v Bolzanové filosofickém
systému, ktery lze oznadlit jako objektivné-idealisticky. (Podrobnéji o obou zmi-
nénych pojmech viz W I, zejména § 19 a nésl., § 48 a ndsl.)

Bolzaniiv termin Menge piekliddm dusledné terminem mnoZina, termin
Vielheit terminem mnoZstvi.

§ 3. U Bolzana je pojem mnoZiny, mnoZstvi, fady a pfirozenych &isel budovan
na pojmu souhrnu (timto terminem pfekldddm Bolzantv Inbegriff). V Bolza-
nové logické soustavé vznikaji uvedené pojmy specializaci pojmu souhrnu, jak
je obsirn&ji neZ v ,,Paradoxech** vysvétleno ve W I, §§ 82, 83, 84, 85, 86. O pojmu
souhrnu ¥ikd Bolzano vyslovng, Ze ho chce uZivat v takovém vyznamu, jak jej
nachdzime v béném jazykovém uZiti. Rozumi tim tedy ,,zcela totéZ, co bychom
mohli vyjadFit slovy: spojeni nebo sloudeni (téchto) véci, spolubyti jejich, celek,
v ném? p¥ichdzeji jeho &asti ap.”. Velmi zajimavé je, Ze ve W nechce Bolzano rozho-
dovat otdzku, zda tu jiZ jde o pojem (p¥edstavu) jednoduchy nebo sloZeny (v jeho
smyslu). AvSak kloni se spife k ndzoru, Ze jde o pojem jednoduchy (W § 82).
Dilezity poZadavek rozlifitelnosti pfedmétt, obsaZenych v souhrnu, vysloveny
ke konci § 3, se odrd¥i také v axiématické vystavbé teorie mnoZin. Tzv. axiém
uréenosti mnoziny, v n€kterych soustavich uvedeny, ¥ikd, Ze jestliZe jest a prvkem
mnoziny M a plati, Ze a je totozné s b, pak je také b prvkem mnoZiny M.

V pfekladu opravuji E, uvedené v cit. vydani spisu na str. 3, ¥. 8 zdola na C.
Jde zfejmé o pfedméty oznafené A, B, C,... a Bolzano poZaduje nepravdivost
vét: A je totoZné s B, A je totozné s C, B je totozné s C atd.

Termin Teil, shrnujici ndzvy pfedmétu souhrnu (pozdé&ji téZ mnozin) pfekladdm
terminem &dst. H. Hahn upozoriiuje ve svém komentifi k tomuto paragrafu
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vave

na to, Ze Bolzano uZivd ndzvu Teil misto pozdé&jsiho (Cantorova) terminu Element
(prvek) mnoZiny. Toto Hahnovo upozornéni je jisté opravnéné. Domnivim se vak,
Ze by bylo tfeba dodat k nému jesté tolik: Bolzanovy ,,Paradoxy* tvofi nepochyb-
nou jednotu. Po teoretické &asti nésleduje, jak étendf sdm poznd, aplikace na nauku
o prostoru a {asu, na oblasti fyzikédlni i na otdzky kosmogonické. Bolzano pone-
chava termin Teil také u éastic hmoty, atomu atd., tedy tam, kde by bylo téZko
uzit terminu prvek. Terminu Teil uZivd Bolzano v ,,Paradoxech* dusledns, at
tedy jde o prvky souhrnii nebo mnoZin v abstraktnim smyslu nebo o souhrny
a mnoziny redlné existujicich pfedmétu.

§ 4. Hahn podotykd v pozndmce k tomuto paragrafu, Ze Bolzanovo vymezeni
mnoZiny se v podstaté kryje s novodobym pojetim aZ na to, Ze Bolzano nebere
v tivahu mnoZiny o jednom prvku a stejné tak i mnoZinu prdzdnou, jez jsou obé
v matematice béZné. Lhostejnost zpusobu sloZeni ¢4sti mnoziny ilustruje Bolzano
ve W ptikladem hromady mincf, jejichZ uspofddani je z hlediska sumy jejich hodnot
lhostejné.

K Bolzanové struéné zmince o ,,jednotce druhu A* je tfeba dodat: Bolzano
doSel k jednotkdm druhu A tak, Ze uvaZuje o ekvivalenci objektd, podfazenych
n&jakému pojmu a jeding z hlediska tohoto pojmu. Rik4: ,,Kazdy predmét, ktery
m4 néjakou vlastnost (Beschaffenheit) a neboli je podfazen pfedstavé: néco, co ma
a (neboli A), je pro nds jednotkou druhu A4 v konkrétnim vyznamu slova
jednotka, neboli konkrétni jednotka druhu A, & jest& kratfeji: jedno A.* (Viz
W I § 86, kde je téZ uvedeno, co rozumi Bolzano abstraktni jednotkou.)

Pokud jde o termin Beschaffenheit, pfeloZeny v této souvislosti terminem
vlastnost, mi u Bolzana velmi Siroky vyznam, uZiva ho nejen ve smyslu vlastnosti,
nybrz i velmi rtznych vztahi, ve smyslu struktury ap. (viz W I § 80, str. 387 aj.).
Proto prekldddm termin Beschaffenheit na jinych mistech tohoto dila a v jinych
souvislostech i jinymi feskymi terminy.

§ 5. Pokud jde o souhrny, které jsou soudty, pokldd4 Hahn Bolzanovo vymezeni
v tomto paragrafu ,,za tak abstraktni a tak madlo zfetelné, Ze je téZko
stanovit jeho pfesny smysl. V § 84 W I, na ktery té%z Hahn odkazuje, je vyklad
trochu podrobnégjsi nez v ,,Paradoxech®. Bolzanovi jde o to, Ze existuji souhrny,
jejichZ &4sti lze chdpat opét jako souhrny jinych &4sti ale tak, Ze tyto &dsti E4stf
se mohou jevit byt é4stmi pivodniho souhrnu. Bolzano upozoriiuje ve W I str. 400,
Ze pro tyto soulty je charakteristickd nejen vlastnost lhostejného spojeni
84sti, nybrz i vlastnost : ¢4st &4sti je opét &4sti puvodniho souhrnu.
Piiklad, kterym svoji tvahu ilustruje, mu poskytuje tsek néjaké &iry (ziejms
nézorné), ktery lze chépat jako souhrn mensich tsekt této &ary a ty chépat opét
jako souhrny je$t8 mens3ich tGsekt oné &ary.

Pokud jde o platnost asociativniho zdkona pro soudty, je jisto, Ze bez jeho
platnosti nelze o sou¢tu mluvit. Av3ak tento zikon sdm nestaéi vymezit pojem
soudtu, nebot plati i pro ndsobeni &sel, plati v nékterych kalkulech logick)'rch”
(jako je nap¥. t¥idovy kalkul aj.)
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§ 6. Bolzano utinil v §87 W I véZny pokus o definici veli¢iny vibec (zabyval
se ostatné timto problémem i jinde), Pozdé&ji byla uéinéna fada tispéinéjsich pokusi,
vymezit tento pojem axiématicky, tedy urditym podtem vzdjemné bezespornych
pozadavki, kterym musi pojem veli¢iny vyhovovat. Uéinil tak nap¥. Couturat,
Burali-Forti, Holder a jini. Bolzanuv trichotomicky poZadavek, podle né€ho% plati
pro. veli¢éinu bud M = N nebo M = N + v nebo N = M + u, vystupuje v axié-
matickych soustavich pro veli¢inu jako jeden z axiémi (i kdyZ tfeba v jiné for-
mulaci). Tak v systému Hélderové je prvnim axiémem. AvSak charakterizovat
veliéinu jen tim poZadavkem, ktery Bolzano uvadi, nestadi.

Ve své pozndmce k tomuto paragrafu se Hahn zmifiuje o uréitém zdZeni oblasti
velitin, které Bolzano svoji definici p¥ivodil. Rik4 vyslovng: ,,ve skuteinosti
se zd4, Ze Bolzanovi tanul na mysli pfili§ dzky pojem veliiny, nebot neuznal
nulu za veli¢inu (viz § 14). Na druhé strang viak hovoii vyslovng o pozitivnich
veli¢indch (srv. § 18. pozn. pod &arou), uznavi tedy ziejmé téZ nikoli pozitivni
veli¢iny, takZe je stéZi srozumitelné, pro¢ chce odpirat nule charakter veli¢iny.*

Bolzano totiZ nepovazuje 0 za veliinu (kdeZto napf. v soustavé Burali-Fortiho
se 0 vyslovné mezi veliéiny zatazuje). To souvisi s okolnosti o které Hahn nehovori,
totiZ s urditou filosoficko-logickou koncepci Bolzanovou. Zminime se o této véci
jiZ na tomto misté, ponévadZ se tenaf setkd v Bolzanové textu jesté vicekrat
s pozadavkem ,,pfedmétnosti* nebo zase ,,bezpfedmétnosti* predstavy (pojmu).
V Bolzanové smyslu predstavy (viz pozn. k § 2) reprezentuji (doslova ,,maji*)
pfedméty, dokonce i nekonetné mnoho pfedméti. Existuji vSak také pFedstavy,
kterym neodpovid4 nic, a ty pravé Bolzano nazyv4, na rozdil od pfedstav prvniho
druhu, bezpfedmétnymi. Bezpfedm&tnymi jsou nap¥. pfedstava (pojem) ozna-
Cend slovem nic, dile p¥edstavy vymezené spornymi pozadavky, jako je napf.
kulaty &tverec. Ale patii sem i pfedstavy, oznadené slovy zlatd hora apod.,
aé v jejich vymezeni nelze spor (logicky) objevit. Bolzanova diskuse obou téchto
druhd pojmi neni nijak idealistickd. Bolzano rozumi veli¢inou vZdy pfedstavu
pfedmétnou (majici pfedmét), naproti tomu pfedstava, odpovidajici ndzvu nula,
nemi predmsét, je tedy bezpfedmétni. Z tohoto divodu vyjimd Bolzano 0 jak
2 velidin tak z &isel (srv. téZ § 67 W I). A proto také nepfijim4 mezi mnoZiny prazd-
nou mnozinu. To vede oviem, z matematického hlediska vzato, k uréitym obtiZim,
jak bude vidét.

§ 7. Hahn vytyk4 v pozndmce k tomuto paragrafu Bolzanovu vymezeni fady
pfilisnou &ifi a uvddi p¥iklad, v némZ jist4d mnoZina by formilng Bolzanovg
vymezeni vyhovovala, ad ji za fadu v obvyklém slova smyslu nelze poklddat.
Hahn ¥ik4: ,,Srv. ,,Wissenschaftslehre** § 85. Také proti definici pojmu Fady, zde
podané, musi byt vzneseny pochybnosti; je zfejmé mnohem Zirsi, neZ Bolzano
zamy$lel. BudiZ napf. danym souhrnem mnoZina vSech redlnych &isel; ke kaz-
dému redlnému ¢&islu x si mysleme druhé, uréené zdkonem x -+ 1; Bolzanové
definici fady je podle jejiho slovnfho znéni vyhovéno, alkoli Bolzano jisté ne-
chtél, aby se mnoZina redlnych &isel poklddala za ¥fadu. Podle vieho zdani chtél
Bolzano svou definici Fici to, co bychom v dne¥ni terminologii vyjadfili takto:
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mnoZinu (jednoduSe uspofidanou) nazveme ¥adou, jestliZe ke kaidému jejimu
prvku existuje p¥imo pfedchédzejici a pfimo ndsledujici prvek (nejvyse se dvéma
vyjimkami: prvnim a poslednim prvkem). Av8ak i takto pojat je tento pojem jesté
mnohem §$irsi, nez Bolzano zamyslel. Nebot pod tento pojem by spadala napf.
jesté mnoZina vSech celych komplexnich &isel m 4 ni (m a n jsou cela ¢isla),
uspofdddme-li je podle tohoto zdkona: m’ + n'i > m + ni kdyz m’ > m, a jestlize
m’ = m, pak kdyz n’ > n.*

Je velmi zajimavé, Ze Bolzano se naopak obéaval, aby jeho vymezeni nebylo
piilis dzké. V kazdém piipadé je viak tfeba zdtraznit, Ze Bolzano timto vymezenim
predesel daleko svoji dobu. Jeho pojeti fady pfeslo, pFislusné zpfesnéné, do moderni
logiky, jak sv&déi jiz Russellova-Whiteheadova ,,Principia Mathematica.* Ve W I

§ 85 diskutuje Bolzano velmi podrobné otdzku o 5ifi vymezeni fady a jesté dile
problém ,,spojité*

2y X

fady — tj. fady, jejiz ¢leny by si byly libovolné blizké. Je ne-
pochybné, Ze k témto zkoumimim byl veden svymi objevy matematickymi. Také
tento problém neziistal bez vyznamu i pro logiku. Dile%ité je (co¥ v ,,Paradoxech®
neni uvedeno), %e ¢leny fady maji byt diny jako &4sti né&€jakého uréitého
souhrnu (viz W I str. 405).

§ 8. Tento paragraf je duleZity ze dvou divodit. Je v ném proveden pokus
o vymezeni jednoho ze zdkladnich pojmu matematiky, totiZz celého &isla a v sou-
vislosti s nim je poddno objasnéni koneénosti souhrnu nebo mnoZiny. Hahn
i v tomto paragrafu vytyka Bolzanovu vymezeni nepfesnost, pramenici jiz v kon-
cepci Fady, av8ak ¥ikd sdm, Ze Bolzanova cesta vedla k pfesnému vymezeni obou
pojmi. Stalo se tak skuteéné v dile Dedekindové, Fregeové, Peanové a dalsich.
Bolzano potfebuje celé ¢islo k vymezeni pojmu koneénosti a odtud k vymezeni
nekoneénosti, tedy k vymezeni sloZitéjsiho pojmu, ve smyslu svého pojeti pojmut
o véts§im nebo mensim poétu soudasti (viz téZ pozn. k § 2).

V souvislosti s timto paragrafem ,,Paradoxi‘ by bylo tfeba Fici jeSté tolik,
zejména uvézime-li souvislost s ndsledujicim paragrafem: z hlediska duslednd
vybudované teorie pojmi, jak je poddna ve W I, nemohl Bolzano uvaZovat o p¥i:
padné opainé cestd, toti vymezit pojem nekoneéna v matematice a jeho negaci
se dostat k vymezeni koneéna. Dalsi vyvoj matematického a logického vyzkumu
obou téchto pojmii ukézal, Ze i tato cesta je schidn4. Je to cesta, kterou el Dede-
‘kind (viz Richard Dedekind, ,,Was sind und was sollen die Zahlen*, 7. vyd. Vieweg
a Sohn, Braunschweig 1939, § 5 str. 13). Dedekindova definice, kterou nazyva
objasnéni nebo vysvétleni (Erklirung) zni: ,,Systém S se nazyvd nekoneénym,
je-li podobny vlastni é4sti sebe samého; v opaéném p¥ipad€ se nazyva S koneénym
systémem.*

Systém v Dedekindové pojeti vznik4 tak, Ze ,,rozli¢né véci (oznadené —O0.Z.—)

a, b, c...znéjakého podnétu pojimané ze spoleéného hlediska jsou v duchu shrnuty
" a¥ikdme pak, e tvoi systém S; vécia, b, ¢ . . . prvky systému, jsou v S obsaZeny;
naopak S je z téchto prvka tvofeno” (1. c. §1,2., str. 1). Vysvétleni &4sti S je poddno
takto: systém A4 je &4sti systému S, kdy% kazdy prvek z A4 je také prvkem S.
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Systém A je vlastnf &asti S, je-li A ¢4sti S avSak rtznou od S (oboji 1. c. str. 2).

K porozuméni Dedekindové definici uvedeme jesté jeho vymezeni pojmu podob-
nosti. K tomu uvddi Dedekind pojem zobrazeni (p¥ichézejiciho jiz u Bolzana)
které vymezuje takto: ,,zobrazenim ¢ systému S se rozumi zdkon, podle néhoz
ke kazdému uréitému prvku s z S pifislusi uréditd véc, nazyvajici se obrazem s
a oznacena ¢(s), fikame téz, Ze ¢(s) odpovidé prvku s, Ze ¢(s) vznika ¢ije vytvoieno
z s zobrazenim, 7e s predchazi do ¢(s) zobrazenim ¢* (1. c. § 2, str. 5)

Podobné zobrazeni je vymezeno takto: ,,zobrazeni ¢ systému S je podobné
(nebo zietelné), kdy# rozlitnym prvkim a, b systému S odpovidaji vidy rozliéné
obrazy o’ = @(a), b" = @(b).* (1. c. § 3, str. 7) K celému problému vztahu koneénych
a nekoneénych soustav (Dedekind) nebo mnozin (Bolzano) by bylo mozZno jestd
dodat tolik: Bolzano i Dedekind maji to spoleéné, Ze vyvozuji jeden z obou polar-
nich pojmi na zdkladé druhého. U Bolzana se pojem nekoneéna vyslovné opird
o fadu, tedy o ttvar linedrni struktury. Dal3i zkouméni v matematice i logice §la
i tim smérem, vymezit pojem koneéné mnoziny nezavisle na celych &islech a neza-
visle na pojmu nekoneéné mnoziny (Zermelo, Russell-Whitehead, Tarski aj.).

§ 10. Vzhledem k vyslovnému Bolzanovu poukazu na rtzné vyznamy terminu
Beschaffenheit pfeklidim v tomto paragrafu tento termin deskym terminem
skladba (viz tézZ pozn. k § 4), tj. zpusob sloZeni.

§ 11. PfestoZe se toto Bolzanovo dilo zabyva problémy nekoneéna také v oblas-
tech (jak sam ¥ik4) fyziky a metafyziky, §lo mu ziejmé v prvni ¥adé o logickou
vystavbu pojmu nekoneéna, jez by mohla nahradit diivéj$i namnoze nejasné
pfedstavy o nekoneénu. Hegel, o jehoZ ,,Spatném nekoneénu** Bolzano mluvi,
uziva terminu nekoneéno v zcela jinych souvislostech svého filosofického systému.
V tomto smyslu je nutno chépat Bolzanovu polemiku s Hegelem. Hegelovo pojeti
nekoneéna by patrné v té abstrakei nebylo moZno pouZit k rozlieni koneéné
a nekoneéné mnozZiny v tom smyslu, jak musi tohoto rozdilu Setfit kazdy mate-
matik. Ostatné se Hegelovi nakonec koneéno s nekoneénem identifikuje. Hegelovo
»Spatné nekoneéno* (schlechtes Unendliche) je mozno étendfi velmi zhruba pfi-
blizit pfedstavou velifiny, kterd neomezené roste jakymsi pouhym pfiddvénim.

Z filosofického hlediska jednoty koneéného a nekoneéného (kterd se ostatné
projevuje ve specializované podobé jak v pojeti Bolzanové tak Dedekindové)
zaujaly Hegelovy myglenky o nekoneénu klasiky marxismu-leninismu, viz B. Engels
s Dialektika pFirody*, éesky preklad, Svoboda, Praha 1950, str. 201 — 202, nebo
V. I. Lenin, ,,Filosofické sesity*’, Cesky p¥eklad, SNPL Praha 1958, str. 85 — 86.
Uréeni pfimky pomérem ke dvéma bodim, jak se Bolzano brachylogicky vyjad-
fuje, mini patrné toto: zvolime-li na p¥imce dva pevné body, bude kazdy dal3i
bod pfimky uréen jednoznaéné pomérem vzdélenosti, které ma tento bod od zvo-
lenych dvou. Oznadime-li tyto pevné body jako A, B pak Je poloha kteréhokoli

dalgiho bodu X uréena pomérem orientovanych tseéek AX :BX.
Na konci tohoto paragratu je Bolzanova zminka o téch pfedmétech (naSeho
my3leni), kterym nepiislusi Zddné skuteénost, coZ jsou v jeho pojeti také véty
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a pravdy o sob&. V pozn. k § 2 bylo jiZ naznadeno, co rozumi Bolzano vétou o sobé&.
V § 25 W I je Bolzanovo vysvétleni pravdy o sobé&, podané témito slovy: ,,rozu-
mim tedy, abych to je$té jednou vyslovil, pravdou o sobé kazdou libovolnou vétu,
vypovidajici o nééem tak, jak tomu je, pfi¢emz ponechdvdm neuréené, zda si tuto
vétu nékdo skuteéné myslil a vyslovil nebo ne.” Ponékud déle jesté objasiiuje
pravdu o sobé na predikativni vété: ,,...jestlize jen pfedmétu, o kterém jedna
(ona pravda o sob& —O. Z.—) pfislusi skuteéné to, co ona mu pfipisuje.*

Bolzano naprosto nepopird pravdu jako shodu mysleného se skuteénym
(ve smyslu objektivni reality), aviak uznava krom toho jesté existenci myslenych
piedméti, kterym nepfislusi, jak ¥ikd, Z4dnd skuteénost. A u téchto myslenych
pfedmétu (jako jsou napf. matematické, tfebav—l) jde také o zjistovani pravd.
Proto nepiikldda obecné pravddm ,,existenci®, nebot (konec § 25 W I) ,,... ne
viechny pravdy vypovidaji o tom, co je skuteéné (tj. co ma byti); zejména ne
viechny ty, které jednaji o pfedmétech, které samy nemaji skuteénost, napf.

X 6

o jinych pravdich nebo jejich éastech, pfedstavich o sobé.

§12. V tomto paragrafu vychdzi Bolzano pii kritice jinych pojeti nekoneéna
ze svého uéeni o skladb& pojmu. Vytyka jim, Ze nekoneéno vymezuji pouze sou-
dastmi pojmu nekoneéna, nikoli viemi. Z celého paragrafu je snad nejdilezitéjsi
Bolzanova obhajoba nekoneéna proti argumentiim psychologickym, obecngji
fefeno subjektivistickym. Aby bylo moZno pfipsat néjakému souboru, obecnd
pak ngjakému pfedmétu v néjakém ohledu nekoneénost, k tomu naprosto neni
tteba, abychom jej mohli vnimat jako nekoneény, pfedstavovat sijej jako
nekoneény, tj. aby mohl byt pfedmétem nasi bezprostiedni, dokonce i smyslové
zkuSenosti. Pfedmét v né&jakém ohledu nekoneény je din prosté svym logickym
vymezenim. Jind otdzka, kterou Bolzano v tomto paragrafu nefesi, je otdzka po tom,
co vibec vedlo matematiky a filosofy aby se zabyvali nekone¢nem, a koneéné
jak se zavedeni tohoto pojmu kde osvédéilo.

Na konci odst. 3 tohoto paragrafu je zajimavad poznidmka o nekoneéng veliké
pozndvaci schopnosti, kterd by umoznila pochopit nekoneénou mnozinu pravd,
totiZz spravnych éislic nekoneéného desetinného rozvoje VZ_ K této véci se jesté
vratime pozdéji

§ 13. Zadatek tohoto paragrafu odkryva p¥i vSi strulnosti vyjddieni zdvainy
problém, ktery nabyl vyznamu aZ po Bolzanové smrti. Jde o pojem modelu néjaké
abstraktni teorie. Bolzano' se ptd, zda jim vymezeny pojem nekoneéna lze viibec
na néco aplikovat, zda tedy existuji nekoneéné mnoZiny pfedmséti, vyznacujici
se pravé témi vlastnostmi, které pojem nekoneéna vyzaduje. Obecné vypada
problém takto: mé&jme néjaky systém pfedméti, mezi nimiz jsou stanoveny néjaké
vztahy. Tyto vztahy necht jsou uréeny tak, Ze o povaze onéch pfedméti nic bliZze
nestanovi. Uréuji pouze strukturu onoho systému ale nic vice neZ pravé ji. Takovy
systém se nazyva abstraktnim systémem. JestliZe o pfedmé&tech systému stanovime
néco blizsiho, pak je konkretizujeme a ziskdvdme model onoho abstraktniho systému.
Mysleme si napf., Ze jednim ze stanoveni o pfedmétech abstraktniho systému
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by byla véta: jestlize f(x, y) af(y, z), pak také f(x, z). Budeme-li za pfedméty, které
jsou zde obecné oznaleny znaky x, ¥, z, pokladat pfirozena &isla a dvojmistny
predikit f budeme chipat jako vztah ,,mensi nez‘, pak prejde nae véta ve vétu:
jestliZe x je mensi neZ y a také y mensi nez z, pak je x men3i nez z. MuzZeme-li chdpat
hofeni vétu jako stanoveni, které vyjadiuje tranzitivitu predikéitu f, pak je ona
tranzitivita vyslovena ve specializované form& pro pfirozend ¢isla v druhé vété.
Zkouméni modelu abstraktnich systémd, které v dne3ni dobé nabylo znaéného
vyznamu, bylo podniceno hlavné zkouménim axiématickych soustav geometrie
19. a 20. stoleti a jednim z nejvyznamnéj$ich impulsi k nému podal objev neeukli-
dovské geometrie Lobadevského a Boylaiovy. Problém modeli je dnes velmi aktu-
élnf i z hlediska logiky, nejen matematiky, dokonce i v nedédvno vzniklé védecké
discipliné, kterou je kybernetika.

Logice dala nap¥. pozoruhodné impulsy skuteénost, Ze logické operace nékterych
kalkuld (jako je nap¥. kalkul vyrokovy) lze modelovat na riznych technickych
zafizenich, vyznamnych pro automatizaci. -

Bolzanuv dikaz existence nekoneéné mnoZiny vét je spolu s obdobnym di-
kazem Dedekindovym v uréitém smyslu ojedinélym a vyznamnym &inem.
Bolzanuv dikaz je v podstaté uveden jiz ve W I § 32, kde je také sifeji
proveden nez v ,,Paradoxech*. Struéné poznamendvidm jen tolik, Ze v odst.
4. cit, paragrafu W déva Bolzano dikazu tento tvar: piedpokliddejme, Ze by
bylo jen n pravdivych vét. Bolzano sestrojuje z téchto n vét vétu novou, kterou
nelze s Zidnou z danych n vét identifikovat, a tak dokédZe existenci dalsi,
(n+ 1) véty. Z poznidmky k tomuto § W je patrno, Ze Bolzano si byl
védom originality svého ditkazu. Nezévisle na Bolzanovi (protoZe v dobé sepséni
spisu neznal ani Paradoxy, ani W) a v jistém smyslu obdobné dokazuje Richard
Dedekind (1. c. str 14) existenci nekoneéného systému takto: ,,Mij myslenkovy
svét, tj. souhrn S viech véci, jeZ mohou byt pfedmétem mého mysleni, je nekoneény.
Nebot znaéi-li s prvek S, pak je myslenka s’, Ze s muZe byt pfedmétem mého
mygleni, také prvkem S. Divdme-li se na ni jako na obraz ¢(s) prvku s (srov.
poznémku k § 8 -0.Z.-), m4 zobrazeni systému S tim urdené tu vlastnost, e obraz S’
je &asti S; a to S’ je vlastni &asti S, nebot v S jsou prvky (nap¥. mé vlastni ja), které
jsou od kazdé takové myslenky s’ odli3né, a tedy nemohou byt v S§’. Koneéné je
ziejmé, Ze jsou-li @ a b rozlitné prvky S, jsou i jejich obrazy @’ a b’ rozliéné,
takZe zobrazeni @ je zfetelné (podobné). A tedy je S nekoneéné, coz se mélo dokazat.*
Obdobu svého dikazu s postupem Bolzanovym Dedekind vyslovné konstatuje
v pfedmluvé k 2. vydéni citovaného spisu.

Bolzantiv dikaz vyuZivad jen prostfedku logickych (zapolteme-li mezi logické -
principy i princip rekurence, 0 némz viz na$i pozn. k § 26), Dedekinddv se opird
o matematické pojmy systému, zobrazeni a pojem &dsti systému. Aviak oba dikazy
se shoduji v tom, e k n&jakému jiz ,,hotovému‘* objektu sestroji objekt novy,
opirajici se o prvni (nebo n prvnich). I Bolzanova zékladni my$lenka, %e z pravdivé
véty A mohu sestrojit pravdivou vétu A4’, totiz vétu: A je pravdiva véta, a tak
postupovat déle, je v Dedekindové dikazu skryta v tom, Ze myslenka s’ muze
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d4t vznik myslence o mytlence [tedy daliimu (s’)’]. P¥estoZe Dedekindovu ditkazu
nelze upfit postup, ktery je matematickému mySleni blizsf, trpi zfejmé podle
mého minéni zase tim, Ze je velmi tézko ¥ici, co zaFadit do ,,mého myslenkového
svéta‘ a zda tam patii ,,mé vlastni j&*. Tuto obti%. Bolzantiv ditkaz nem4. Obéma
je spole¢né to, Ze pracuji uréitou evidenci, kterd umoziuje pfechdzet od objektu
k novému objektu, od prvniho odlisnému, stéle, tj. bez konce. V soudobé matema-
tice jiZ nejsou podobné pokusy opakoviny — dokazat p¥imo existenci nekoneéného
souhrnu pfedméti — nebot se do ditkazi vnaseji momenty, které je patrné obtizné
formalizovat. V souvislosti s velkym problémem, ktery se tak pokusil fesit Bolzano
i Dedekind, prokazat existenci nekoneénych soubori, jez se v soudobych axiéma-
tickych soustavéch teorie mnoZin obvykle postuluje, uéinime je$té dalsi pozndmky.

Nejen Bolzano, jak je patrno i z motta, které umistil do zdhlavi Paradoxu, ale
jistd i mnozi dalsi vyznamni badatelé v oblasti nekoneénych souboru, jako Weier-
strass, Dedekind a Cantor, operovali typem nekoneéna, pro ktery se historicky ustélil
nizev aktuédlniho nekonedna. AvSak na konci minulého stoleti a na zadatku
naseho stoleti se objevily jisté antinomie, které zadaly vdzné ohroZovat budovu
matematické discipliny, toti% nauky o mnoZindch, zaloZené v podstaté Cantorem.
Ukézalo se dvoji: za prvé je nutno zaujmout kritické stanovisko k aktudlnimu
nekoneénu, a pozdéji, ve dvacitych létech naseho stoleti, se kritika rozsifila jesté
na otdzky platnosti logického zdkona vyloudené tfeti moZnosti. Pro ilu-
straci ukdZeme nejprve, jak miZeme dospét k antinomii, pfipustime-li aktudlnf
nekoneéno jako néco hotového, dovrSeného, tfeba ve smyslu platonské ideje.

Jiz v tzv. ,,naivnim* stadiu nauky o mnoZin4ch dok4zal Cantor vétu, Ze k mnoZiné
viech podmnoZin dané mnoZiny p¥islusdi vétsi kardindlni &islo neZ k mnoZing vy-
chozi. Tuto vétu je moZno odvoditi v axiématizované teorii mnozin, v jeji jakékoli
soudobé podobé. Pfedstavuje tedy vysledek trvale platny. P¥ipustime-li, ve smyslu
aktudlniho nekoneéna, nekriticky pfedmét, ktery nazveme mnoZinou viech mnozin
M (a takovd mnoZina by pro zastdnce aktudlniho nekoneéna méla existovat),
vyvodime snadpo antinomii. Utvofme formilné mnoZinu vSech podmnoZin M,
kterou nazveme U. Tato mnoZina je jednou z mnoZin, které jsou prvky M (nebot M
obsahuje viechny mnoZiny vibec). Proto podle zndmé véty ji p¥isludi kardindlni
é&islo, které je men3i nebo nejvySe rovno kardindlnimu é&islu p¥islu$nému k M.
Avsak na druhé strané je podle citované Cantorovy véty kardindlni &islo p¥isluiné
k U jist8 vétsi, nez kardindlni ¢éislo p¥islusné k M. Tak jsme dosli ke sporu. Antinomie
této povahy upozornily na nebezpedi, jez by se mohlo skryvat v nekritickém p¥iji-
méni ,,aktuilniho* nekoneéna.

Zdanlivé jiné povahy, aé ve skuteénosti v t&€sné souvislosti s uvaZovanou ot4zkou
aktudlniho nekoneéna, je kriticky pohled na neomezenou platnost zikona o vylou-
dené tieti moZnosti. Tohoto zdkona uZivala ¢asto klasick4 matematika, zejména
pii tzv. existenénich diukazech. Mysleme si, Ze mdme doké4zat vétu, kterd by zajisto-
vala existenci alespoii jednoho matematického pfedmétu Zidané vlastnosti. Pred-
poklddejme pfitom, Ze tento pfedmét ma byt prvkem nekoneéné mnoZiny, sklddajicf
se jesté z jinych pfedméti. Klasické matematice stadil k dikazu existence tento
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postup: dejme tomu, Ze se nidm podatilo vyvodit spor z tvrzeni, Ze Z4dny pfedmdt
uvazované mnoziny Zidanou vlastnost nem4. Pak plati podle zdkona o vylouéené
tfeti moZnosti (ponévadZ pravé je kazd4 dals$i moznost vyloudena) opak, a tedy
musi existovat alespoii jeden pfedmét ¥4dané vlastnosti. Nic blizitho oviem o tomto
pfedmétu nemuZeme ¥Fici, nez pravé jen to, Ze existuje. Mnozi soudobi matemati-
kové se kloni k nézoru, Ze uréeni matematickych pfedméti, jako je pravé uvedené,
je neopravnéné. Muze byt dokonce priazdnym tvrzenim, nejen proto, Ze neukazuje
Zadny postup, jak k existujicimu pfedmétu dospét.

Uké4Zeme si na prikladé, Ze tato okolnost muZe byt vdZnou pfekizkou uréeni
matematického predmétu.

Oznaéme si 7 = 3,a,3,a3... rozvoj Ludolfova ¢&isla a definujme reilné &islo

- 1
o = Z Eb—i
1

tak, Ze plati-li pro néjaké i: a; =7, 0, =T,...0;,,4= 1T, aviaka;_; + Tataké
a1+ T bude bj proj=1i,i+1,i4 2,...i+ 6 mithodnotu j 4 1. V kaZdém
jiném p¥ipads je b; = i. Cislo 7 je iracionalni &slo (dokonce transcendentni). Jeho
rozvoj za desetinnou &irkou je neperiodicky. Neni dosud zndmo, zda se nékde
v rozvoji vyskytuje sedm sedmiéek posobé & ne. Tim spiSe neni zndmo, vyskytuje-li
se v tomto rozvoji konfigurace sedmi sedmiéek vicekrit. Proto nase reilné ¢islo
« je sice formélné definovano, avSak o jeho velikosti. miZeme ¥ici jen milo. « by
mohlo byt rovno 1, kdyby se v rozvoji nikde onéch sedm sedmiéek po sobé nevyskyt-
lo. AvSak « bude jisté mensineZ 1 v opaéném pi¥ipadé. Vzhledem k tomu, Ze znidme
rozvoj 7z na vice nez 700 mist, lze ovSem uréit, pod které éislo « nemuze klesnout.
Avsak vic nemtzeme zatim ¥ici. Hlavni obtiZ je v tom, Ze dosavadnimi prostfedky
nemuZeme podat vytvorujici zdkon, ktery ¥idi sled éislic desetinného rozvoje 7.
A z nageho pfikladu vyplyvé i ten disledek, Ze sama poloha re4lného ¢&isla na &iselné
ose neni urenim nijak samoziejmym, jako byla jisté v Bolzanové dob&. Soudobd
matematika se proto divd i na problém rovmosti dvou redlnych &isel kriticky.
Nelze bez daliiho tvrdit: bud je a = b, nebo a # b. Je-li moZno ukézat na d&islo,
napf. ¢, Ze lezi mezi a a b, pak piSeme a + b, a pak jisté plati také a 3 b. Neni-li
viak moZno na takové &islo ¢ ukdzat, nemuzeme jen tak tvrdit e = b, opirdme-li
se jen o princip vyloudené tieti mozZnosti.

Klasickd matematika m4 takové postupy, které jsou na jedné stran& spojeny
8 aktuilnim nekoneénem a na druhé strané vyuZivaji neomezené platnosti zdkona
o vyloudené tfeti moznosti. Napiiklad Dedekindova teorie redlnych &isel je opfena
o to, Ze kazdé reilné ¢islo je chapédno jako ,,fez** v mnoZiné linedrné uspofddané,
kterd ma aktudlné nekoneéné mnoho prvku. V teorii mnoZin zndmy axiém vybéru
je ryze ,,existenénim‘ axiémem, ktery povahu ,,vybraného‘* prvku vibec bliZze
neurduje, jakmile jde o nekoneéné mnoziny. A pro koneéné mnoZiny zase ho neni
tieba. ObtiZe, spojené s takovymito problémy, nemohly byt oviem znidmy v Bolza-
nové dobé. Nékteré z nich nebyly zndmy ani v dobé, kdy Hans Hahn psal svuj
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koment4¥ k Bolzanovym Paradoxim, z n¢ho# jinde Zerpime. A nebyly tedy
znimy ani Bolzanovu pokraéovateli, jako byl Dedekind nebo Cantor, a¢ Cantor
objevil v pozdé&jii dobé svych mnoZinovych zkouméni antinomii, o které jsme se
zminili. Vidél v ni prdvem vaZné ohroZeni teorie mnoZin.

Pokusime se v daldim charakterizovat co nejstruénéji dva sméry, kterymi
se dnes ubird zkoumdni nekoneéna. Oba tyto sméry se v podstatnych vécech
nelisi.

Prvni smér vySel z uréitého Hilbertova zkoumdni tzv. kontinua, jehoZ vlastnosti,
jako je uspofddani aj., nepiestaly byt podnétem k FeSeni nejobtiznéjsich problému
matematiky. Toto Hilbertovo zkoumani vyuzilo ve velké mife stariiho prostfedku
matematiky, totiz tzv. rekurze. JiZz v antické matematice najdeme formulované
takové postupy, jak p¥Fejit od néjakého matematického pfedmétu k jinému, jenz
je vytvofen za piedpokladu, Ze pfedchozi je jiz ,,hotov*‘. Takové postupy nalezneme
u Eukleida, nalezneme je také u Archiméda. Archimédes stanovil nap¥. vztah
mezi obvody dvou mnohothelnikd, jak vepsanych, tak opsanych, které potieboval
pro aproximaci obvodu kruhu, a to tak, Ze ukdzal, jak je moZno pfejit od n-tthelnika
k 2n-thelniku. Z takovychto &asteénych zkuSenosti se zejména v naSem stoleti
vyvinula nauka o rekurzivnich funkcich. Nauka o rekurzivnich funkecich je proto
dulezitd v soudobé matematice, ponévadz ji neni mozno vytykat takové postupy,
které by mohly vést k neopriavnénym uzitim at jiz matematickych pfedméta
(jako aktualninekoneéno), nebo zase postupti (jako je nekritické uZiti zdsady vylou-
dené- tfeti moZnosti). :

Rekurzivné je mozZno nap¥. definovat séitdni, a to témito poZadavky:

¢(0,0) =a
@+ La)=¢ma)+1

Pak je moZno uréovat hodnoty souétu gsel n a a postupng, &li tyto hodnoty
vyéislit. Tato nejjednodussi rekurzivni funkce je zdrovein zdkladni funkei pro
aritmetiku. Vyznaény soudoby logik a matematik T. Skolem ukézal, Ze¢ pomoci
rekurzivnich funkci je moZno vybudovat zdkladni obor matematiky, totiZ aritme-
tiku. DuleZité je pfitom to, Ze rekurzivni pojeti aritmetiky se neopird o aktuidlné
nekoneéné soubory. V3e se postupné vytvafi, neni Zidny hotovy soubor nekoneéné
mnoha pfedméti. Rekurzivni funkce lze pfi zachovani jistych pravidel kombinovat,
superponovat, 1ze dosazovat do jinych rekurzivnich funkei atd., a tak vytvaret
sloZité rekurzivni funkce, které dovoluji definovat pfedméty potiebné v matematice.
K takovym pfedmétim se doglo jiz v klasické matematice, avSak jejich existence
je teprve timto zpiisobem ospravedlnéna konstruktivné. Vlastnost matematického
pfedmétu, jeho konstruovatelnost, spoéivd v tom, Ze jeho existence se zarudi
udénim pfedpisu, jak je mozné k nému dospét.

Rekurze se nemusi omezit jen na rekurzi v oblasti p¥irozenych &isel. Jiz od Veble-
novych praci z poéatku naseho stoleti je zndmo, Ze nezcela pfesné pojmy klasické
teorie mnozin, jako je pojem transfinitniho kardinélniho éisla nebo transfinitniho
ordindlniho &isla, je moZno p¥esné budovat rekurzivng. V- soucasné dobé je to zejména
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americky matematik a logik S. C. Kleene, ktery uZil rekurzivnich funkei obecng&jsf

povahy k definici transfinitnich ordinélnich é&isel a ukazal mozZnost, jak vytvofit

hierarchicky jejich systém, ktery neni vysazen ndmitkdm. Jeho vysledky se tykaji

zejména prvni a druhé t¥idy téchto &isel a dovoluji, jak se ¥ik4, ,,efektivné‘* rozhod-

nout o kazdém takovém d&isle, zda je 0, nebo ndslednikem néjakého ordinilniho

¢isla, nebo limitou stoupajici posloupnosti ordindlnich éisel. Pozoruhodnou strankou

téchto zkoumdni je to, Ze se znovu uvadi pozornost na obsahovou strdnku mate-"
matickych operaci a vysledki, Ze se upousti od ryze formélnich, obsahové nekon-

trolovanych postupu.

KdezZto predchozi zpusob kritického zkoumdni nekoneénych soubori se opira
zejména o studium rekurzivnich funkeci, kterym bylo zejména v USA vénovéino
mnoho pozornosti, dochézeji zejména sovétiti matematikové k obdobné kritice
na zékladé pojeti algoritmu. Teorii algoritmu podal zejména vyznaény sovétsky
matematik A. A. Markov, aé nezdvisle na ném se podobné pojeti vyskytlo u ame-
rického matematika a logika E. L. Posta. Sovétska konstruktivistickd gkola
vyluéuje také, jak jiz bylo dfive uvedeno, nekritické pfijiméni hotovych nekoneé-
nych souborii a privé tak nekritické uZiti principu vyloudené tfeti moZnosti.
Ukazuje se, %e namisto aktudlniho nekoneéna je mozno p¥ijimat bez dalsich p¥ed-
pokladii jen tzv. potenciilni nekoneéno, jako nekone¢énou mnoZinu jednotlivé
realizovatelnych pfedmétd. I libovolny koneény podet takovych pfedméti je rea-
lizovatelny. Ale ne viechny najednou.

Algoritmickd metoda, které vyuZivd sovétsky konstruktivisticky smér v mate-
. matice, se opird o vymezeni algoritmu, ktery je pfedpisem formulovanym v néja-
kych vétach a ktery dovoluje pfechdzet od jistych, dobfe vymezenych pfedméti
k novym. Tento piedpis téZ obsahuje uréeni, kdy se algoritmicky proces zastavi,
skondi. Ukazuje se, Ze takovéto predpisy lze podat ve tvaru ¥idek, obsahujicich
skupiny pismen, kde od jedné skupiny se pfechdzi k druhé, od levé k pravé. Pracuje
se tedy jakymisi pismenkovymi konfiguracemi, kterym je mozno dat velmi rizné
interpretace. Takovou konfiguraci pismen muZe byt nap¥. koneéna posloupnost
prvkd, oznadenych a,a,a;. . .a,. MiZeme ji tfeba v oblasti p¥irozenych &isel inter-
pretovat tak, Ze a; jsou znaky pfirozenych ¢isel a &islo oznacené a; ., nisleduje
v konfiguraci po &sle a;, plati-li a; < a; ;. Mame-li jiZ konfiguraci a,a,0;. . .a,,
muzeme k ni pFipojit konfiguraci obdobnou b;bybs..b,, napiiklad tak, Ze jeji
¢leny v tomtéz pofddku prosté pfipojujeme za ¢Eleny konfigurace a,a,a5...q,,
takZe vznikne konfigurace a,a,a;...a,b;b,. . .b,. Tato konfigurace, vznikld pfede-
psanym skladem obou vychozich, miZe byt interpretovéna jako'posloupnost
vzruastajicich p¥irozenych &isel.

Konfigurace lze tedy sklddat podle jistych algoritmickych p¥edpisi a lze je také
obméiiovat. MiZeme napf. urlité pismeno, jeZz pfichdzi v né&jaké konfiguraci,
zaménit za jiné pismeno viude tam, kde se pivodni pismeno vyskytuje, miZeme
viak takové pismeno nahradit i celou konfiguraci, nebo konfiguraci, jeZ sama
vznikla - skladem jinych konfiguraci, atd. Jsou dile zavedeny t¥idy konfiguraci
a operace s nimi. Tfidy konfiguraci musi opét byt tak uréeny, aby bylo moZno
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vZdy rozhodnout, které konfigurace k ni pat¥{, a to konstruktivnim, realizovatelnym
postupem. Na t¥idy konfiguraci se aplikuji konstruktivni operace s jejich prvky
i s celymi t¥idami. Tyto operace spodivaji v tom, Ze se z daného souboru konfigu-
raci vyvodi jina konfigurace, a to realizovatelnym postupem. Takovymto zptisobem
je moZno poloZit zdklady matematickych disciplin tak, aby nebyly vydény po-
chybnostem, ke kterym vedly téZko kontrolovatelné klasické postupy. Je moZno
ukdzat, Ze postupy, které jsou spojeny s vyuZitim rekurzivnich funkei, jsou ekvi-
valentni postupim vyuZivajicim algoritmi. Dikaz provedl anglicky matematik
A. M. Turing, ktery vyuZil myglenky idedlniho stroje, ktery realizuje vypodet
hodnot rekurzivni funkce na zdkladé algoritmu své &innosti. Jinak ¥edeno: algo-
ritmické postupy je moZno transformovat v postupy urdené rekurzivnimi funkce-
mi a naopak.

V dobé& nepiilis vzdilené byly udinény pokusy zaloZit matematiku na pojmu
koneénych mnoZin. Takovy pokus uéinil francouzsky matematik Denjoy. Zsklad-
nim pojmem jeho teorie je pojem uspofddéni. Dokézal, Ze pFipojime-li k tomuto
zdkladnimu pojmu je$té daldi zdkladni pojmy, totiZ podateéniho a koneéného
prvku, 1ze zaloZit teorii koneénych mnoZin, aniz by se bylo nutno uchylit k principu
rekurence (srov. na$i poznidmku k § 26). Tyto pojmy totiZ stali, aby se dospélo
k definici kardinilniho a ordindlniho é&isla mmnoZiny. MnoZina je tehdy koneén4,
kdy% je uspofidatelni a viechna uspofidédni jsou mezi sebou navzijem podobni
(pomoci jednoznaéného zobrazeni). Nechceme-li prfekroéit hranice koneéna
abychom se nedostali do moZnych kontradikei, staéi se omezit na koneéné mnoZiny
vybudované na uvedeném zékladé (viz Arnaud Denjoy, Comptes Rendus A. Sci.
Paris, t. 224, 1947, str. 612 — 615). Ptejme se, jak bude tato koncepce odpovidat
praxi. Lze odpovédét, Ze praxe vyZaduje vidy feSeni pfibliznd, takZe s koneénym
poétem kroki vystafime, to ostatnd plati i pro povahu vypoétd, providénych
matematicko-logickymi stroji. Av8ak na druhé strang je tfeba zddraznit, Ze mate-
matické metody, které umoZnilo zavedeni nekoneéna a které poskytuji moZnost
spojitého pfechodu k mezim ve velmi obecnych podob4ch, sjednocuji i ty metody,
které vedou jen k pFibliznym vysledkim. Z hlediska metody by bylo patrné velmi
nevyhodné opustit moZnosti, které poskytuji tato sjednocujici hlediska, a nahradit
je celou sérif predpisd, tézko pfehlednych, jak pracovat s finitnimi mnoZinami
v aplikacich.

Jinym vyznamnym pokusem o zaloZeni matematiky na finitnim z4kladé je pokus
sovétského matematika a logika Jesenina-Volpina (viz ,,Analiz potencialnoj
osu¥destvitélnosti®, in: ,,Logideskije issledovanija ANSSSR*, Institut filosofie, 1959,
Moskva, str. 218 a n4sl.). Jesenin-Volpin vychdzi z toho, %e obtiZe z4kladd mate-
matiky jsou spojeny s pojmem nekoneéna. Proto namisto aktudlniho nekoneéna
zavadi pojem ,,nerealizovatelného &isla®, ktery je podle mého nizoru tésné spjat
8 praktickou moZnosti &éi nemoZnosti uskuteénit sérii operaci, t¥eba zcela elemen-
térnich, vedoucich k nesmirné velikému &islu, jako je tfeba 1012, Jesenin-Volpin
se pfimo ptd, co by se dalo ¥ici o funkci, kterd dovoluje postupné vypodist hodnoty
piisluing k celodiselnym hodnotém argumentu (tzv. rekurzivni funkce -0.Z.-),
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jestliZe by jeji hodnota jiZ pro argument 2 ,,spotfebovala vice papiru, nez he viibec
jena nasiplaneté, a delsiho ¢asu, nez existuje sluneéni soustava‘? Takové a podobné
motivy vedly Jesenina-Volpina k tomu, aby ve své teorii zavedl pfedmét, ktery
je prakticky nedosaZitelnym ¢&islem. (Jesenin-Volpin sice takové &islo bliZe obsa-
hové neobjasiiuje, aviak lze se domnivat, Ze neinterpretujeme nesprdvné tuto
jeho myslenku, povaZujeme-li ,,nedosazitelnost* za vlastnost historicky podminé-
nou asi v tomto smyslu: dnesni prostiedky poditaci techniky dovoluji vypodist
napf. neobyéejné vysokd prvoéisla, kterd se tieba v dobé praZského pusobeni
matematika Kulika (1. polovina 19. stoleti) jevila byt, i z hlediska jeho duchaplné
metody vyhleddvéani prvoéisel, jako prakticky nedosaZitelni. Avsak jisto je tolik,
Ze v kazdé dobé budou nedosaziteln4 é&isla v Jeseninové-Volpinové smyslu, at bude
tato hranice posunuta jakkoli vysoko) V modelu jeho abstraktniho systému existuji
predméty a(0), a(l), a(2),... které lze chdpat jako hodnoty monadické funkce
pro celoéiselné argumenty. AvSak ‘existuje jisté z, které je nerealizovatelnym
&slem a kterému odpovidd pfedmét a(z). Pro objekty modelu, které jsou piesns
stanoveny podrobné udanymi p¥edpisy, plati nap¥. véty: a(0) je realizovatelné.
Jestlize je a(n) realizovatelné, je také a(n + 1) realizovatelné. Objekt je realizo-
vatelny pouze za téchto podminek. Z toho plyne, Ze a(z) neni realizovatelné, nebot
zfejmé ani a(z — 1) neni realizovatelné. Nerealizovatelny objekt v teorii Jesenina-
Volpina odpovid4 do jisté miry prvnimu transfinitnimu kardindlnimu é&slu Canto-
rovu, totiz kardindlnimu é&islu spoéetné mnoZiny, viiéi némuz je oviem Jeseninovo-
Volpinovo ,,nerealizovatelné* &islo jisté ,,men$i*, divdme-li se na véc z hlediska
klasické teorie mnozin (Cantorovy). Vzhledem k nemalé ndroénosti prdce Jesenina-
Volpina upoustim od dal3ich informaci o jeho teorii, kterd by vyZadovala zavedeni
ne pravé jednoduchého formdlniho apardtu. Je velmi zajimavé, Ze jako ndmét
teoreticky se vynofil podobny problém jiZz u fenomenologa Oscara Beckera,
presnéji vzato jiz u jeho utitele Husserla. Becker, odvoldvaje se na Husserla, uvadi:
,»Je podstatny rozdil, zda 1. &slo je pfimo, ndzorng podéno (to jsou jenom é&isla
nejmenti, 1, 2, 3 a snad 4); 2. zda miZe byt &slo uéinéno n&jak nazornym vhodnymi
pomocnymi prostiedky, napf. vhodnym shrnutim ndzornych prvkd do néjakého
tvaru (Gesamtgestalt); 3. nemiZe byt uéinéno nézornym nijak a je znézornitelné
pouze aritmetickymi symboly jako nap¥. &tyfi sextiliony, &slo 101010 a je¥td vétif
&isla. Becker k tomu podotyk4, Ze ani hranice mezi pfipadem 1. a 2., ani hranice
mezi pfipadem 2. a 3. neni ostra, avSak uréité 1ze udat &sla (aritmetickymi symboly),
kterd nesporné patii pod p¥ipad 3. (Srov. O. Becker, ,,Mathematische Existenz*,
oti¥téno v Husserl, Jahrbuch f. Philosophie VIII, str. 801 pozn. pod &arou).

Celd véc je dnes znovu zkoumdéna v souvislostech s operacemi, které se realizujf
v tzv. matematickych strojich. MuZeme se nyni vritit k pozn. k § 12, kde jsme
upozornili na Bolzanovu tGvahu o nekoneéné mnoZing pravd, totiZ &slic uréenych

rozvojem V2. Tuto odmocninu zndme s dostateénou pfesnosti, kterou vyZaduje
praxe, a jisté mazZeme snadno realizovat prvni, druhou, tfetii étvrtou é&islici desetin-
ného rozvoje této odmocniny. Ve smyslu tivah Jesenina-Volpina i Oscara Beckera

se problém objevi tehdy, kdybychom uvaZovali napf. o bilionté cifie desetinného
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rozvoje. Poznani nekoneéné mnoziny pravd je v tomto Bolzanové piikladu ,,ne-
realizovatelné*.

§ 14. Obhajoba nekoneéna proti autorum, ktefi je popiraji, md v tomto para-
grafu zdsadni duleZitost. Bolzano jde opét proti psychologizovani — struéné feéeno:
ne vie, co je myslitelné, je také predstavitelné. Avsak obhajoba nekoneéna pfinutila
Bolzana, aby argumentoval namnoze nikoli v mezich svého objektivné idealistického
systému, nybrz zcela materialisticky. Pfedevsim je zcela materialisticky argument
proti autortm (odst. 1.), ktefi tvrdi, Ze k tomu, aby néco existovalo, je nutno, aby
tu byl é&lovek, ktery si to existujici mysli. P¥iklad existence pfedmétd na pélech
a zduraznéni objektivnich pfirodnich zdkonitosti, jeZ se v nich projevuji, to potvr-
zuje. Bolzano je chépe jako nezavislé na lidské existenci.V zdvéru tohoto paragrafu
je kritika viech, ktefi povazuji existenci objektu za zdvislou na subjektu, vedena
tak, Ze jejich pojeti je pfivedeno ad absurdum. Kritika takto vedend plati jak na mil-
lovské pojeti pfedmétu jako komplexu znakd tak i na novopozitivistické pojeti
pfedmétu jako komplexu poéitki. Zcela podobné je tomu v odst. 3., kde Bolzano
héji nepochybnou prioritu objektivni moZnosti a z ni odvozenou moznost myslen-
kovou. Pozdgji se jejté dotyka Bolzano otézky existence pfedmétu v souvislosti
s principem speru. Je patrno, Ze nemiZe uznat existenci pfedmétu vymezeného
kontradiktoricky, ale toto mu nestali. Zde se oviem projevuje podstatné vliv
jeho objektivng idealistické koncepce — moZny je takovy pfedmét, ktery mneni
ve sporu 8 ,,ryzimi pojmovymi pravdami.*

§ 16. Hahn upozorfiuje spravné v poznamce k tomuto paragrafu, %e Bolzanovo
pojeti &isla je uZsi nez v pozdéjsi a soudobé matematice. Bolzano pojimé &islo jen-
v tom smyslu, jak je vymezil v § 8 tohoto spisu, totiz jako &islo pfirozené. Naproti

) " . 2 N2
tomu zahrnuje do pojmu veliéin jiZz zlomky tvaru —, kde m a n jsou celd disla,
: n !

3
a tim spiSe tam zahrnuje vyrazy, oznadené znaky jako V2, Vé—ap. Tyto veli¢iny
zahrnuje oviem matematika také pod pojem disla, raciondlniho lomeného, iracio-
nélntho atd. G. Cantor roziifil pojem &isla jesté o &isla transfinitni (transfinitni
kardinalni é&sla, vyjadfujici mohutnost mnoZiny a transfinitni pofddkov4 &sla —
charakterizujici dobfe uspofddané mnoZiny), tam kde Bolzano mluvi jen o nekoneé-
nych veli¢inich.

§ 17. Také v tomto paragrafu, jehoZ podkladem je Bolzanova teorie &asu a pros-
toru, najdeme sprivné Bolzanovo ohrazeni proti nédzoru, jakoby né&co nabyvalo
skuteénosti teprve my$lenim. Bolzanovo pojeti &asu a prostoru vychézi z jeho
postulétu, Ze skuteénost (realitu) musime p¥ipsat v hmotném déni jenom substan-
cim a sildm, jimi% se substance projevuji. Substance pak maji dvoji ,,uréeni‘:
za prvé prostorové — jsou nékde a za druhé Zasové: tam, kde jsou, jsou nékdy,
tj. v n&jaké dobg & okamziku (viz té% pozn. k § 39.) Cas a prostor bez substanci
(a jejich sil) nem4 ,,skuteénost** v Bolzanové smyslu (toto je leibnizovské) a tedy
nemd ani ,,skuteénost* 74dnd ,,84st* — tj. element prostoru nebo ¢&asu, bod
a okamZik. Bolzano si viak patrné neuvédomuje, Ze postuluje nekonednost mnoziny
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prostorovych a fasovych elementdi v intervalech, jejichz délka je konednd, co%
neni nijak samozifejmé. Jiz velmi ddvné filosofické nizory p¥ipoustély mozZnost,
Ze jak &as tak i prostor maji diskontinuitni povahu, Ze existuji minimdlni délky
(v n&kterych pojetich Feckych) a minimalni doby (v jistém pojeti indickém).
Tyto minimélni intervaly na sebe navazuji, aviak jsou pFitom je$té délkami,
resp. dobami. A protoZe pfece jak as tak prostor jsou odrazem reality, nebude
na Skodu, pfipomeneme-li si tu, %e jak kvantova fyzika tak teorie informaci vnesla
do problému libovolné malych éasovych a prostorovych distanci nové myslenky.
Jeden ze soudobych teoretikd ¥ik4: ,,Matematik miZe definovat nekoneéné malé
vzdalenosti, avSak je to abstrakce, odpovidajici nemoznym fyzik4lnim podminkdm.
Uvazujme na pfiklad o dané laboratofi s urfitym omezenym mmnoZstvim energie.
UZije-li se veSkeré energie k méFeni n&jaké vzdélenosti (¢im je vzdilenost mensi,
tim vétsi energie se musi vynaloZit k jejimu zméfeni, kterdzto zdkonitost byla
odkryta teprve v nep¥ilis vzdalené dobé — béZind zkuSenost v makroprostoru
ji nemohla totiZ vibec zjistit -0.Z.-) pak je tato vzdalenost nejmensi, kterd je
v té laboratofi pozorovatelni. Bylo éasto navrhovéno, Ze mnohé obtiZe kvantové
teorie by mohly byt odstranény tim, Ze by se zavedlo néco jako minimalni délka.
Pevnd minimélni délka by byla téZko ospravedlnitelni na zikladé pfedchozich
pozndmek. Vihdme rozsifit piiklad laboratofe s omezenym mnoZstvim pouZitelné
energie tak, aby objimal cely vesmir, protoZe je obtiZné piesné definovat jeho
obsah i rozsah. Nicméné miZeme ¥ici, Ze méFeni kratfich a kratfich vzddlenosti
poskytuje vidy stoupajici obtiZe a vzristajici ndkladnost pozorovini muZe byt
novym nezbytnym éinitelem teorie.* (Viz L. Brillouin ,,Science and Information
Theory*, New York 1956, str. 236). Podobné je tomu u méfeni ¢asovych. Jde
tu o zdsadni nemozZnost, stladit jak prostorové tak éasové intervaly pod libovolnou
velikost a dojit tak k &asovému ,,okamZiku* a prostorovému ,,bodu‘‘. Otdzka
realizace, kterd se ndm tu objevuje v jiné podobé, se stdva ziejmé jednou z vdZnych
otdzek soudobé védy.

§ 18. Hahn vénuje tomuto paragrafu rozsihlou pozndmku, v niZ zejména kriti-
zuje Bolzantv postup vypoétu, jak je uveden v pivodni Bolzanové poznimce
k textu § 18. Podotyk4, Ze neodpovidd dnesnim nizoriam. Hlavni Hahnova vytka
spodivd v tom, Ze Bolzano ,,je pfesvédlen jisté o tom, Ze na zdklad& pojmu souétu,
uvedeného v § 5, je oprdvnén uvazovat bez dalitho o soudtu o nekoneéng mnoha
séitancich.” Pokraduje pak témito slovy: ,,Vidéli jsme jiZ, Ze tato definice pojmu
soudtu je pfili§ neuréitd k tomu, abychom s ni mohli néco poé¢it. Mdme tedy proti
Bolzanové vedeni dikazu tu ndmitku, Ze se soudty, jeZ v ném prichdzeji, neni
spojen vibec pfesny pojem a Ze tedy vypoéty s nimi provadéné (jako je napt.
vytknuti spoleéného ¢initele pfed zdvorku) neni ni¢im odivodnéno.* V tom je
oviem nutno zcela s Hahnem souhlasit. Hahn pak ukazuje, jak FeSila pozd&jsi
analyza vypodlet soultu nekoheind mnoha &isel pomoci pojmu limity. Je-li
ay, ag, ag, . . . posloupnost redlnych &sel (na néz se amezime), pak ¥ikdme, Ze tato
posloupnost m4 za limitu &slo a, jestlize p¥i libovolné malém é&isle ¢ vyhovuji
viechna &sla posloupnosti (aZ na piipadny koneény pocet vyjimek) nerovning

~
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la, — a| < & (prost4 hodnota rozdilu a, — @ je menii neZ ono libovolné malé¢)
M4-li nage posloupnost limitu, nazyv4d se konvergentni, v opaéném pi¥ipadé
divergentni.

Na zdkladé pojmu limity, ktery byl vypracovéin v souvislosti s prohlubujicim se
pozninim redlnych &isel, je moZno snadno odvodit soudet nekoneéné fady. Jsou-li
¢leny této ¥ady by, by, by, ... by, b,y ... pak utvofime &isteéné soudtys, = by,
sy = by -+ by, 53 = b; + by + bs,..., kterélze opfit o definici souétu p¥i koneéném poétu
séitancli. UZijeme-li matematické indukce, mizeme definovat s, pro kazdé n. Pak
plati: mé-li posloupnost s,, sy, Sg, .+« Sy, Sy 15 - - - limitu s, pokldddme s za soudet
nekoneéné ¥ady by + by + b3...+ b, + b, ;4 ... =s. VBolzanové textu pfi-

a
l1—e

chédzi fada a -} aed-ae* 4 ... = pro e <1; v tomto pfipadé je s=

=a+ ae+ ...+ ae” } ... a protoze e < 1, plati lim " = 0. Proto m4 s jako
n—>oo

limitu . V Bolzanové textu je jeit¢ jedna obtiZ, kterou Hahn naznaduje

jen ngkolika slovy. Mezi (3) a (4) uvazuje Bolzano o fad&e™ 4- en+1. . .in inf. = em.
(I+ e+ €+ ... in inf). a podotykd, Ze fadu v zdvorce nemuZeme identifikovat
s fadou, oznadenou v textu jako S, nebot pry m4a o n ¢lentt méné. Zde se pravé
projevuje nejistota definice soultu o nekoneéné mnoha séitancich, nebot podle
. naSich nédzort je fada v uvedené zdvorce totoZn4 s S, jak ostatné snadny podet
potvrdi. Podobny nedostatek se vyskytuje i v n€kterych pozdé&jsich Bolzanovych
tvahéch z Paradoxi, jak bude ¢tenéfi patrno.

Av¥ak na druhé strang je nutno v zajmu historické spravedlnosti upozornit, jak
daleko dospél Bolzano i v tom sméru, kterym se ubiraly tivahy o limit& v dobd
po jeho smrti. O této véci se Hahn nezmiiuje a proto poukazujeme na Bolzanovu
préci ,,Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, das zwischen je zwei Werten,
die ein entgegegesetztes Resultat gewihren, wenigstens eine reelle Wurzel der
Gleichung liege*, Praha 1817, Abh. d. kénigl. Bshm. Gesellshaft der Wissenschaf-
ten 3 Folge, 5. Bd., I. Abt., pfistupnou v nejnov&jii dob& i v feském piekladu
v uvedené monografii A. Kolmana (viz str. 167 a n4sl.). Misto, na néZ upozoriujeme,
je § 6 a § 7 cit, préce, kde Bolzano zkoum4 tutéZ fadu o které hovoii v pozndmce
k § 18. Paradoxi. Zav4di pro hodnotu, které dosdhne soudet prvnichn,n + 1,...
8lenit ¥ady symboly F,(x), F,4(x),..., tedy &ni toté% co poZaduje soudobd
matematika (viz Hahnovy &dsteéné soudty s,) a ¥ikd pak v § 7 citované préice
obecnd: ,,M4-li fada velitin Fy(x), Fy(x), Fy(x),...F (x),...F,,,(x) takovou
vlastnost, %e rozdil mezi jejim n-tym &lenem F,(x) a kaZdym dalsim F, (),
at je od ného jakkoli vzd4len, je mensi nez kazd4 dand veliéina, jestliZe jsme zvolili
dostateéng velké n, existuje vidy stald velidina, jiZ se €leny této Fady stile
vice bliZi a jiZ se mohou pribliZit tak, jak si pFejeme, prodlouZime-li fadu dosti
daleko.‘* D4 se ukdzat, Ze tato Bolzanem poprvé vyslovens podminka konvergence
je rovnocennd s podminkou, uvedenou Hahnem. A tak zbyva udinit jen ten krok,
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totiz dojit k redlnym &slim, co% se stalo pozdéji a k éemu je i v dile Bolzanové
pozoruhodny nibéh (viz citovanou monografii Kolmanovu str. 52—53).

§19. Termin Teil pfedkldddm v tomto paragrafu terminem dil, nebot Bolzanovi
jde zfejm& o vztah mnoZiny a podmnoZiny. Bolzano, jak jiz bylo Fefeno, uZiva
terminu Teil pro prvky mnoZiny (souhrnu), avSak v tomto paragrafu také pro ten
pojem, ktery oznafujeme jako podmnoZinu dané mnoZiny, uvaZujeme-li o jejich
srovndni. Toto terminologické pomiseni dvou znaéné riiznych pojmi je u Bolzana
dost neobvyklé.

§ 20. Tento paragraf obsahuje jeden z velkych Bolzanovych objevi, totiz dikaz,
Ze vlastni podmnoZina nekoneéné mnoZiny muiZe byt ji samé ekvivalentni. Je zndmo,
Ze jiz Galilei se zabyval otdzkou, zda je p¥irozenych &isel ,,vice* neZ étverct pfiro-
zenych &isel, a odpovédél na tuto otdzku sprdvné tim, Ze p¥ifadil kazdému p¥iro-
zenému &islu jeho étverec. Bolzano se zabyva i touto otdzkou v § 33 ,,Paradoxt®.
Bolzano v¥ak fesi uvedenou otdzku mnohem obecné&ji. Rozviji sice cely problém
na dvou piikladech, avSak potom jej formuluje tak obecng, Ze jej miiZeme pravem
povaZovat za prvniho, kdo se timto problémem obecné zabyval. Zikladem jeho
tivahy je pojem jednojednoznadného ptifazeni prvkid jedné mnoZiny prvkim
druhé mnoZiny, nebo také, jak ¥ikdme, jednojednoznaéného zobrazeni jedné mno-
Ziny do druhé. Prifazeni je provedeno tak, Ze kaZdému prvku mmnoziny M je p¥i-
fazen jeden jediny prvek mnoZiny IV, a také naopak, kaZdému prvku mnoZiny N
je pfifazen jeden jediny prvek mnoZiny M. (srov. téZ pozn. k § 8).

G. Cantor, vychézeje z toho, Ze viechny koneéné mnozZiny o tomtéZ poétu prvkid
Ize na sebe jednoznalné zobrazit, a 7e tato vlastnost je charakteristickd pro podet
jejich prvki (koneéné kardinélni &islo), zobecnil pojem ¢isla i na mnoZiny o neko-
neéném poétu prvki tak, Ze viem nekoneénym mnozinim, jeZ lze na sebe jedno-
jednoznaéné zobrazit, p¥ipsal totéZ transfinitni kardindlni &islo. MnoZiny o tomtéz
kardindlnim &isle jsou ekvivalentni, a tedy kardindlni &slo (at jiz koneéné nebo
transfinitni) je takova spoleén4 vlastnost mnoZin, kterou maji mnoZiny navzijem
ekvivalentni. MnoZina, kterd neni dané mnoZin& ekvivalentni, nemtZe mit ani
jeji kardinélni &islo.

Hlavnim vysledkem tohoto paragrafu je Bolzanovo zjiiténi, Ze nekoneénd
mnoZina M muZe byt ekvivalentni své vlastnf podmnozing N, tj. takové mnoZing
jejiz viechny prvky jsou v M, avZak pfitom existuji prvky M, které nejsou v IV.
Takov4 vlastnost je patrné pro nekonedné mnoZiny charakteristickd (neni totiz
dokézéno, Ze by mohly byt mnoZiny, které by tuto vlastnost nemély a pfece by byly *
podle n&jakého spolehlivého kriteria nekoneéné) a tedy mohla byt vzata za zdklad
pro definici nekoneéné mnoziny. To pravé uéinil Dedekind (viz pozndmku k § 8).
V odstavci l.uvaZuje Bolzano o mnoZiné veli¢in mezi 0 a 5, resp. mezi 0 a 12. Interval,
v ném? jsou obsaZeny veliéiny oznadené x resp. ¥ je omezen zdola 0 a shora 5 resp. 12.
Tu se viak Bolzano nepozastavuje nad tim, Ze jedna z hranic intervalu je uréena
,sbezpfedmétnym* pojmem, kde?to druhi -,,veli¢éinou* v jeho smyslu. (Viz téz
poznimku k § 6.). - ‘

. § 21, Hahn spravng pedotyka4 jiz ve své pozndmce k § 19 Paradoxi, Ze v Bolzanovg

134




nauce o nekoneénu je slabym bodem ta okolnost, Ze autor nikde nestanovil co rozumi
rovnosti (Gleichheit, gleich sein) dvou mnoZin. Bolzano sice ¥ikd v § 21 a § 24

066

»,Paradoxu‘, Ze dvé mnoZiny je tfeba pokladat za rovné, maji-li stejnd zdkladni
uréeni; zfejmé jsou minéna stejnd pojmova uréeni. Aviak ani ve W ani v ,,Para-
doxech** neni tento nanejvy$ dilezity pojem vyslovné objasnén. V této okolnosti
je nutno vidét dileZity rozdil, ktery je mezi pojetim Bolzanovym a Cantorovym.
Cantor zaviddi vSude duasledné ekvivalenci mnozin (viz predchozi poznimku)
a mluvi o rovnosti kardindlnich &isel. Bolzano povaZuje dasto za nerovné i takové
.mnoziny, jejichz ekvivalence je zfejma i bez dukazu. Tuto ,,nerovnost®, kterou
miZeme z nékterych mist jeho textu vyéist, vyjadfuje také obratem, Ze dvé mno-
Ziny (které lze sice navzdjem jednoznaéné ptifadit) nemusi mit toté% ,,mnoZstvi*
(Vielheit) svych ,,¢4sti* &ili prvkd, a nejsou si tedy v Bolzanové smyslu ,,rovny*
(Viz téz pozn. k § 18). Pfitom je vSak velmi zajimavé, Ze Bolzano si byl dobfe
védom symetri¢nosti vztahu ekvivalence, tedy jednoho ze znakl, které ekvi-
valenci charakterizuji; je to patrno ze slov, uvedenych na zaéatku § 21, kde mluvi
o vztahu mnoZin, jeZ jsou na sebe jednoznaéné zobrazeny, jako o vztahu ,,oba-
polné stejném*. Ekvivalence mnoZinov4 je totiz zfejmé reflexivni (kaZzdou mnoZinu
je moZno jednojednoznalné zobrazit na ni samu), symetricka (je-li M jednojedno-
znaéné zobrazeno na N, je tomu také naopak) a tranzitivni (je-li M jednojedno-
znaéné zobrazitelné na N a N jednojednoznaéné zobrazitelné na .0, je také M
jednojednoznaéné zobrazitelné na 0). Na téchto vlastnostech pravé zalozil Cantor

teorii transfinitnich kardinlnich é&isel.

§22.Ve své pozndmce k tomuto paragrafu upozoriiuje Hahn, Ze Bolzanovu postupu,
jimZ se ma dojit k zjisténi poétu prvka koneéné mnozZiny, chybi jesté dukaz,
Ze vysledek (polet prvku) je nezivisly na pofadi v jakém prvky ¢islujeme. Obtiz-
néjii otdzky s tim spojené byly jiZz pfed delsi dobou vyfeSeny v teorii koneénych
mnoZin, ‘

§ 24. Ve véci ,,stejného zdkladniho ureni* (gleiche Bestimmungsgriinde) viz
poznimku k § 21.

§ 25. V tomto paragrafu, jako ostatné je$té misty i pozdé&ji, je védecka prace
Bolzanova nestastné poplatnd jeho vife, kdyZ pfipisuje bohu vlastnosti, které
jsou v urditych ohledech nekoneéné, a proto je diskuse o nich zcela zbyteénd.
Mnohem zajimavéjsi je celkovd tendence tohoto paragrafu, totiZ snaha nalézt
predméty, jejichZ né&které stranky by nutng vyZadovaly tivah o nekoneénych
mnoZinich (srov. zad4tek pozndmky k § 13 o modelu). Zejména je zajimava Bolza-

nova poznidmka o nekone®né mnoZiné stavi, jichZz nabyvad ka?d4 ,,koneéni*

bytost v néjakém &asovém intervalu. Bolzano byl k tomuto pojeti jisté inspirovdn
fyzikou, spiSe snad mechanikou samou, v niZ je moZno stav systému charakteri-
zovat veliéinami (tzv. stavovymi veli¢éinami) v kaZdém okamZiku. P¥irodovédeéti
pracovnici a také novopozitivistiéti filosofové byli naklonéni jiz p¥ed vice léty
tomu, chépat i Zivou bytost jako sled stavi jeZ do sebe pFechdzeji (nebo jeZ na sebe
navazuji). Je dnes jistd zbytetné poukazovat na omezenost takového pohledu

na organismus.i na jeho zdsadni nedostatetnost. Aviak ze zcela nového hlediska
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se tento problém objevuje u zafizeni, kterymi modeluje kybernetika chovini
Zivych systémi. Stavy systému tu v3ak byvaji pfedpokldddny vétSinou v koneé-
ném poétu (nebo je lze na koneény podet pfevést). Bolzanova poznidmka obsahuje
tedy postuldt nekoneéné mnoZziny stavu, protoZe jejich nekoneénost nemohl
prokizat.

§ 26. Tento paragraf m4 svoji dileZitost z hlediska Bolzanovych snah o logické
uréeni n&jakého predmétu. § 45 W, na ktery se autor odvoldvé, obsahuje velmi
rozsdhlou diskusi o tzv. principech logiky, jak p¥ichédzely v tradiéni logice. Pfede-
viim je piizna¥né pro Bolzantiv pohled na logiku, Ze jim nechce (a to prévem)
pFiznat nizev ,,nejvys¥ich nebo ,,nejobecnéj$ich* zikond mysleni. To ostatng
potvrdil sdm dalii vyvoj logiky, k némuZ Bolzanovo dilo tolik pfispélo, Z obsahu
naeho § 26. je patrno pfedeviim to, %e Bolzano nevidi Z4dny principidlni rozdil
mezi uréitelnosti pfedmétu, vykazujiciho po nékteré strance nekoneénou mnozinu,
a predmétu, jenZ méi po néjaké strance jen koneénou mnoZinu. Za druhé neni
nijaky principidlni rozdil mezi logickou uréitelnosti pfedmétu, kterému odpovidd
skutednost a pfedmdétu, ktery je v jeho smyslu ,,bezpfedmétny*‘. Také je vidét,
%e Bolzano byl pfesvédéen o tom, Ze urdeni nekoneéného souhrnu pFedméti
je mo7né koneénym poétem poZadavku, které tento pfedmét vymezuji. V tom
pravé se lisi od téch ndzorti které nechtély uznat pfedmét po néjaké strénce
nekoneény, protoze jeho uréeni ve smyslu principu sporu by si vyZadovalo neko-
neéné mnoZiny uréujicich poZadavki. O Bolzanové stanovisku neni pochybnosti
jak svédéi piiklad uvedeny na konci tohoto § 26. Bolzanuv p¥istup k véci odpo-
vidd zcela klasickym ndzorim matematiky, av3ak nelze ¥ici, Ze by i dnes byla
problematika urdeni pfedmétu po né&jaké strénce nekonetného vyderpina. Jde
tu pravé o problém urdenosti pfedmétu ve smyslu zdsady o vyloudené tieti mozZnosti,
se kterou patrné Bolzano v tomto paragrafu vyslovné pocitd. Vyzkum tradiénich
princip logiky, kterym jiZ bylo vénovédno mnoho myslenkové price podinajic
Aristotelem, je znaind obtiZny a samy takové principy je nutno chépat jako
fixace historicky dosaZenych vyzkumi logickych forem a jejich funkce, jak se k nim .
dospélo ve vyvoji spoledensko-historické praxe lidstva. Mezi tyto principy poéit4
nap¥. dnes matematika a logika i princip rekurence: je-li vyrok ¥V, platny pro
n = 1, a plati-li: kdyZ ¥V, paki ¥V, 4, plati ¥, pro viechna n. Tento princip nenf
mezi principy tradiénf logiky. Aviak pokud jde o zmin&ny princip vyloudend
tfetf moZnosti, ktery ¥kd, Ze ze dvou vyrokdi P a P’, z nichZ druhy je negaci
prvntho, je jeden nepravdivy, je-li druhy pravdivy, ukazuji se vd#né divody,
aby jeho neomezen4 platnost byla popfena. Je to pravé v téch p¥ipadech, kdy
néjak intervenuje nekoneéno. Tato okolnost souvisi s vyzkumy novéjiiho obdobf
matematiky, jejichZ povahu jsme naznadéili v pozndmce k § 13.

§ 27. K pojmiim, na které se Bolzano odvoldv4 v tomto paragrafu, toti¥: nazor,
pojem, odvoditelnost véty z jinych vét a objektivni vyvozeni pravdy z jinych
pravd doplituji tolik: (1) nédzory (Anschaungen) jsou ve smyslu § 72 W I
takové predstavy (viz pozndmku k § 2), které reprezentuji jeden jediny pfedmét,
tj. v jejichZ rozsahu je privé jen jediny pfedmét. Bolzano dovozuje v citovaném
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paragrafu W, Ze jsme oprivnéni takové pfedstavy pfedpoklddat — napf. toto
modré. (2) Pojmy jsou u Bolzana takové pfedstavy, které nejsou nizory a ne-
obsahuji Zaddny ndzor jako svou souédst. Bolzaniv piiklad: pfedstava né&&eho
(viz § 73, W I). (3) Pojem odvoditelnosti véty z jinych v&t se opird o Bol-
zanovo pojeti véty s proménnymi pfedstavami, které je blizké dne$nimu pojeti
n-mistného predikdtu. Bolzano chdpe vétu jako strukturu, do niZ jsou zasazeny
uréité konkrétni pfedstavy (v jeho smyslu) a ty &ini vétu pravdivou nebo nepravdi-
vou. Mame-li nap¥. vétu: Praha leZi na Vltavé, m tato véta v jeho pojeti strukturu:
x leZi na y a konkrétni pfedstavy Praha resp. Vitava &ni tuto vétu pravdivou
vétou. Podobné by mohly uéinit i jiné pfedstavy onu vétu pravdivou, nap¥. pied-
stavy kniha resp. stil. Kdybychom za x polozili pfedstavu Brno, dostaneme vétu,
kterd ma docela dobry smysl, je vSak .nepravdivd, ponechime-li Vltavu jako
druhou pfedstavu. Bolzano si byl dob¥e védom toho, %e mohou vloZenim uréitych
predstav vzniknout véty, jez nemaji smysl, tj. takové; Ze jim nemizeme pfipsat
ani hodnotu pravdivosti ani nepravdivosti. Po tomto struéném objasnéni uvedeme,
co znamend, ¥e néjakd véta (véty) je odvoditelnd z jinych. K tomu je soudasné
tfeba vysvétlit, co jsou sluéitelné vé&ty (vertrigliche Sitze): ,,Tvrdime-li, Ze
uréité véty 4, B, C, D, ... M, N, O, . .. jsou ve vztahu sluditelnosti a to vzhledem
k pfedstavam i, j,...: pak netvrdime podle podaného vykladu nic vice nez to,
Ze existuji uréité pfedstavy, které na misté onéch i, j, ... proméni viechny ony
véty v pravdivé. Zustalo zcela nerozhodnuto, zda jesté vedle téchto pFedstav,
jez uéini véty 4, B, C, D,... M, N, O,... vesmés pravdivymi, existuji jesté
néjaké jiné, které by uéinily pravdivymi ten € onen jejich dil, nikoli viak viechny,
a kdyZ tomu tak je, které z danych vét se daji ulinit pravdivymi castéji nez
druhé; da se vsak pochopit, Ze tyto otdzky jsou dulezité. Mysleme si nejprve
na pfipad, Ze mezi sluditelnymi vétami 4, B, C, D,... M, N, O, ... je takovy
vztah, Ze viechny pfedstavy, které na misté proménnych i, j, ... &ni pravdivymi
véty uréitého dilu onéch vét, totiz viechny 4, B, C, D, . . ., maji také tu vlastnost,
Ze &ini-pravdivymi i véty uréitého jiného dilu ongch vét, totiz M, N, O, . . . Zvl4stni
vztah, ktery si tak myslime mezi vétami 4, B, C, D, . . . na jedné strané a M, N, O,...
na druhé strané bude velmi pozoruhodny jiZ z toho divodu, Ze nés ¢ini schopnymi -
ihned poznat pravdivost M, N, O, ..., jakmile jednou vime, Ze tento vztah
plati a Ze jsme poznali véty 4, B, C, D, ... jako véty pravdivé, Dividme tedy
vztahu, ktery je mezi vétami 4, B, C, D,... na jedné strané a M, N, O,...
na druhé strané nizev odvoditelnosti; a ¥ikdm, ze véty M, N, O, ... jsou odvodi-
telné z vét 4, B, C, D, ... vzhledem k proménlivym &astem i, j, . . . kdyZ kaZdy
soubrn pFedstav, ktery na misté i, j, ... ¢ini viechny 4, B, C, D, ... pravdivé,
&inf téZ fefené M, N, O, . . . pravdivé*. (W II § 155). Namisto obratu ,,byt odvodni-
telny* ¥ikd Bolzano té%, Ze véty M, N, O, ... za uvedenych podminek plynou
zvét 4, B, C, D, ... nebo Ze z nich mohou byt vyvozeny, & je$té jinak, Ze na ng,
muzeme uzavirat. Vysledky, které dostal Bolzano logickym rozborem nejobec-
néjSich vztaht meézi soubory vét, jako je pravé citovany vysledek o vztahu odvodi-
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telnosti, pati{ mezi nejvétsi Bolzanovy objevy vibec a jsou vysoce ocefioviny
az v nasi dobé. :

Mnohem nesnadnéji je osvétlit Bolzantiv pojem (4) objektivniho vyvozeni
néjaké pravdy z jinych pravd. Bolzano se timto problémem zabyva zejména
v § 198 W II a je piesvédéen, Ze existuji pravdy, jeZ maji spoleény nézev divodu
(Grund) a jiné zase, které jsou jejich dusledkem (Folge), takZe mezi nimi plati
dasledkovy vztah (Abfolge). Pies viechnu Bolzanovu snahu se zd4, Ze se mu
nepodafilo plné tento vztah vyjasnit, protoze se odvol4dva na fakt, ktery lze popsat
asi takto: pozndme-li, Ze¢ v uréitém souhrnu jsou néjaké pravdy, mizeme jiné
pravdy (& jinou pravdu) s bezpeénosti nazirat, opirdme-li se o pravdy onoho
souhrnu. Jednotlivé pravdy souhrnu jsou pak &steénymi dévody onéch vyvoze-
nych pravd. Jde-li pak o takovy vztah, ktery plati mezi pravdami o sobé (obdoba
vét o sobé -0.Z.-), mluvi Bolzano o objektivnim vyvozeni pravdy z jinych pravd.
K bliz&imu objasnéni véci voli Bolzano dva piiklady (viz citovany § W), které
viak podle mého nézoru nijak k vyjasnéni véci nepfispivaji. Tato &ast jeho logic-
kych zkoumdni se zatim nestala nezbytnou é4sti moderni formalni logiky. V § 199
W II pak uvddi obdobnou formulaci vyvozeni pravdy (pravd) z jinych pravd,
jakd je citovaném vymezeni vztahu odvoditelnosti vét z jinych vét.

K odstavci 3, tohoto paragrafu je moZno poznamenat dvoji: pfedné je tu mys-
lenkovy pochod dikazu naruien nevédeckym piedpokladem ,,boZiho pisobeni‘
a za druhé je dusledkem Bolzanova objektivné-idealistického ndzoru, Ze vidi
kriterium neexistence relativné nekoneéné velkych ¢asovych nebo prostorovych
intervali v tom, Ze by bylo nemoZné odvodit kauzilné dalsi stav svéta. Moderni
matematickd fyzika, zabyvajici se makroobjekty v oblasti nasi planety také nepoéita
s nekoneéné velkymi intervaly a silami; pracuje s geometrii, jejiZz systém axiémi -
mi téZ axiém zvany Archimediv (sprdvnéji by mélo byt Eudoxtiv). Ten zni:
jsou-li @ a b dvé tsetky a plati-li a < b, pak existuje vidy (koneéné) n tak,
Ze na > b. Teorie relativity oviem ukdzala, Ze pro séitdni rychlosti plati jind
poudka nez v klasické fyzice, kde se séitdni opiralo o Euklidovu geometrii. Nej-
nézorngji se to d4 ukdzat na zndmém faktu, Ze ¢ 4+ ¢ = ¢, kde ¢ znaéi rychlost
svétla. V teorii relativity neplati archimedovsky axiém a geometrie, kterd tento
axiém nemd, mize pracovat nekoneéné malymi a nekoneéné velkymi intervaly.

§ 28. ,,Poditdni s nekoneénem*, jak se Bolzano vyjadfuje, jehoZ opravnénost
v celém spise dovozoval, uskuteénila az Cantorova nauka o nekoneénych mnozi-
nich a to odkrytim zdkonu pro transfinitni kardinélni a ordindlni &sla.

§ 29. Hahn p¥ipojil k tomuto paragrafu kritickou pozndmku, jejiZ obsah je: Bol-

o n [
zano poklid4 velidiny, jez ozna&uje IN, IV a S za ruzné. AvSak ve smyslu Cantorovy

teorie jsou to vSechno mnoZiny téhoZ kardindlniho &isla (totiZz prvniho Cantorova
transfinitniho kardinélniho &isla), nebot vZechny tyto mnoZiny jsou spodetnd
nekoneéné. Doplituji, Ze z toho také plyne, Ze nelze uvaZovat (jak Bolzano &inf)
ani o néjakém finitnim poméru dvou mnoZin, jejichZ kardindlni &islo je stejné.
I kdybychom dali uréity smysl Bolzanovym vySe uvedenym mnoZindm, platilo
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o o o o
by zfejmé . N = N a téz f. N = N, takZe uvedené mnoziny by nemély pomér
o : B jak Bolzano udévi. Stejné tak, jak fikd Hahn, nelze d4t dobry smysl rovnici

Mult (8 — 7) = Mult (13—12)

jestlize Bolzano neuréil, co se m4 rozumét rovnosti dvou mnoZin (viz pozndmku
k §21).

§ 30. Také zavedeni ,,nekoneén& malych veli¢in* jako pfevracenych hodnot neko-
neéné velkych velidin kritizuje Hahn slovy, Ze ,,visi Gplné ve vzduchu*, nebot
nevime co je déleni nekoneénych velidin, jeZ Bolzano nikde nedefinoval. Zato
zaujala Hahna letma poznidmka Bolzanova z pravdépodobnosti tvahy a podo-
tykd, Ze ,,naznalené zavedeni nekoneéné malych poétem pravdépodobnosti by se
snad mohlo ukdzat plodnym.* MuzZeme snad doplnit jeho postieh. Na Bolzanové
myslence je zvlast zajimavé to, Ze se dotykd obtiZzného problému rozdilu mezi
libovolné vysokym stupném pravdépodobnosti néjakého jevu a jeho .jistotou
(¢éi zase libovolné nizkym stupném pravdépodobnosti jevi a jeho nemoznosti).
Pravdépodobnost je vidy jen relativni, tj. viéi néjaké skupiné objektivné danych
podminek a pravé tato okolnost zpisobuje tézko pfeklenutelny rozdil mezi pravdé-
podobnosti a jistotou. Misto Bolzanova pfikladu vezmeme jiny, trochu jedno-
dussi: méjme zjistit pravdépodobnost, Ze néjaké nezndmé Eislo je 59. Omezime-li
se na prvnich 100 é&isel, je tato pravdépodobnost 1072, Kdybychom vé&déli jen to,
Ze ono &islo je mensi nez 10%, bude hledand pravdépodobnost 1076, Je patrno,
Ze s rostouci ,,nejistotou’’ polohy &isla klesa pod libovolnou mez pfislu$na pravdé-
podobnost, tj. stivd se prakticky zanedbatelnou. Neni vSak nikdy nulou, tj.
nevyjadfuje jistotu, Ze éislo 59 se nevyskytne.

§ 32. Bolzanovy tivahy tohoto praragrafu se li¥i, jak podotykd Hahn, od naseho
soudobého pojeti v tom, Ze Bolzano kritizuje postupy, nespravné uzité ke zddnli-
vému dukazu hodnoty souétu fady a —a -+ @ — a+ @ — ... in inf,, z hlediska
svého pojeti bezpfedmétnych vyrazii, tedy z hlediska, o n€émZ jsme jiz v téchto
poznimkach mluvili. Z hlediska, které se vypracovalo teprve po Bolzanové dobg,
je tieba liSit fady, jejichZ ¢4steéné souéty (viz pozndmku k § 18) s, s, 535+ . S€
bliZi neomezend uréité pevné hodnoté, a fady, které tuto vlastnost nemaji. Prvni
se nazyvaji konvergentni, druhé divergentni. Bolzanovo tvrzeni v tomto para-
grafu, %e ,,fada . . . musi byt pravé vzhledem k pojmu souétu . . .takovi, Ze nedozna
Z4dné zmény své hodnoty — at provedeme jakoukoli zménu v pofadi jejich ¢lend*
neni v této obecnosti spravné; Bolzano také vysel z této vlastnosti jen pfi koneéném
poétu séitanch. Pozd&j$i zkoumdni fad podminéné konvergentnich ukazala,
Ze takova fada muZe nabyt pfestavenim pofadi élent raznych hodnot (v urditych
p¥ipadech dokonce libovolné piedepsané hodnoty). Jeité by bylo tfeba zminit
se o véci, o niz Hahn nehovofi. Bolzano zkoumd na zalitku paragrafu Fadu
+ a—a-+ a—a+...ajeho argumentem proti postupu autora M. R. S. je také
tvrzeni, ¥e fada v zdvorce (+ a —a-+a —a -+ ...) ,,nem4 zfejmd tyZ podlet
¢lenh jako ta, kterd byla poprvé poloZena = x.“ Toto tvrzeni je nespravné, nebot
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Fada v zdvorce je totoZn4 s ptivodni fadou, jak se d4 snadno ukézat tim, Ze ka¥dy
¢len puvodni fady muZeme pfifadit pfislunému’ ¢lenu druhé fady, ktery je mu
roven. Obdobna zdvada se vyskytuje jeité v pozd&j¥im textu.

K Bolzanovu slovnimu obratu o ¥adé 4+ a —a -+ a — a...in inf,, vzniklé
délenim a veli¢inou 1+ 1, je tfeba jen poznamenat, Ze pro kazdé x < 1 dévd -

=a—ax+ ax* — ax®*+ ... Tato Fada konverguje pokud x < 1, pro

a
14+«
= 1 fada diverguje a tu se napravo objevi fada, kterou Bolzano zkoum4.

§ 33. Uvahy tohoto paragrafu trpi zékladni nejasnosti, o které bylo mluveno
v poznidmkach k § 21 a § 29°

§ 34. V tomto paragrafu se projevuje urlitd obtiZ, kterou ma Bolzano se zave-
denim nuly do rovmic pro veli¢éiny. Vime jiZ, Ze Bolzano povazuje O za znak
pro jeden z ,,bezpfedmétnych* objektu, avSak na druhé strané je mu z mate-
matické praxe jasné, Ze poéitani s nulou je néjak nutno stanovit. Rovnice I, II, ITI
a IV pfedstavuji jak zdkladni véty tak odvozené poucky, podle toho, kterou
axiématickou soustavu aritmetiky vezmeme za ziklad. Dé&leni nulou vSak neni
piipustné nikdy, tedy ani u rovnic, které jsou ve smyslu Bolzanové ,,pouhou

) A
identitou* jako jim uveden4 rovnice o= jak opét uvadi Hahn,

Matematik Martin Ohm, narozeny 1792, pozdéji profesor na berlinské univer-
sité, neni oviem totoZny s proslulym fyzikem. Bolzano si vézil jeho dila, které
vychézelo v 9 svazcich v létech 1822 — 1852 a mél je ve své soukromé knihovné.

- §35,836. K témto paragrafim podotyka Hahn, Ze Bolzanovy nézory se zcela kryji

s nazory soudobymi. V zavéru tohoto paragrafu je vSak moZno odkryt malou
nekorektnost, totiz tam, kde mluvi o tom, Ze se ,,déleni Einitelem (x — a), ekvi-
valentnim nule, provadi ve formé&, kter4 tuto nulovou hodnotu (Nullwert) zakryva.*
Avsak u Bolzana ma hodnotu jen veliéina, kterou nula neni, a tak je moZno tento
obrat vysvétlit jen tim, Ze Bolzano byl ujiitén rovnicemi § 34. o tom, Ze nulu
dodateénd jako veliinu piece zavedl.

§ 37. Také Bolzanovy vyvody tohoto paragrafu charakterizuje Hahn jako
vyvody, odpovidajici zcela soudobym ndzorim. Pozastavuje se pouze u obou
Bolzanovych pozniamek pod éarou. K prvni ¥ik4: ,,Jen je tfeba podotknout, Ze poz-
nimka pod &arou.na str. 65 (citovaného némeckého vydani -O. Z.-), totiz Ze kazd4
funkce (minéna je oviem: ka?d4d spojita funkce) ma derivaci, nehledi-li se na vy-
jimeéné body, se ukézala byt mylnou, a tim spiSe tvrzeni, Ze kazd4 funkce se dd
podle formule na str. 68 (op&t citovaného vydani -O. Z.-) .. .rozvinout*. K druhé
poznimce je tieba pFipojit, Ze ji patrng vloZil do vydani dr. P¥ihonsky. Psycho-
logicky je t&zko vysvétlit prvni Bolzanovu pozndmku. Proti Bolzanovu tvrzeni
z prvni pozndmky, které se objevuje jak u Bolzanovych pfedchudci, tak jestd
u jeho vrstevnikd, se obyCejné uviddi klasicky Weierstrassiv piiklad funkce

140



oo
f(x) = z . b, cos (7 a™ x), kter4 je spojitd anemd v Zidném bodé redIné osy derivaci.
n=0

A prece Bolzano sdm sestrojil funkei, kterd je spojitd, neni monotonni v Zidném
intervalu a nemd derivaci v Z4dném bodé mnoZiny vSude husté (to je mnoZina
bodovd, kterd m4a alespoii jeden bod v jakémkoli ¢4stetném intervalu tsecky,
na které je definovéna). N4a§ vynikajici matematik prof. Karel Petr zhodnotil
jiz ve svém ,,Poétu diferencidlnim®, Praha 1923, Jednota &eskoslovenskych mate-
matikt a fyzikda, v odstavci 114., pozn. pod &arou, neobyéejny vykon Bolzaniv
témito slovy: ,,Ze jiz Bolzano — kolem roku 1830 — mél pfesné piedstavy o tom,
Ze mohou byt funkce spojité v (a, b) a nemajici v 24dném bodé derivaci, a, Ze
dokonce takovou funkeci ve tvaru dosti ndzorném sestrojil, bylo zjiSténo teprve
v dobé nejnovéjsi p. M. Jaskem, profesorem v Plzni, ktery se podjal tikolu proba-
dati rukopisy pozistalé po Bolzanovi. Z jeho tisp&3né a zasluzné price . . . vyplyva
zcela jasné, Ze Bolzano daleko predstihoval svoji dobu v konstrukcich a pfesném
pojeti pojmi nyni fundamentalnich pro mathematickou analysu.* V citovaném
odstavci sestrojuje prof. Petr na str. 163 — 167 spojitou funkci, nemajici derivaci
v 24dném bod¢ intervalu (e, b), ktera se podle jeho slov ,,pouze v podstatnych
vécech shoduje s piikladem, nachézejicim se v pozustalosti Bolzanové.* Bolzanova
funkce se stala po Jaskové objevu pfedmétem zkouméni jak naSich tak i zahra-
ni¢nich matematiki. Ctens¥ Paradoxd najde partil z ,,Functionenlehre* Bolza-
novy, kde je jeho funkce popsdna, v ¢eském piekladé v citované knize A. Kolmana
na str. 201 a nésl. Pfed uvedenym mistem je o ni hovofeno v textu na str. 68 — 69.
Bolzanova ,,Functionenlehre* vysla v souborném vydéani Spist Bernarda Bolzana
(Kral. Zeskd spoleénost nauk) roku 1930 v Praze, opatfend poznidmkami prof.
Karla Rychlika. Je tedy uréitou hddankou, proé Bolzano, opfen o svij vlastni
skvély vysledek, vyvracejici vétu, kterou sdm v poznimece k ,,Paradoxtim* uvadi,
zménil svij nézor? Neni vyloueno, Ze se tak stalo pod vlivem kritiky, kterou
na rukopis ,,Functionenlehre* uplatnil Bolzaniv 74k A. Slivka ze Slivic, ktery
po prostudovani ,,Functionenlehre** napsal Bolzanovi, %e povaZuje za dokaza-
telnou vétu, Ze kazd4 spojitd funkce m4 derivaci vSude, s vyjimkou izolovanych
bodi (srov. ¢ldnek akademika V. Jarnika ,,Bernard Bolzano a zdklady matematické
analysy,* in: Zdeiiku Nejedlému Ceskoslovensk4 akademie véd, Praha NCSAYV,
1953 str. 450 a nasl.). Slivkova formulace odpovidd obsahem prvni Bolzanové
poznidmce pod &arou. Bolzaniiv vysledek nemohl Hahn v dobé vydéni ,,Paradoxt‘
znét, jinak by byl jeho komentéf k tomuto paragrafu musil jisté respektovat tento
velky objev.

Velmi pozoruhodny je samotny zavér tohoto paragrafu, v némz je mozno podle
mého ndzoru spatfovat védomé uZiti teze extenzionality, zndmé z moderni for-
mélni logiky. Tato teze, vyslovena obecn Wittgensteinem, ¥ikd, Ze pravdivostni
funkce vyrokii p,q,r,...je vyrok, obsahujici tyto vyroky a to tak, Ze jeho pravdi-
vost nebo mepravdivost z4visi jenom na pravdivosti & nepravdivosti p, ¢, 7, ..
Bolzano by podle svych slov byl poklddal rovnici za takovou vyrokovou funkei,
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kter4d m4 hodnotu ,,pravdivosti*, jsou-li ob& strany rovnice co do své pravdlvostx
ekvivalentni.

Uvédi-li Bolzano v tomto paragrafu, Ze neni tieba uchylovat se k “archimedov-
skému principu® pfi FeSeni uikola jako je rektifikace, komplanace a kubatura
(vypeéet délky &ary v néjakych mezich, vypodet obsahu plochy v n&jakych mezich
a' vypodet obsahu télesa v néjakych mezich) pak. tim neni minén Archimediav
(Eudoxiv) axiém, o némz jsme mluvili v pozndmce k § 27. Bolzano uvadi ve svém
spise ,,Die drei Probleme der Rectifikation, der Komplanatwn und der Cubierung,
ohne Betrachtung des unendlich kleinen, ohne die Annahme des Archimedes und
ohne iregendeine nicht streng erweisliche Voraussetzung geldst, zugleich als Probe
einer ginzlichen Umgestalung der Raumwissenschaft allen Mathematikern zur
Priifung vorgelegt, Leipzig, Kummer 1817, v odstavci IV tyto domnélé postulaty
Archimedovy: -

I. Ka%d4 zak¥ivena &ara je delSi neZ piimd, jeZ leZi mezi temJtez koncovyml
) body.
I1. Ze dvou kfivych é&ar, vydutych na Jednu stranu, je delsi ta, kterd druhou
objim4. ’ '
III. M4-li zakfivend plocha a rovnd plocha totéz ohramcem, je prvni z nich
vétsi ne? druhd.
IV. Ze dvou kiivych ploch, vydutych na jednu stranu, je vét3i ta, ktera druhou
objima.

Bolzano se stavél kriticky k témto ,,postuldtiim‘ zfejmé proto, ponévadZ operuji
terminy, které nejsou dost objasnény, jako je ,,objimani*, délka &iry, velikost
plochy.— které je nutno patrng brit v béZném ndzorném smyslu.A to Bolzanovi
nikdy nestaéilo. Tiskovou chybu cit. vydani na str. 68 . 5 shora, totiz Ax,opravuji
na A x2, _ ,

§ 38. Hahn sprdvné podotykd, Ze Bolzanova definice kontinua byla Cantorem
‘kritizovana jako pf¥ili§ Sirokd: Ze podle jeho definice by mohly byt i'prostorové
zcela oddélené pfedméty (nap¥. dvé koule bez spoleéného bodu) kontinuem. Cantor
sdm ¥iki o Bolzanové vymezeni kontinua toto: ,,Bolzanova definice kontinua
(s,Paradoxy nekoneéna‘, § 38) neni zajisté spridvnd; vyjadfuje jednostranné jen
jednu vlastnost kontinua, kterou viak spliiuji i mnoZiny, jez vznikaji z G, (n-roz-
mérné spojité mnoZiny -0. Z.-) tak, Ze si od G,, odmyslime jakoukoli izolovanou
mno#¥inu bodd; tuto vlastnost spliuji také mnoZiny slofené znékolika izolovanych
kontinui; je zfejmé, Ze v téchto p¥ipadech nejde o Z4dné kontinuum, aé podle
Bolzana by tomu tak mélo byt.* (,,Math. Annalen,* 21, 1883, ,,Uber unendliche
lineare Punktmannigfaltigkeiten®). Autor téchto poznimek se domnivd, Ze to,
co Bolzano vymezuje slavy: ,kontinuum existuje tam, aviak také jen tam, kde
existuje souhrn jednoduchych pfedméta (bodd v ase nebo prostoru nebo téz
jednoduchych substanci), které jsou tak poloZeny, Ze kaZdy jednotlivy z nich
mi v tomto souhrnu souseda a to v kazdé vzdailenosti, kterd jen je dostateiné
mald* neni nic jiného, nez netiplnd definice husté mmnoZiny, tj. mnoZiny, kterd
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je schopna uspofddini a neobsahuje %4dné primo sousedici prvky (ve smyslu
zvolené nebo mozné pofddajici relace). Bolzanovu pozadavku by krom ptikladd,
které uvadéji Cantor a Hahn, vyhovovala jisté i mnoZina viech racionélnich &isel
intervalu (0, 1). Kontinuem muZe &tendf rozumét v nadi souvislosti bodovou
mnozinu vSech bodd intervalu (0,1) nebo jakoukoli jinou mnoZinu bodd, kterad
je jejim jednoznaénym spojitym zobrazenim. Pii této piileZitosti poznamendvam,
Ze problém kontinua byl v novéjsi.a nejnovéjsi dobé zkoumdn také v souvislosti
s analysou pojmu kiivky vubec. Ukazuje se, Ze odpovéd na otdzku: co je kiivka?
neni nijak jednoduch4.

K Bolzanovu vymezeni izolovaného bodu podotyks Hahn, Ze je ,,téZ mnohem
8irsf neZ dnesni obecng uznané, podle néhoz bod néjaké.bodové mnoziny se nazyva
izolovanym, existuje-li jeho okoli, v némzZ neleZi jiz Zddny druhy bod mmnoZiny.*
‘ [ o] (e o] )

Déle vytykd Hahn Bolzanovym vyrazim S L Ze piislusné pojmy

nejsou nikde definovany, takZe nevime co jimi mdme rozumét.

Bolzanuv termin Ausdehnung pfeklddam terminem rozloha.

. § 39. Bolzanova nauka o éasu a prostoru jako o bliZ3ich a nutnych uréenich
(Bestimmungen), jimiZ se stanovi vlastnosti substanci, které jim p¥isluseji v uréitém
okamziku a zcela uréitém misté, nepopira ovSem objektivni povahu ¢asu a prostoru.
Nepopira ji oviem ve smyslu objektivné-idealistickém. NemiZeme v3ak ji pFijmout
proto, ponévadzZ redlny &as a redlny prostor je v této Bolzanové nauce redukovin
na jakési logicky nutné (proménlivé) znaky, p¥isluejici jednoduchym substancim.
Tuto strdnku véci vystihuji ¢asové a prostorové udaje jisté, jak to zndme z fyzi-
kélnich disciplin, kde kazdy proces m4 néjak zavedeny &as a odehriva se v néjaké
geometrii. AvSak to vSe je moZné mne proto, %e je to myslenkové, tj. formdlng
logicky nutné, nybri proto, %e éas a prostor jsou formami, v nichz se krom jiného
hmotné déni projevuje. ‘-

§ 40. Bolzanova nardzka na autory, uvaZujici o prostoru ktery by nemél t¥i
dimenze, nybr t¥eba jen dv& nebo zase vice dimenzf ne? tii, se d4 chapat i ve smyslu
kritické filosofie kantovské, a to tak, Ze apriorni ndzorovd forma by mohla byt
u jinak organizované bytosti dvojrozmérnd, nebo {tyfrozmérna ap., ale muze
se chdpat i ve smyslu pfedkritickych Kantovych nédzorii na prostor, které byly
patrné ovlivnény Leibnizem. Ve spise z roku 1747 ,,Gedanken von der wahren
Schiitzung der Krifte* ma Kant v § 10. tato slova: ,,... proto soudim, Ze substance
existujiciho svéta, jehoZ my jsme souédsti, maji podstatné sily toho rdzu, Ze ze sebe
8i¥{ ve vzdjemném spojeni Géinky v nepfimém poméru &tverce vzdalenosti; za druhé,
Ze celek, ktery z toho vznik4, m4 vlastnost trojité dimenze na zikladé tohoto
zdkona; za tfeti, Ze tento zdkon je libovolny, a Ze biuh by byl mohl misto néj volit
néjaky jiny, nap¥iklad v nepfimém poméru tfeti mocniny; a Ze koneéné za &tvrté
z jiného zdkona by vyplyvala rozloha jinych vlastnosti a dimenzi.*“ Pokud jde
o Herbarta, stadf poznamenat, ¥e nejde o teorii objektivniho &asu a prostoru,
nybr? subjektivné psychologickou teorii, kde nap¥. prostor je chdpan jako dtvar,
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sestrojeny pomoci asociaénich ¥ad, ve smyslu zndmého asocialniho zdkona, pfi-
rovnavaného co do dileZitosti stariimi psychology k Newtonovu gravitaénimu
zékonu. )

K Bolzanové poznidmce pod &arou v tomto paragrafu ¥ikda Hahn, Ze definice
t¥i drubd prostorovych rozloh je ,,i kdyZz nemizZe byt poklddéna za definitivni —
natolik pozoruhodni, %e ukazuje, jak daleko pokrodil Bolzano ve tvofeni svych
exaktnich pojmi.* Studium obecnych a zvlastnich vlastnosti atvard, které byly
odeddvna znidmy jako kfivky, plochy a télesa z ndzoru, se rozvinulo v topologii
a teorii dimenze zv145té v 20. stoleti a pFislu$nd zkoum4éni pat#i k obtiZnym partiim
matematiky.

Bolzano se v tomto paragrafu dotyk4 jesté jiného obtiZného problémiu, totiZ
uréeni ,,velikosti prostorového pfedmétu‘* nebo ,,prostorové rozlohy*. Hahn pozna-
mendvai, Ze tento problém byl od té doby opétovné zkoumén riznymi matematiky
jako problém obsahu bodové mnoziny. Aby étenéf nabyl piedstavy, jaké je vycho-
disko tvah, kterymi se zabyva obecna teorie obsahu, uvedu fakta, odpozorovani
z nézoru, kterym je moZno dit podobu axiémi teorie obsahu a miry.

Pozorovana fakta je moZno takto popsat:

1. Obsahem rozumime é&islo nikoli negativni, které je utvaru jednoznaéné pfi-
fazeno.

2. Maji-li dva datvary obsah, m4 obsah také ttvar, sestdvajici ze vSech bodua
obou dtvart. Je-li jeden z ttvara zcela obsaien ve druhém, m4 i ten Gtvar
obsah, ktery vznikne po vynéti prvniho dtvaru z druhého.

3. RozloZime-li tvar, majici obsah, na spoletné nekoneéné mnoho utvard
majicich obsah tak, aby #4dn4 dvojice téchto novych tvart neméla nic spoleéného,
pak je moZno postupnym skldddnim téchto &4sti ziskat opét Gitvary majici obsah,

22 %z

které svoji ¢iselnouhodnotu konverguji k obsahu celého ttvaru, déje-li se sklddéni
tak, aby kazd4 ¢&ast byla vzata jen jednou.

4. Mame-li éty¥i Gtvary majici obsah, a lisi-li se obsah prvniho dostateéné malo
od obsahu druh¢ho a obsah tfetiho dostateéns mélo od obsahu &tvrtého, a nemaji-li
prvni a tfeti, jakoZ i druhy a étvrty Zadny spoleény bod, m4 ttvar, vznikly spo-
jenim prvniho a tietiho obsah, ktery se libovolné maélo lisi od obsahu ttvaru,
vzniklého spojenim druhého a étvrtého.

5. Maji-li dva ttvary rizny obsah a je-li obsah prvniho vétsinez druhého a jscu-li
u dvou jinych dtvard, z nichZ prvni nem4 Z4dny spoleény bod s prvnim fitvarem
prvniho péru, jejich obsahy dostateéné malo odli3né, pak je obsah soudtu obou
prvnich ¢lent part vEtsi nez obsah souétu druhych dvou élent obou péra.* (Srov.
E. Tornier, ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung und allgemeine Integrationstheorie*,
Leipzig-Berlin 1936, § 2).

§ 41. Termin begrenzte Gerade by jisté mél byt pfeloZen terminem tusedka.
Ponechal jsem v3ak pro tento termin &esky nézev ohraniené (omezené)
piimky vzhledem k textovym souvislostem. V textu, z n8hoZ byl p¥eklad pofizen,
je v bodg 2. (str. 82 ¥. 15 shora) zfejma tiskov4d chyba: misto ac ma byt ab.

144 .



N

Hahn upozoriiuje na to, Ze Bolzano v tomto paragrafu zavedl duleZité rozliSeni
intervalii na uzaviené; oteviené a polouzaviené, které ma vyznam pro mnoh4
jemngjsi zkoumadni v teorii funkei. (Interval uzavieny je din celou bodovou mnozi-
nou mezi body a a b véetné téchto bodi, otevieny interval tyto koncové body
neobsahuje a polouzavieny interval obsahuje jeden z nich a druhy nikoli.) Dile
upozortiuje Hahn na to, Ze Bolzanovy vyvody odst. 4 — 7 postridaji pevného
gakladu, nebot zase neni uréeno, kdy jsou si dvé mnoZiny rovny. K tomu by bylo
mozno je$té podotknout tolik, Ze Gvahy tohoto paragrafu predstavuji pokradovéni
a rozvinuti Bolzanovy koncepce obsahu Gtvaru (rozlohy) a lze v nich najit zdrodky
tvah, uvedenych v predchozi poznimce.

§ 42. Bolzanovi se tu zfejmé sméSuji dva pojmy, které seli3i. Bolzanem citovana
Fischerova véta je spravné z hlediska ekvivalence mnoZin. Mdme-li dva kruhové
oblouky na dvou koncentrickych kruZnicich, vymezené stejnym stfedovym thlem,
pak je mnoZina bodd na jednom z nich ekvivalentni bodové mnoZing na druhém
z nich a to prévé na zdkladg pfifazeni, které je moZno nizorné provést poloméry
vétsi z obou kruZnic. Takové pfifazeni je jednojednoznaéné a je zcela obdobné
tomu piifazeni, které Bolzano sdm provadi v § 20. Obéma mnoZindm na kruhovych
obloucich pfislui tedy totéz kardindlni é&islo a stejné tak to plati o jinych dtvarech,
o nichZ mluvi Bolzano v dal$im textu (které si nemusi byt podobné). Aviak tyto
kruhové oblouky nemaji stejny obsah ve smyslu teorie, kterd byla zminéna v poz-
ndmece k § 40. Tato druh4 okolnost zpusobuje, pokud mohu vyrozumét z Bolzanova
textu i na jinych mistech, Ze Bolzano nechce pfisoudit takovym dvéma mnoZindm
tutéZ ,,Vielheit** (mnoZstvi) a neuzndva je tedy za rovné.

' i
§43. K tomuto paragrafu podotyk4 Hahn, Ze to, ,,co ¥ik4d Bolzanoo tg (—2—- + nn:)

™ ™ . .
je zcela piipadné. Pro thly tvaru - -+ nm nejsou totiz ani tangens ani sekans

definovany, jsou ,,bezpfedmétné* (Hahn tu uZivd Gmyslné Bolzanova terminu
-0.Z.-). Naproti tomu bychom z hlediska nyn&jsi analysy neptipustili, Ze sinus
a tangens hla 0 nebo 4 nw maji néjaké vyjimeéné postaveni®. Toto posledni
souvisi opét s Bolzanovym chdpénim nuly jako ,,bezpfedmétného*‘ pojmu, kterému

neodpovida, jak jsme vidéli, Zddn4 ,,veli¢ina“.
N . 3
§ 44. Opravuji v cit. vydani, str. 86. ¥. 11 zdola, zfejmou tiskovou chybu Y oo
na — moo’,
3
. §46. Hahn pfipojuje pro snadnéjsi porozuméni Bolzanové textu tuto poznimku:
»Rovnice m.pn?=w.pr? — w.pm? se ziskd uZitim Pythagorovy poutky na

pravoihly trojihelnik apm, v. némz ap = pn a am = pr. Rovnice
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1 da? 1 Tdas
mr= — —_
2 a 2.4 @

+ e

se zisk4 takto: plati mr = pr — pm. Tu je pr polomér kruhu a a pro pm dostaneme
z pravehlého trojihelnika apm, poloZime-li ap = dx:

pm = Vaz — dx2

‘mr=a—]/m=a(l—;"v1-—(d7x)z).

Rozvineme-li odmocninu podle binomické poutky, dostaneme #idanou rovmici.*
Rozvoj podle binomické pouéky, o némZ? Hahn mluvi, se tykd obecné rozvoje
vyrazu (1 4+ x)™ kde lx| <1 a m je n&jaké realné &islo. Rozvoj m4 tento tvar:

‘>(1+x)'"'=l+ (T)x—}— (';‘)xz+(’;‘)x3++(';:)x'=+

)

Tedy je:

v nasem piipadé tedy
]

() () =) -0+
) ) )

a tento vyraz vloZime do pravé strany rovnice pro mr.

1

Hahn je$té pfipojuje pouénou poznidmku o Galileové ,,paradoxu*‘: ,,Rovnice
7 .pn*— w.pr: — x.pm?

vyjadfuje, ze kruh o poloméru ap = pn ma4 stejny plosny obsah jako mezikruzi
mezi kruhy o polomérech pr a pm. Nechdme-li konvergovat ap k 0, stdhne se kruh
o poloméru ap do bodu a, mezikruzi do obvodu kruhu s polomérem pr. Tento
limitni pfechod n4s uéi jen to, Ze obé tyto bodové mnoZiny (jedna tvofend bodem a,
drubd obvodem kruhu) maji stejny obsah. Aviak to neni ani nesprdvné ani para-
doxni, nybr? je to trividlni, nebot ob& maji stejny ploiny obsah 0. Zddnlivy paradox
vyvstane jen na zdkladé nespriavného pojeti, jako by obsah bodové mnoZiny byl
mirou pro mnoZstvi bodi, jeZ jsou v ni obsaZeny.*

§ 47. V z4véru tvahy o cykloidé ma Bolzano tento obrat: ,,Vzhledem k wa < oa
leZi viak kruhovy oblouk ag uvnitf kruhového oblouku ar ... a tu jde zfejmé
o struéné vyjddfeni vztahu, patrného z ndzoru, protoZze nikde neni vymezeno,
co znamend, Ze oblouk le#i uvnit# jiného oblouku. Formulace pfipomini jeden
2 obrati uzitych v uvedenych domnélych postulatech archimédovskych.

K Bolzanovu dikazu p¥ipojuje Hahn pozndmku usnadiiujici porozuméni:
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»Obecna cykloida je kfivka, kterou opisuje bod kruhu, valiciho se bez smyku
po piimee (,,zdkladné*). Z této definice plyne ihned... udané konstrukce bodu
m cykloidy, nebot drédha ao, prob&hnutd po pfimce, musi byt rovna odvinutému
oblouku om vytvérejiciho kruhu. Tvrzeni, Ze mirou thlu moa je poloviéni oblouk
om dokéZeme takto: zavedme oznadeni g pro stied vytvafejiciho kruhu, jemuz
patii oblouk om. Trojihelnik ogm je rovnoramenny. Tedy poloviéni thel dopliuje
thel mog na thel pravy. A tedy je dhel moa rovny poloviénimu thlu ogm. To viak
je tvrzeno.*

§ 48. Uvadim &ast Hahnovy pozndmky k tomuto paragrafu: ,, Dikaz (poznidmka
pod éarou), Ze pfimka je nejkrat3i spojnici dvou bodd, nemiiZze byt uznén za z4-
vazny, nebot pfedpoklddd existenci takového nejkratiiho spojeni, kterd nenf
nijak samoziejmd, nybrz by musila byt teprve dokdzana. Déle se zaklad4 Bolzaniv
dikaz na pojmu podobnosti, nebot podobnost spo&ivé na axiému o rovnobézkich,
nade véta je vSak na tomto axiému nezévisld, a proto plati i v neeuklidovské geo-
metrii, v niz nauka o podobnosti neplati. Jisté nejlépe zaloZime tento diikaz na vété,
Ze v kazdém trojhhelniku je souéet dvou stran vétsi neZ tfeti strana, coZ se d4 bez
obtizi dokdzat bez axiému o rovnob&zkich.*

K pojmu pt;dobnosti, jehoZ Bolzano uzil, je tieba dodat, Ze pro jeho zkoumdni
z4kladi geometrie byl jednim ze zdkladnich pojmt, na nich? se pokusil daslednd
vybudovat elementirni geometrii jiZz v pomérné mladém véku, Roku 1804 vysla
v Praze jeho price ‘,,Betracﬁtungen iber einige Gegenstéinde der Elementargeo-
metrie (darunter eine Theorie der Parallélen)“, Praha, Barth, od té doby vydan4i
jedté dvakrat, v niZ se pokusil redukovat geometrické pojmy na skupinu uréitych
nejjednodusiich pojmi. Pojem podobnosti m4 svou vyznamnou Glohu jiZ u Leib-
nize, jeho? myslenky jsou &asto s Bolzanovymi paralelni. Oviem Bolzano vymezil
pojem podobnosti pro geometrii tak &iroce, Ze je t&%ko na ném (s ptibr4nim dalsich)
zaklddat geometrii. Jeho vymezeni zni: ,,Dva prostorové pfedméty jsou si podobny,
kdyZ viechny znaky, které vyplyvaji ze vzdjemného porovnini &4sti jednoho
pfedmétu jsou u obou piedmétu stejné, nebo jestliZe pfi jakémkoli mozném vzijem-
ném srovnani ¢4sti kazdého pfedmétu neni moZno zjistit rizné znaky.** Abstra-
hujeme-li vibec od otdzky finitnosti takového postupu, vidime obtiZ zejména
v tom, Ze je téZko ustanovit, co jsou v konkrétnich pfipadech ,,é4sti* pfedmétu,
jejichZz vzdjemnym srovninim se maji Zddané znaky jako kritéria podobnosti
ziskat. (Srov. i citovanou knihu Kolmanovu a souvisly vyklad, ktery tento spis
mi4 o téchto Bolzanovych snahich zvl45té na str. 40 — 43.) Dale ¥ik4 Hahn ve své
poznimce toto: ,,Tvrzeni, Ze t&leso, jeho? dvojice bodd maji vzdilenost < E,
lezf zcela v kouli o priméru E spodivd na piehlédnuti, jak ukazuje nap¥. rovno-
stranny trojihelnik o strané E. M4 byt polomér a ne prumér.

Logaritmick4 spirdla je &ira, jejiZ rovmice v poldrnich soufadnicich zni
log r = a. . Jako pfirozend spirdla je oznadovéna‘zejména tato: log r = ¢,
kde log oznatuje pfirozeny logaritmus. Pro délku ,,vétve ubihajici od poloméru
r = 1 ke stfedu* dostaneme podle formule integrilniho poétu
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Kfivka yx? = a® se nazyva hyperbola vyssiho ¥4du, nebot jeji rovnice je podobnd
rovnici yx = ¢ (rovnostranné) hyperboly. Pro plodny obsah té &asti plochy, ,.kterd
od x = a piisluii viem vy%$im hodnotdm x*, vychdzi podle zndmé formule inte-

grélniho poétu

o (=]
113
fydx-——" Jv,—dx=a2
x2 .
a a .

Rovnice (pfedposledni tohoto paragrafu -0.Z.-) dava podle téZe formule:

a

!\_‘)]';x—:[;dx—as(———‘—i—aﬁvz) a_aal/z— s

§ 49. Hahn piSe ve své poznidmce k tomuto paragrafu, Ze ,,vyvody tohoto para-

grafu trpi zavadou jiz opétovné vyslovenou, Ze totiz nejsou podloZeny Zidnou
pfesnou definici pojmi ,,rovny* a ,,vétsi* pro nekoneénd mnozstvi (Vielheiten
-0.Z.-). Ve smyslu nauky o mnozxnach ma4 jisté mnoZina vSech bodu tselky vétsi
mohutnost neZ bodovd mnoZina kenstruovand v 1. (agkoli Bolzanova argumentace
to naprosto nestadéi zduvodnit). Naproti tomu méd mnoZina vSech boda useéky
tutéZ mohutnost, at k ni pfipojime jeji koncové body nebo ne. Ma dile tutéz
mohutnost jako mnoZina viech bodi (oboustranng nekoneéné) pfimky, ba dokonce
jako mnoZina viech bodu roviny nebo celého prostoru‘‘. Tyto vysledky, o nichz
mluvi Hahn, jsou jiZ klasickymi vysledky Cantorovymi.

Proto postridaji pevného vyznamu také vyrazy pro mnoZiny, které Bolzano
uvadi v dalsich odstaveich tohoto paragrafu, jako nap¥. vyraz pro mnoZinu bodi
v kvidru (odst. 7).

§ 50. V tomto paragrafu, ktery pfina3i tak hodnotné myslenky, jeZ bychom
musili i dnes plné uznat, trpi argumentace nékdy tim, Ze Bolzano se odvoliva
na ,,rozumové pravdy* jako na néco mimozkusencstniho. V téchto pozniamkich
jsme jiz méli piilezitost dotknout se tohoto Bolzanova zpilisobu argumentace
(viz pozn. k § 14). Tak si musime zvla$té cenit na Bolzanovych nazorech toho,
Ze substance v jeho slova smyslu jsou proménlivé, a to neustdle. Z odst. 3. je vidét,
Ze nepovazuje onu zménu za pouhé pFemisténi neproménnych é&astic, kterym
by vlastné vznikaly jen zd4nlivé nové utvary (piisluinym novym spojenim ne-
proménnych éastic), nybrz Ze pfisuzuje také elementdrnim substancim zmény vnitini,
tedy podstatné. Tim se pozoruhodné odlituje od pojeti mechanického materialismu,
které zastdval mnoho let po némi tak velky fyzik, jako byl Clark Maxwell. Bolzano
také proti pojeti mechanického materialismu pfimo vystupuje v § 51. Dalsi Bol-
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zaniv rys, o ném? jsme jiz zde také hovofili, totiz jeho antipsychologismus, se tu
opét zdravé projevuje, zejména v obhajobé objektivni existence pfedméti, které
mohou existovat, aniz by byly vniminy.

§ 51. Bolzano, jak patrno, nechce omezit ,,sily*, které se projevuji vzdjemnymi
éinky substanci, na silu setrvaénou. Ponékud nejasnd formulace druhé véty tohoto
paragrafu souvisi s teologickymi vlivy, které nékdy Bolzanovy koncepee neblaze
ovliviiuji. Tvofivou silu, kterou Bolzano stavi stranou, pfisuzuje jenom bohu.
Druh4i &ast tohoto paragrafu je dosud pouénd ndznakem metody postupné apro-
ximace skuteénosti, kterou si zpoditku zjednodusime a stile zp¥esiiujeme, aniZ
by oviem jiz prvni zjednodusSeni mélo rysy odporujici skute¢nosti.

§ 53. Actio in distans je jednou z mesprivnych Bolzanovych myslenek,
které fyzika nemuzZe pfijmout. Ve smyslu specidlni Einsteinovy teorie relativity
nastoupil ,,na misto okamzitého téinku do dilky, resp. iéinku na délku s nekoneé-
nou rychlosti ifeni ¢inek na délku s rychlosti svételnou. To souvisi s principialni
tilohou, kterou mé v této teorii rychlost ¢ (svétla -0.Z.-)**. (Albert Einstein, ,,Uber
die spezielle und die allgemeine Relativitiitstheorie*, 12. vyd., Sammlung Vieweg
1921, str. 33.) Aviak ani v obecné teorii relativity neplati actio in distans. '

Zivér tohoto paragrafu obsahuje argumentaci, kterd prozrazuje Bolzaniuv
idealismus. Z toho, Ze velikost vzdjemného plisobeni by byla neuréitelnd (rozumové
pravda), by méla vyplyvat nemoznost koexistence dvou substanci v témZz misté.
Upozoriiuji na tento typ argumentace, protoze u Bolzana neni ojedinély.

§ 54. Zavér tohoto paragrafu vyslovuje my$lenku jednoduchosti koncepce,
-pro kterou by mél byt Bolzantv nézor lepsi.. Toto je zplisob argumentace (i kdyZ
u Bolzana neptichézi skoro vibec), ktery se velice ujal v novopozitivismu, i kdyZ
m4 razné formy. Nejde o adekviatni obraz objektivni reality, nybrz o nejjednodussi

1

nékdy také ,,nejekonomiétéjsi* obraz svéta. Subjektivismus, ktery se tim vnasi
do poznéni, neni jiZz dnes tfeba vyvracet.

§ 56. Pfes viechnu snahu se nemiZe Bolzanovi, jak &tendf jisté citi, zdafit
uspokojivé FeSeni vztahu samostatné duchovni a hmotné substance. Vime, Ze to
také jeho cestou neni mo#né, protoze samostatna duchovni substance neexistuje.
Bolzanova védeck4 snaha se alesponi projevuje v myslence o dilezitosti studia
tohoto vztahu ,,zprostfedkujicimi substancemi‘, totiZ organismem.

§ 57. Bolzanova polemika proti ,,konstruktérim* vesmiru z pouhych sil bez
substanci neztrici dosud sviij vyznam a je dokonce velmi aktuilni vSude tam,
kde filosofové nebo filosofujici prirodovédci obchézeli existenci hmoty tim, Ze uva-
Zovali jen o jejich projevech, jako jsou sily, energie apod. Historickym piikladem
tu miZe byt Ostwaldiv energetismus, aleimnohé fale3né vyklady teorie relativity
é atomové fyziky.

§ 58. V tomto paragrafu jde Bolzano — véren své myslence aktuédlniho neko-
neéna — p¥imo proti scholastickému principu, ktery bychom dnes mohli oznadit
jako princip maxima. Jeho kofeny jdou aZ k Aristotelovi a Platonovi. Tomésem
Aquinskym byl vysloven takto: ,,in quibuscunque est invenire magis et minus,
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est invenire maximum, cum non sit procedere in infinitum‘ — ve vSem, kde
nalezneme vice nebo méng, musime nalézt maximum, abychom nepokradovali
do nekoneéna. Tento princip ve spojeni se scholasticky pojatym principem kau-
zality dovolil scholastikiim podat jeden (nespravny oviem) dikaz boZi existence.
Bolzano musil tento dikaz i onen thomisticky ,,axiém* jisté zn4t ze svych teo-
logickych studii. Zde se tohoto axiému vyslovné z¥ikd. Pozoruhodn4 je v tomte
paragrafu myslenka stupfii vyvoje, jejiz vysloveni bylo v jeho dobé a v jeho
prostiedi velmi vzicné.

§ 63. Stupeni vnimavosti, pFisuzovany Bolzanem jednotlivym substancim podle
jejich umisténi v hierarchii stupiii sily, je jisté pozoruhodnou myslenkou, kterd
nabyva velmi zdvazného védeckého obsahu v marxistické teorii odrazu. Bolzanovy
koncepce substanci s témi vlastnostmi, o nichZ v téchto paragrafech hovoii, jsou
patrné vybudovany z podnéti Leibnizovy Monadologie, i kdyZ se s Leibnizovymi
monadami nekryji. Bolzano odmitd prizdna mista ve svétovém prostoru, mista
bez jakékoli hmoty, a celkem v duchu pfedstav, které méli zejména francouzsti
fyzikové podatku 19. stoleti, zav4di (jako Fresnel nebo jako Fourier) éter, vypl-
fujici prostor mezi substancemi (oviem i tento éter je u Bolzana atomizovin).
V tomto paragrafu je také naznalen pokus o vyvozeni gravitaénfho zdkona z obec-
nych dvah o vlastnostech substanci. Vieobecné by bylo moZno poznamenat nejen
k tomuto paragrafu nybrz i k pfedchozim, poéinajic § 50. a%? do konce spisu,
Ze jednotlivé védy nemohly jesté v dobé prdce na tomto spise (a tim spiSe pFed-
tim) p¥inést autorovi tolik odkrytych piirodnich zdkond,. které jsou podloZeny
seri6znim studiem objektivni reality, aby se nemusil tolik utikat ke spekulaci.
Syntézy, které se opiraly o znaéné mnozstvi spekulaci, byly proto své doby jednou
z funkef filosofif 18. stoleti (dokonce i dFivéjsich stoleti, srov. Descartes) a pfesly
z&4sti i do 19. stoleti. Bolzano se proto také pokusil o jednotnou syntézu vieho
vesmirového déni a zileZelo mu oviem na tom, aby z jednoduchych pfedpokladi
o substancich a jejich vlastnostech vyplynul i zdkon tak zdvaZny, jako je gravi-
taéni zdkon Newtontv. Neni snad tfeba podotykat, ¥e takové vyvozeni je p¥i
znaén¥ nejasnych a zna&né libovolnych vlastnostech substanci a éteru pouze zdan- )
livé. Nicméng ani takové pokusy, z nichZ nejzndméjsi je pokus Le Sageav (1724 aZ
1803) podany ve spise Lucréce Newtonien (1782) na zdklad& pFedstav o vzdjemnych
srazk4ch atomi, nebyly bez uZitku pro vyvoj mysleni, které si v nich formulovalo
problém, zmocnit se jiz védectéji celého vesmiru jako systému,

Bolzana v tomto paragrafu ziejmé zajimali problém, jak vysvétlit, Ze ,, . . . latky
... jsou si pfece ve své vize veskrze rovny, tj. Ze jejich vdhy se maji k sobé jako
jejich masy*. Bolzaniv vyklad uréeni vihy télesa éterem byl jistd v jeho dobé
plauzibilni, o to tolik nejde. SpiSe je zajimavé, Ze na konci Zivota Bolzana tento
hluboky problém viibec zaujal. Jak zndmo, FeSila tento problém rovnosti tihové
asetrvaéné hmoty, ktery se za Bolzanovou otdzkou skryv4, aZ teorie relativity.

§ 66. Problém hranic hmotného té€lesa vy¥esil Bolzano spekulativné vskutkun
pozoruhodng. Je moZno Fici, Ze teprve mnohem pozdéji, do znaéné miry az v naSem
stoleti, uk4zala fyzika, jak sloZity proces se odehrdva na ploché4ch, ohranitujicich
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v hrubém nézoru n&jaky hmotny predmét, a jak je na téchto plochich téleso
neustdle v interakci se svym okolim. Jde tu nap¥. o povrchy kapalin ale i tuhych
latek. '

§ 69: v cit. vydéni str. 128, ¥. 3 zdola, opravuji ,,jener* na ,,jeder*.

§ 70. K tomuto paragrafu p¥ipojuje Hahn tuto poznimku:,,Zpisob, jak Bolzano
pojednéva o prvnim z uvedenych paradoxi, neni jisté zcela uspokojivy. MuZeme
jej spiSe poklddat za jeden z Eetnych dnes ndm zndmych pfikladi nedovoleného
limitntho p¥echodu. Naproti tomu je Bolzanovo vysvétleni druhého paradoxu
zcela pfipadné. Dobu pddu po tétivé dostaneme touto tivahou: zrychleni na naklo-
néné roviné odchylené od honzontély o uhel o je g.sin o, tedy souvislost mezi
drahou s a dobou pédu t je

. g.sino. t]? .
§=—————g9¢
| 2 ‘

Aviak drdha s je tétivou kruhu o poloméru r, p%isluénou ke stiedovému

Ghlu 20, takze o '

Z toho plyne t=2. V—

nikoli jak piSe Bolzano 1/2— l/—r— A
_ . 4

) '.
s=2r.sina
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