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E i ii 1 o i t u n g. 

Die Ycrfolgung der allmáligen Entwickelung der Lehre von 
den imaginaren Grossen bielet besonders deswegen ein.grosses 
Interesse dar, weil man hier noch deutlich erkennen kann, mit 
welchen Schwierigkeiten die Einfúhrung neuer, vorher nicht be-
kannter, oder wcnigstens nicht liinreichend geláufiger BegriíTe 
verbunden ist. Die Zeiten, in welchen die negativen, gebroche-
nen und irrationalen Grossen in die Mathematik eingefúhrt wur-
den, liegeň uns so ferne, dass wir uns von den Schwierigkeiten, 
welche auch die Einfúhrung dieser Begriffe friiher gehabt haben 
mag, keine rechte Vorstellung mehr machen kónnen. Ausserdem 
ist die Erkenntniss des Wcsens der imaginaren Grossen auch wie-
der růckwárts fůr die Erkenntniss der negativen, gebrochenen 
und irrationalen Grossen lehrreich geworden, da ein gemeinsames 
Band alle diese Grossen umschlingt. 

Bei den áltercn Mathcmatikern herrschte fast durchgángig 
die Ansicht, dass die imaginaren Grossen unmóglich seien. Man 
begegnet beim Durchbláttern áltcrer mathematischer Schriften 
immer wieder dem Ausspruche, dass das Auftreten imaginárer 
Grossen keine andre Bedeutung hábe, als die, die Unmóglichkeit 
oder Unlósbarkeit einer Aufgabe darzulhun, dass diese Grossen 
keinen Sinn hátten, dass man sich ihrer aber bisweilen mit 
Nutzen bedienen kónne, obgleich die Form der Resultate dann 
nur eine symbolische sei. In dieser Beziehung ist es interessant, 
den Entwickelungsgang Cauchys zu beobachtcn. Dieser grosse 
Mathematiker ist neben unserem „Princeps mathematicorum" 
Gauss, welcher zuerst und wohl schon sehr frůhe die hohe Be­
deutung der imaginaren Grossen fůr alle Theile der Mathematik 
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erkannte, als Schópfer der Lehrc von den Funclionen imaginárer 
Variabeln zu betrachten. Gleichwobl schloss er sich sowohl in 
seiner , , a lgebra ischen Anály s i s" , als a uch in den „ E x e r -
c i c e s " vom Jahre 1844 noch ganz der Ansicht der alteren Ma-
thematiker an. Es heisst dort an einer Stelle*): „Toute équa-
tion imaginaire n'est autre chosc que la réprésentation symbo-
lique de deux équations entre qnantités réelles. L'emploi des 
expressions imaginaires, en permettant de rcmplacer deux équa­
tions par une seule, olíre souvent 1c moyen de simplifier les 
calculs et ďécrire souš une formě abrégée des résultats fořt com-
pliqués. Tel est méme le motif principál pour lequel on doit 
continuer á se servir de ccs expressions, qui prises a la lettre 
et interprétées ďaprés les convcntions généralcment établies, ne 
signifient rien et n'ont pas de sens. Le signe J/—1 n'est en 
quelque sortě qďun outil, un instrument de calcul, qui peut étre 
employé avec succés dans un grand nombre de cas pour rendre 
beaucoup plus simples non-seulement les formules analytiques, 
mais encore les méthodes á 1'aide desquelles on parvient a les 
établir." 

Die imagináren Gróssen wurden von den italienischen Al-
gebraikern des 16ten Jahrhunderts in die Mathematik eingefuhrt, 
und sind wahrscheinlich zuerst von Cardano**) erwáhnt worden, 
der sie aber vervvirft, weil sie weder positiv noch negativ, und 
daher von keinem Nutzen seien. Albert Girard***) nennt sie 
quantiiés enveloppées. Der Name unmogliche, eingebildete oder 
imagináre Grossen findet sich zuerst in der im Jahre 1673 ge-
druckten Algebra von Wallis. 

Bei diesen alteren Mathematikern und noch viel spáter blieb 
nun, wie bemerkt, die Ansicht herrschend, dass die imagináren 
Grossen in der That unmoglich seien, dass ihnen wirklich keine 
Existenz zuzuschreiben sei, und dass ihr Auftreten bei der versuchten 
Losung einer Aufgabe lediglich die Unmoglichkeit der Losung mani-
festire. Sie wurden fast nur in einer der mathematischen Disci-
plinen unbeschránkt mit berůcksichtigt, námlich in der Lehre von 

*) Cauchy, Exercices ďanalyse et de physique mathematique. Tome 
III. p. 361. 

**) Artis magnae sivé de regulis Algebrae liber unus- 1545. 
***) Invention nouvelle en Algebře. 1629. 
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den algebraischen Gleichungen; hier war es viel zu wichtig, zu-
gleich auf alle Wurzeln Růcksicht zu nehmen, als dass das Ima-
ginárwerden der letzteren den Untersuchungen hátte Stillstand 
gebieten konnen. Einzclne Manner, die, wie es scheint, sich mit 
einer gewissen Vorliebe den imaginaren Gróssen zuwandten, wie 
de Moivre, Johann Bernoulli, die beiden Fagnano, ď Alerriberty 
Euler fanden allmálig die dicsen Gróssen innewohnenden ausge-
zeichneten Eigenschaften auf und bildeten ihre Lehre immer mehr 
und mehr aus. Doch wurden diese Untersuchungen im Ganzen 
mehr fůr wissenschaftliche Spielercien, fůr blosse Curiosa ange-
sehen, und man legtc ihnen nur in so fern Werth bei, als sie 
nutzliche Ilulfsmittcl fůr andere Untersuchungen darboten. Es 
hat aber auch nicht an solchen gefehlt, welche die imaginaren 
Gróssen wegen ihrcr vermeintlichen Unmoglichkeit nirgend ange-
wendet wissen wollten.*) 

Die Ansicht von der Unmoglichkeit der imaginaren Gróssen 
ist eigentlich von einem Verkennen des Wesens der negativen, 
gebrochenen und irrationalen Gróssen ausgegangen. Da námlich 
die Anwendung dieser mathematischen BegriíTe auf Geometrie, 
Mechanik, Physik und zum Theil selbst im bůrgerlichen Leben 
sich so leicht und so von selbst darbot, ja ohne Zweifel in vielen 
Fallen die Veranlassung zur Untersuchung dieser Gróssen wurde, 
so kam es, dass man in irgend einer dieser Anwendungen das 
wahre Wcsen dieser Begriffe und ihre wahre Stellung im Gebiete 
der Mathematik zu íinden glaubte. Bei den imaginaren Gróssen 
lag nun eine solche Anwendung nicht so nahé, und wegen der 
mangelnden Kenntniss derselben glaubte man die imaginaren 
Gróssen in das Reich der Unmoglichkeit verweisen, ihre Existenz 
bezweifeln zu můssen.. Dabei liess man aber ausser Acht, dass 
die reine Mathematik, die Wissenschaft der Addition, so wichtig 
auch ihre Anwendungen sind, doch an und fůr sich mit den letz­
teren nichts zu thun hat, dass ihre durch eine vollstándige und 
widerspruchsfreie Definition eingefůhrten BegriíTe in der Defini-

*) Aussi a-t-on vu quelques geomětres ďun rang dístingue ne point 
goíiter ce genre de calcul, non qu^ls doutassent de la justesse de son 
résultat , mais parce qu'il paraissait y avoir une sortě ďinconvenance 
a employer des expressions de ce genre qui n'ont jamais servi quJá 
annoncer une absurditě dans ťefnoncef ďun probléme. Montucla, Histoire 
des mathematiques. Tome III. p. 283. 

i* 
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lion selber ihre Existenz hegriinden, und dass ihre Satze wahr 
sind, glcich viel, ob man von ibncn eine Anwendung machen 
kanu oder nicht. Ob und wann dieser oder jeiicr Satz eine An­
wendung íinden vvird, lásst sicb oft nicht vorherbcstimnien, und 
gerade die heutige Zeit ist ja reich genug an Beispielen, dass sich 
die wichtigsten, selbst tief in das Leben der Volker eingreifenden 
Anwendungen an Satze geknůpft haben, dei deren Entdeckung man 
sicherlich keinc Ahnung von diesen iPolgen hatte. So stark war 
aber alhnálig der Glaube an die Unmóglichkeit der imaginaren 
Grossen geworden, dass als seit der Mitte des vorigen Jahrhun-
derts die Idee auftauchte, die imaginaren Grossen geometrisch 
darzustellen*), man nun umgekehrt aus der verrrieintlichen Un­
móglichkeit derselben auch die Unmóglichkeit, sie geometrisch 
darzustellen, folgerte.**) 

Um die Stellung, welche die imaginaren Grossen im Gebiete 
der reinen Matheniatik einnehmen, zu erkennen, und um einzu-
sehen, dass sie mit den negativen, gehrochenen und irrationalcn 
Grossen durchaus auf eine Linie zu stellen sind, mussen wir etwas 
zuruckgreifen. 

Die ersten malhemalischen Begrifíe, die sich unmittelbar aus 
der Grundoperation der Mathematik, der Addition,. ergeben, sind 
diejenigen, die man nach dem heutigen Sprachgebrauche positive 
ganze Zahlen nennt. Geht man von der Addition zu ihrer Umkeh-
rung, der Subtraction, iiber, so stellt sich alsbald die Nothwcn-

*) Der erste Versuch, die imaginaren Grossen geometrisch darzu­
stellen, wurde von Ku/m im Jalire 1750 gemaclit. (Médi t a t i o n e s de 
q u a n t i t a t i b u s i m a g i n n r i i s c o n s t r u e n d i s e t r a d i c i b u s i m a g i -
n a r i i s e x h i b e n d i s . Novi commentarii Acad. Petrop. III ad 1750 et 
1751). Obgleich Moníucla ( H i s t o i r e d e s M a t l i e m a t i q u e s . Tome III . 
p . 30) meint, es sei nicht der Miihe werth, diese Abhandlung zu lesen, 
so ist neben manchem Unrichtigen doch die Idee darin schon ausgespro-
chen, dass man unter aV—1 eine Gerade zu verstehen hábe , welche 
auf der Geraden a senkrecht steht und mit ihr gleiche Lange hat. Uebri-
gens scheint Ku/m ein sonderbarer Kauz gewesen zu sein. Wenigstens 
theilt Moníucla (a. a. O.) einige hochst eigenthiimliche Ansichten des-
selben mit. AVenn aber Jemand in der damaligen Zeit auf die Idee 
kommen konnte, die fUr unmoglich gehaltenen imaginaren Grossen geo­
metrisch darstellen zu wollen, so wiire es nicht zu verwundern, wenn 
er ein Mann war, der am Sonderbaren Geschmack fand. 

**) Foncenex, Reflexions sur les quantites imaginaires. Miscellanea 
Taurinensia. Tom. I. p. 122. 
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digkeit cin, neue matbematische Begriffe cinzufuhren. Sobald 
namlich die Aufgabe entsteht, eine grósserc Zábl von ciner klei-
neren zu subtrahircn, so kann diesclbe niclit mebr durch eine 
positive ganze Zalil gelóst wcrdcn. Auf činem Standpunkte, auf 
dem man nur positive ganze Zablen kennt, bat man daber die 
Alternativě, entweder eine solcbe Aufgabe als unmoglicb, als un-
lósbar zu bczcicbnen, und damit dem Fortschritt der Wisscnscbaft 
nacb dieser Ricbtung hin eine Scbrankc zu sclzen, oder aber die 
Móglichkeit der Auflósung jcncr Aufgaben dadurch herbeizufuh-
ren, dass man solcbe matbematiscben Begriffe, welcbe die Auf­
gabe zu losen vermogen, als neue Begriffe einfťibrt. Auf diesc 
Weise entsteben durcb die Subtraction die negativen Gróssen als 
DilTerenzen zunachst zweier positiver ganzer Zablen, von denen 
der Subtrabcndus grosser ist, als der Minuendus. Ibre -Existenz 
und Bedeutung fůr die rcine Malbematik ist dann nicht etwa in 
eincm Gegensatze zwischen Becbts und Links, Vorwarts und Riíck-
\várts, Bejabung und Verneinnng, Vermogen und Scbulden oder in 
irgend einer ibrer mannigfaltigen Anwendungcn begriindet, sou­
dem lediglicb in der Dcfmition, durcb welcbe sic eingcfubrt werden. 

Wennglcicb nun aber in rcin begriíTIicber Bcziebung in den 
negativen Gróssen nicbts Unmoglichcs liegt, so kann es sicb docb 
ereignen, dass durcb das Auftreten von negativen Grossen die 
Unmoglicbkeit oder Unlósbarkeit ciner Aufgabe angezeigt wird, 
namlich dann, wenn die Nátur der Aufgabe zu ibrer Losung noth-
wendig positive Gróssen erfordert. Ist z. B. folgende Aufgabe 
gcstellt: Man soli 6 Kugcln so in ẑ vci Urnen vertheilen, dass 
sicb in der einen 8 mebr beíinden, als in der andern, so ist 
darin folgende rein matbematische Aufgabe enthaltcn: zwei Zah-
len zu flnden, deren Šumme gleicb 6 und deren Diíferenz gleich 
8 sei. Wird nun nur vcrlangt, dass diese Zablen matbematische 
Begriffe seien, ohne dicsclben auf eine besonderc Art von matbe­
matiscben Bcgriffen zu besebranken, und sind ferner vorher die 
negativen Grossen durch ihre Defmition begrifflich festgestellt wor-
den, so licgt die Losbarkcit der rcin mathematischen Aufgabe auf 
der Iland; wie Jeder šicht, sind die positive Zalil 7 und die nega­
tive Zalil —1 diejenigen Gróssen, welcbe der Aufgabe genugen. 
Nicbts desto wcniger ist die urspriinglich gestellte Aufgabe zu 
losen unmoglicb, denn in derselben \x\vd verlangt, dass jede der 
gesuchten Zablen eine Anzabl bedeuten soli, also nothwendig posi-
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tiv sein muss. Lágc nun die Unmoglicbkeit nicht so oíTen da, 
wie bei dicsera einfachen Beispiele, so wurdc das Auftreten der 
negativen Žahl — 1 die Unlósbarkeit der Aufgabe zu Tage bringen. 

Ganz dieselbcn Umstánde treten nun bei jeder andern in-
directen Operalion aufs Neue ein. Die náchste indirecte Ope-
ralion ist die Division. Stcllt man die Aufgabe, eine ganze Zalil 
in eine anderc zu dividircn, welche nicht ein Vielfaches der 
ersteren ist, so entsteht die Unmoglicbkeit, diese Aufgabe durch 
positive oder negative ganze Zahlen zu lósen. Der Fortschritt 
der Wissenschaft erfordert also wieder, die Móglichkeit der 
Losung dadurch herbeizufuhren, dass man die dazu nóthigen 
Gróssen einfiihrt und begriíllich feststellt. Diese neuen Be-
griffe sind hier die rationalen Briiche. Aber auch hier kann 
der Fall eintrefccn, dass das Auflreten derselben die Unmoglich-
keit 'der Losung eincr Aufgabe kundgiebt, námlich wiederum 
dann, wenn die Nátur der Aufgabe die Losung durch die neuen 
Begriífe nicht gestattet. Als ein Bcispiel dicne folgende Aufgabe: 
Durch ein in einer Maschine oder einem Uhrwerke befindliches 
Rad, welchcs 100 Zahne bcsitzt und in der Minuté einmal um-
láuft, soli unmittelbar ein anderes Bad so in Bevvegung gesetzt 
werden, dass diescs 12 Mal in der Minuté umláuft; man fragt, 
wie viele Zahne man dem letzteren Bacle geben muss. Die hier 
zu Grunde liegende rein mathcmatischc Aufgabe besteht einfach 
darin, 100 durch 12 zu dividiren, und sind die Briiche einmal 
begriíTlich festgestellt worden, so hat die Auflósung keinc Schwie-
rigkeit, sie liefert 8V3. Das Auftreten dieses Bruches aber zeigt 
zugleich die Unmoglicbkeit an, die ursprunglich gestellte Aufgabe 
zu lósen, da die zu bestimmende Anzahl der Zahne des zweiten 
Rades eine ganze Zalil sein muss. 

Die dritte indirecte Operation ist die Wurzelausziehung. 
Setzt man 

y a = x, 

wo n eine positive ganze Žahl bedeute, so ist die Aufgabe, eine 
dieser Gleichung entsprechende Grosse x zu finden, durch ganze 
Zahlen oder rationale Briiche nicht mehr losbar, sobald a nicht 
die nte Potenz einer solchen Grosse ist. In diesem Falle tritt 
also wieder die Nothwendigkeit ein, die Aufgabe durch Einfiih-
rung neuer Begriffe losbar zu machen. Ist nun entweder a po-
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sitiv, oder wenn a negativ ist, n eine ungerade Zalil, so sind die 
nen einzufiilirenden Begriffe die irrationalen Gróssen; ist aber a 
negativ und zugleich n eine gerade Žahl, so entstehen als neue 
BegriíTe die imagináren Gróssen. Es liegt nun ebenso wenig die 
Unmóglichkeit vor, diese letzteren begrifflich festzustellen, wie die 
irrationalen Gróssen oder wie fniher die rationalen Bruche und 
die negativen Gróssen, denn bei keiner der hier aufzustellenden 
Definitionen stósst man auf einen inneren Widersprucb. Wenn 
ein solcher eintráte, wenn Eigenschaftcn mit einander in Verbin-
dung gesetzt wiirden, von denen bewiesen werden kann, dass sie 
nicht mit einander bestehen kónnen, dann allerdings hátte man 
es wirklich mit etvvas Unmoglichem zu thun. Gauss*) fiihrt als 
ein Beispiel einer solchen Unmóglichkeit ein ebenes rechtwinkliges 
gleichseitiges Dreieck an. In der That wird bewiesen, dass ein 
ebenes gleichseitiges Dreieck nicht zugleich rechtwinklig sein 
kann. Hier láge also wirklich etwas Unmógliches vor. 

Wenn nun schon das Auftreten von negativen Gróssen oder 
von Briichen bisweilen die Unmóglichkeit einer Aufgabe kund 
giebt, so ist leicht begreiflich, dass diese auch durch imagináre 
Gróssen angczeigt werden kann, wie in folgendem Beispiel: Eine 
gegebene Gerade von der Lange 2 soli in zvvei solche Theile ge-
theilt werden, dass das aus ihnen gebildete Bechteck den Inhalt 
4 hábe. Der rein mathematischc Inhalt dieser Aufgabe ist, zwei 
Zahlen zu finden, deren Šumme gleich 2, und deren Product 
gleich 4 ist. Wird nun nur verlangt, dass diese Zahlen mathe-
matische Gróssen seien, ohne naber anzugeben, welcher Art sie 
sein sollen, so hat die Auflósung, nachdem die imagináren Gróssen 
einmal begrifflich festgestellt worden sind, keine Schwierigkeit. 
Sie fiihrt auf die Auflósung der quadratischen Gleichung 

x1 — 2 ^ + 4 = 0, 
deren Wurzeln die imagináren Zahlen 

1 +y~=3 und 1— j/^3 
sind. Nimmt man aber auf die ursprůngliche Aufgabe Rucksicht, 
wonach die gesuchten Gróssen Theile einer geraden Linie bedeu-
ten sollen und daher reelle Gróssen sein mussen, dann ist die 

*) Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam 
rationalem integram unius variabilis in factores reales primi vel se-
cundi gradus resolvi posse. (Inaug. Diss.) pag. 4. Notě. 
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Aufgabe zu losen unmoglich, weil das grósste aus zweien Theilen 
der Linie 2 gebildcte Rechteck den Inbalt 1 hat, und dalier keines 
den Inbalt 4 baben kann; und diese Unmóglicbkeit wird bicr 
durch das Auftreten imaginárer Grossen angezeigt. Montucla*) 
hat clies námliche Bcispicl als Bcleg fiir die Ansicbt gewáhlt, dass 
in der Unrnoglichkeit einer Aufgabe uberhaupt die Bedeutung und 
Entstehung der imaginaren Grossen zu suchcn sei, indem sie dánu 
auftráten, wenn man čine Aufgabe Stelle, welche eine unmogliche 
oder absurde Forderung enthalte. Wir bahen gesehen, dass ganz 
dasselbe auch von den negativen Grossen und den Bruchen be-
hauptet werden konnte, und die Worte: „Ainsi toutes les fois que 
la resolution ďun probléme conduit a de semblablcs expressions 
et que parmi les diííérentes valcurs de 1'inconnue il n'y en a que 
de telles, le probléme, ou pour mieux dire, ce qiťon demande est 
impossible." und weiterliin: „Le probléme, qui conduirait a une 
pareille équation, serait impossible ou ne présenterait qiťune de­
mande absurde" lassen sich fast wortlich auf die beiden ťruher 
angefuhrten Beispiele anwenden, in denen die Unmóglicbkeit der 
Aufgabe durch eine negative Žahl und durch einen Bruch ange­
zeigt vvurde. 

Aus den vorigen Erortcrungen crhellt, dass die imaginaren, 
die irrationalen, die rational gebrochenen und die negativen Gros­
sen eine gemeinsame Entstehungsart baben, namlich durch die 
indirecten Opcrationen, bei welclien ihre Einfiíhrung durch den 
Fortschritt der Wissenscliaft nothweiidig gemacht wird. Sie allc 
finden ihre Existenz in ihrer Dcfinition begriindet, welche bei 
kciner etwas Unmógliches in sich schliesst; bei allen aber kann 
es Fálle geben. wo ihr Auftreten wegen der besonderen Nátur 
der Aufgabe die Unrnoglichkeit diese zu losen kund giebt. 

Ehe wir nun zu unserem eigentlichcn Gegenstande iiber-
gehen, sei noch eine Bemerkung uber das Rechnen mil, den ima­
ginaren Grossen crlaubt. Auch hier konnen wir wieder an die 
ibnen verwandten Grossen anknupfen. Jedcsmal, wenn in die 
Mathematik ein neuer BegriíT cingefidirt wird, ist es an und fúr 
sich in vieler Bezichung eine Sache der Willkiir, in welcher 
Weise man die Operationen, denen man die fruheren BegriíTe 
unterwirft, auf den neuen BegriíT ubertragen will. Nachdem z. B. 

*) Histoire des mathématiques. Tome III . pag. 27. 
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die Deíinilion der Potenzen mit ganzen positiven Exponenten aus 
der wicdcrholtcn Multiplicaiion einer Grosse mit sich selber lier-
geleitct ist, entsteht die Frage, was man unter ciner Potenz mit 
eincm negativen Exponenten zu verstehen babě. An und fůr sicb 
ist dieses ganz willkůrlich, indem es nichts gicbt, was uns zwingt, 
ctwas Bestimmtes darunter zu versteben. Allein, wcnn man bier 
und in allen áhnlicben Fallen ganz willkůrlich verfabren wiire 
und sicb nicbt an eine bestimmte Norrn gebunden hátte, so wůrde 
das mathematische Gebaude gewiss eine seltsame, die Uebersicbt 
gewaltig crschwerende Gestalt erlialten haben. Die áussere Con-
sequenz und die harmoniscbe Uebercinstimmung in allen ibren 
Theilen verdankt die Mathematik der Bcfolgung des Grundsatzes, 
dass man jcdesmal, wcnn man cinen neu eingefulirten BegriíT 
den frůher bekannt gcwordenen Opcrationcn unterwirft, die von 
diescn Operationcn geltenden Hauptsátze aucb dann nocb als fort-
bestehend annimmt, wenn man jene auf die neucn BegriíTe ůber-
Iragt. Dicse an und fůr sicb willkůrlicbc Annabme ist so lange 
zu macben crlaubt, als daraus nicbt Widersprůcbc cntsteben. 
Wenn nim diescr Grnndsatz befolgt wird, dann sind die Deíini-
lioncn, von dcncn obcn die Rcde war, nicbt mebr willkůrlich, 
sondern ergebcn sicb als nothwendige Folge jencs Grundsatzes. 
Bei den Potenzen wird z. B. bewicsen, dass, wcnn m und n zwei 
positive ganze Zablen sind, und m > n angenommcn wird, 

ist. Nim wird willkůrlich festgcsctzt, dass dieser Satz aucb dann 
nocb ricbtig bleibe, wenn m < n, also m — w = —p eine nega­
tive Zábl ist; und dann folgt, dass man 

zu setzen hábe, wodurch die Bedeutung einer Potenz mit einem 
negativen Exponenten nun bcstimmt fcstgestellt ist. 

Dass der obigc Grnndsatz, trotzdem dass seine Annabme 
durchaus nicbt nothwcndig, sondern willkůrlich ist, fůr die Mathe­
matik die grosstc Wichtigkeit besitzt, bedarf wohl keiner náheren 
Auseinandersetzung. Man braucbt sicb nur zu vergegenwiirtigen, 
wie das System der Mathematik beschaífcn sein wůrde, wenn 
jener Grundsatz nicbt befolgt waro, um sofort zu erkennen, welche 
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Unterscheidungen man bei jedem Schritte zu machen gezwungen 
vváre, und wie schwerfállig alsdann der Gang der Beweise sein 
wůrde. Die durch diesen Grundsatz herbeigefúhrtc in weiter 
Ausdehnung stattfindende Allgemeingůltigkeit der mathematischen 
Sátze lásst auch eine andre Erscheinung in der Geschichte der 
Mathematik begreifen, namlich die eine Zeit lang so weit aus-
einandergchenden Ansichten uber die Bedeutung der divergenten 
Reiben. Da man gewohnt war, fast alle mathematischen Satze 
als allgemein gultig zu betrachten, so bedurfte es lángerer Zeit, 
bis die Ueberzeugung durchdrang, dass bei den Reihenentwicke-
lungen die Resultate nur unter gcwissen beschránkenden iBedin-
gungen Geltung haben, und dass uberhaupt bei der Einfůhrung 
des Unendlichen in die Mathematik jener Grundsatz nicht so 
unbedingt zur Anwendung gebracht werden darf, wie sonst. 

Bei der Uebertragung der mathematischen Operationen auf 
die imagináren Grossen flndet nun aber der obige Grundsatz volle 
Anwendung, und es ist vollstándig nachgewiesen, dass dabei kei-
nerlei Widerspruche eintreten. Es liegt nicht in der Absicht, 
diesen Nachweis hier zu wiederholen; erwáhnt mag aber wer­
den, dass jener Grundsatz, obwohl sonst stets befolgt, doch ge-
rade bei den imagináren Grossen nicht von jeher und allgemein 
anerkannt wurde. Noch zu Eulers Zeit waren die Mathematiker 
gar nicht daruber einig, was man unter dem Product zweier 
Quadratwurzeln aus negativen Grossen zu verstehen hábe. Euler 
selbst setzte obigem Grundsatze gemáss, und wie jetzt allgemein 
angenommen wird, wenn a und b zwei positive Grossen bedeuten, 

Y — a . ]/~b = j/ab, 
also das Product dieser beiden imagináren Grossen einer reellen 
Grosse gleich. Dies wurde aber nicht allgemein anerkannt, viel-
mehr glaubte Emerson, ein englischer Mathematiker, dass man 
annehmen musse, es sei 

/—o"". ]/ — b = y^áb, 
weil es absurd sei, anzunehmen, dass das Product zweier unmóg-
licher Grossen nicht aúch unmóglich sei; und Hutton sagt in 
seinem mathematischen Wórterbuche *), dass zu seiner Zeit die 
Ansichten der Mathematiker hieruber ziemlich gleich getheilt seien. 

*) Jžuilon, Mathematical dictionary. 1796. 



Einleitung. 1 1 

Eine der bemerkenswerthen Eigenschaften, welclie die ima-
gináren Grossen besitzen, ist die, dass man alle auf eine einzige, 
námlich auf die Grosse ]/—i zurííckfuhrcn kann, fúr welclie Gauss 
den jetzt allgemcin gebráuchlichen Buclistaben i eingefuhrt hat.*) 
Mittelst derselben lásst sich ferner jede imaginare Grosse z auf 
die Form 

z = x + iy 
bringen, in welcher x und y rcelle Grossen bcdeuten. Eine Grosse 
von dieser Form Lat Gauss eine complexe Grosse gcnannt, **) 
indem er diesen Namen der allgemeinen Bedeutung, wonach der-
selbe eine irgend wie aus ungleichartigen Theilen zusammenge-
setzte Grosse bczeiclinete, und in dieser Bedeutung frůher bie 
und da angewendet wurde, entkleidete und ihn zur Bezeichnung 
der besonderen ungleichartigen Zusammensetzung verwenc]ete, bei 
welcher eine Grosse aus činem recllen und einem imagináren 
Theile, die durch Addition verbunden sind, besteht. 

Die complexen Grossen umfassen zugleich die reellen init, 
námlich in dem Falle, dass die reelle Grosse y den Werth Null 
hat. Wenn dagcgen die andre rcelle Grosse x gleich Null ist, 
also z die Form 

z = iy 
hat, pflegt man die complexe Grosse rein imaginár zu nennen. 

Wenn in der Grosse z = x + iy die beiden reellen Grossen 
x und y, oder mindestens eine von ihnen, veránderlich ist, so 
nennt man z eine complexc ve ránder l i chc Grosse. Damit 
eine solche den Werth Null erhalte, ist erforderlich, dass beide 
reelle Grossen x und y zugleich verschwinden, weil es nicht mog-
lich ist, dass sich die beiden ungleichartigen Grossen, die reelle, 
x, und die imaginare, iy, gegenseitig aufheben. Dagegcn genúgt 
es zum Unendlichwerden der complexen Grosse z, wenn nur einer 
ihrer beiden reellen Bestandtheile, x oder y, unendlich wird. 
Ebenso tritt in z eine andere Unterbrechung der Stetigkeit ein, 
sobald nur eine der reellen Grossen x oder y eine solche er-
leidet. So lange aber x und y beide sich stetig ándern, nennt 
man auch z eine s te t ig verán der l iche complexe Grosse. 

*) Die erste Stelle, in welcher diese Bezeichnung angewendet ist, 
fíndet sich: D i s q u i s i t i o n e s a r i t h m e t i c ae . Séct. VII. Art. 337. 

**) Theoria residuorum biquadraticorum. Comment. socieťatis Got-
tingensis. Vol. VII (ad 1828—32) pag. 96. 



12 Absclm. I. Geometr. Darstellung d. imaginarcn Grossen. § 1. 

Schon die Betrachtung der reellcn Veranderlichen mul ihrer 
Functionen wird durch die geometrischc Darslcllung derselben 
wesentlich erleichtcrt und anschauhch gemacht. Dics ist nun in 
erhohtem Maassc bei den complexen Veranderlichen der Fall; 
daher wollcn wir uns zuerst mit der Art und Weise beschaftigen, 
wie man imaginare Grossen bildlich darstellen kann. 

Erster Abschnitt. 

Geometrische Darstellung der imaginaren Grossen. 

§ i. 
Um sich von einer reellen veranderlichen Grosse ein geo-

metrischcs Bild zu machen, denkt man sich bekanntlich cinen 
Punct, der sich auf einer geraden Linie bewcgt. Auf derselben, 
die wir die x-Axc oder aucli die Ilaupt-Axc nennen wollcn, nimmt 
man cinen festen Punct o (den Nullpunct) an und stellt den Werth 
einer veranderlichen Grosse x durch den Abstand ^ eines auf 
der x-Axe liegenden Punctes p vom Nullpuncte o dar. Dabci 
nimmt man zugleich auf die Richtung, in weleher die Strecke op 
von o aus gerechnet liegt, Rucksicht, indem ein positiver Werth 
von x durch čine Strecke ~o~p nach der einen Seite (ctwa nach 
rechts, wcnn man sich die x-Axe horizontál liegend denkt), ein 
negativer Wertli von x dagegen durch čine Strecke op nach der 
andern Seite (nach links) reprásentirt wird. Wenn nun x seinen 
Werth andert, so ándert sich auch die Strecke o~p, indem der 
Punct p seine Lage auf der x-Axe andert. Man kann daher ent-
weder sagen, dass durch jeden Werth von x die Lagc eines 
Punctes p auf der x-Axe gegeben ist, oder dass durch ihn die 
Lange einer begrenzten Geraden in einer von zwei einander cli-
rect entgegengesetzten Richtungcn bestimmt wird. 

Eine complexe veránderliche Grosse z = x + iy hiingt nun 
von zwei ganzlich von einander unabhangigen reellen Verander­
lichen a;-undyab. Zur geometrischen Verbildlichung einer com­
plexen Grosse wird daher ein Gebiet einer Dimension, eine ge-
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