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Abschn. Il Mehrdeutige Functionen. § 8.

Dritter Abschnitt.

Mcehrdeutige Functionen.

$ 8.

Die Einfithrung complexer Variablen wirft auch ein helles
Licht auf dic Natur der mehrdeutigen Functionen. Da namlich
eine complexe Variable beim Uebergange von einem Anfangs-
puncte z, zu einem andern Puncte z; sehr verschiedene Wege
cinschlagen kann, so licgt es nahbe, sich dic Frage zu stellen, oh
nicht der durchlaufene Weg von Einfluss scin kann auf den Werth
wy, den cine Function, die mit cinem bestimmten Werthe 0, aus
z, ausgeht, im Endpuncte z, erlangl; sich zu fragen, ob die von
w heschrichenen, von 20, ausgehenden Curven, welche den zwi-
schen z, und z, beschrichenen entsprechen, immer in demselben
Puucte 20, endigen miissen, oder ob sic anch in verschicdenen
Puncten endigen konaen. Nun ist zuerst klar, dass bei cindeu-
tigen Functionen der Endwerth 0, von dem Wege unabhingig
sein muss, denn sonst misste die Function fiir cinen und den-
selben Werth von z mchrere Werthe annchmen konnen, was bei
ciner cindeutigen Function nicht der Fall ist.  Allein bei den
mehrdeutigen Functionen fallt dieser Grund fort. Bei eiuer sol-
chen hat in der That die Function fiir denselben Werth von z
mechrere Werthe, und daher ist von vornherein die Moglichkeit
nicht ausgeschlossen, dass verschicdene Wege auch zn verschie-
denen Puncten oder Functionswerthen fithren konnen. Lisst man
z. B. in w =} die Variable z von 1 nach 4 aul verschiedenen
Wegen gehn, und geht man mit der Functlion 0 fir z =1 mit
w= 41 aus, so liegt diec Maglichkeit vor, dass einige Wege
von w = <4 1 nach w = 4 2, andere dagegen von w — 4 1
nach 0 — — 2 fihren konnen. ,

Es sind nun hier vor allen Dingen solche Puncte ins Auge
zu fassen, in welchen zwei oder mehrere Werthe der Function

w, die im Allgemeinen verschieden sind, einander gleich werden.
: 9%
J
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Ein solcher ist z. B. fir 20 = J/z der Punct 2z = 0, in dicsem
werden die im Allgemeinen mit verschiedenen Vorzeichen behaf-
teten Werthe von w2 einander gleich, nimlich beide = 0. Be-
trachten wir ferner die durch die cubische Gleichung
w—w +z2=0
definirte Function, so liefert hier die Cardanische Formel, wenn
der Kitrze wegen
3 3
=Vt V=g ) =V e =V 1),
und dic beiden imaginiren Cubikwurzeln der Einheit

—14ils —1—ils
2

== —_— - 0(2

2
2
gesetzt werden, folgende Ausdriicke fir die drei Wurzeln der obi-
gen Gleichung, welche mit w,, w,, w, bezeichnet werden mogen:
wy=p + ¢q
wy = ap + a*y
wy= ap + ay.
FFar jeden Werth von z hat hier im Allgemeinen w die drei
te]
Werthe w,, w0,, w,. Von dicsen werden aber die beiden letz-
1 2s Wy
ten cinander gleich, wenn p = ¢ ist, was ecintritt, wenn
S p q

2 2
z= 4 - oder z=— -~
Vet Vet
ist. In diesen Puncten wird resp.
wy=1wy, = + YL oder w,=w, = — /L.

Nehmen wir nun an, indem wir an dieses Beispiel dic ferneren
Betrachtungen ankniipfen, dic Variable z verindere sich stetig,
oder der sie darstellende Punct beschreibe eine Linie, so werden
die drei Grossen w;, w,, w, sich ebenfalls, jede [ir sich, stetig
indern, oder dic drei entsprechenden Puncte werden drei abge-
sondert verlaufende Linien beschreiben.  Wenn aber z durch
cinen der beiden oben bestimmten Puncte hindurchgebt, z. B.
1722?, so nchmen beide Grissen w, und

w, den Werth + J/% an; die beiden von 2, und w;, beschric-

durch den Punct z = +

benen Linien werden daher in dem Puncte + )% zusammen-
treffen. Beim Ueberschreiten dieses Punctes kann demnach ohne
Unterbrechung der Stetigkeit w, in 2w, und w, in w, tbergehn,
ja es bleibt vollstindig willkiirlich, auf welcher der beiden Linien
man jede der beiden Grissen w, und e, ihren Weg fortselzen
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lassen will. Es findet an dieser Stelle gleichsam eine Verzwei-
gung der Linien slatt, welche von den Grissen w, und w, be-
schrichen werden; daher hat Réiemann die Puncte der z-Ebhene,
bei welchen ein Functionswerth in einen anderen iihergehn kann,
Verzweigungspuncle genannt. In unserem Beispiele sind

. . 2 2 .

hiernach die Puncle z2 = + ——= und z = — —— Verzwcigungs-
Vet Vet

puncte (nicht etwa w = 4 J/% oder w =—y'%). Zuwr Erliu-

terung ist Fig. A und B Deigefiigt worden., In Fig. A sind die

Tig. A. Pig. B.

~~

o :
_.L_Iri;L.

VL

Vi

Vs

\ |

\\ i

o
drei Linien w, 1w0,, w, fir den IFall gezeich-

net, dass z eine der y-Axe parallele Gerade 21 1°
beschreibt, welche durch den Verzweigungspunct

2 o : - s
e = + Vit (Fig. B) hindurchgeht. Dabei ist 3

aber dic Linie 70, der Deutlichkeit wegen in
doppelt so grossem Massstabe, als die iibrigen Linien, dargestellt
und, um Raum zu sparen, niher an die Ordinatenaxc herange-
ritckt, als sie eigentlich verlauft. Die Puncte w0, welche den I'unc-
ten z entsprechen, sind mit den niimlichen Buchstaben und hin-
zugefiigten Indices 1, 2, 3 bezeichnet. Das Bild der Verzweigung
tritt nun noch deutlicher hervor, wenn man nur eine der Grossen
z. B. w, verfolgt. Diese Dheschreibt die Linie 0, ¢, d,, welche

sich dem Puncte e; = e, =— /% nihert, wenn z auf der Linie
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2 - . .
bed an den Punet e== > heran geht; iiberschreitet nun z diesen
‘ Vet
Punet, so gehen fiw 20, zwei Wege von ¢, = ¢y = V4 aus, nim-
lich ey 7, g, by und e, [y gy hy, von denen dev eine chen so gut

Fig. A. Tig. B.

/4

wie der andere als der Fortselzung e/ gh
von z entsprechend angesehen werden  kanu;

es theilt sich der dem 20, freistehende Weg 2} ¢

hei e, = ¢, wirklich in zwei Zweige. Wenn

nun z von b nach 2 durch den Verzweigungs- p
4

punct ¢ geht, so kamm s, von &, ebensowohl
nach A, wie nach 7%, gelangen, wnd ebenso o, vou b, aus; hei
cinem solchen durch einen Verzweigungspunct hindurchliihrenden
Wege bleibt also der Endwerth der Function unbestimmt. Wenn
dagegen z von » nach % cinen Weg heschreibt, der nicht durch
cinen Verzweigungspunct hindurch fithrt, so kann zwar je nach der
Beschaflenheit dieses Weges der Endwerth der Function ein verschie-
dener scin, er ist aber fir jeden bestimmten Weg des z immer ein
ganz bestimmter. Auch dies erlautern dic Figuren A und B. Geht -
niimlich z von 4 iiber ¢, und dann lings der gestrichellen Linie iiber
m nach / und %, so gcht sy von by iiber d, und dann lings der
cbenso bezeichneten Linie iiber 7, nach /; und 2y; w0, von b, iher
d,, my, [, nach hy; 204 erlangt dann den bestimmten Werth 7, und
w, den bestimmten Werth 7%,. Diese Endwerthe werden andre,
aber wiederum bestimmte, wenn z den Verzweigungspunct ¢ auf
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der anderen Seite lings der puncticten Linie @her p umgeht.
In diesem Falle geht 2y von by ither dy and dann’ lings der
punctirten Linie iiher py nach 75, und /2,5 und 20, geht aber d,,
Dys [y nach fy. In diesem Falle sind zwar die Fortschreitungen
der Functionen und daher auch ihrve Endwerthe andere als vor-
hin, aber wiederum ganz bestimmte. — Im Allgemeinen sind nun
solche Puncte der z-Ebene, in welchen mehrere sounst verschie-
dene Werthe ciner Function einander gleich werden, in der Re-
gel auch Verzweigungspuncte der Function. Von einer Ausnahme
hiervon soll sogleich die Rede sein.

Eine ahnliche Verzweigung der Function findet fiir solche
Puncte statt, in denen w unendlich gross wird und dadurch eine
Unterbrechung der Stetigkeit erleidet. Dies ist z. B, bei der durch
die Gleichung

3
(z—0) (w—eP=2z—a oder w=1c + [/

bestimmten Function der Fall, in welcher «, b, ¢ drei complexc
Constanten, also drei feste Puncte bedeuten. Iier ist z = @ ein
Verzweigungspunct, in welchem drei Werthe der Function in dem
einen w = ¢ zusammenfallen. Ausserdem aber werden fiir z =10
alle drei Werthe von 20 unendlich gross. Hier erleiden dic drei
Functionen eine Unterbrechung der Stetigkeit und dalier kann es
wieder unentschieden Dbleiben, aul welchem Wege jede fortzu-
setzen ist, weil wenn dic Function ecinen Sprung macht, sic chen
so wohl nach der einen, wie nach ciner anderen Forlsetzung
ihres Weges tiberspringen kann. Daher ist z =15 ebhenfalls ein
Verzweigungspunct. Man bemerke dahei, dass wenn 0 fiir einen

Werth von z uncndlich gross wird, :} an dieser Stelle den Werth

Null hat. Far die letztere Function fallen daher an dieser Stelle
mehrere Functionswerthe zusammen; also wird hier in der Re-

gel eine Verzweigung der Function - stalt finden; das niimliche

gilt dann auch von ¢. Diejenigen Puncte, in denen 20 unendlich
gross oder unstetig ist, sind daher in der Regel ebenfalls Verawei-
gungspuncte.

Es kann hiervon aber auch Ausnahmen geben: es giebt
Falle, bei welchen Puncie, in denen Functionswerthe einander
gleich oder unendlich gross werden, doch keine Verzweigungs-



40 Abschn. 1L Mchrdeutige Functionen.  § 9.

pancte sind.  Dies kann fir jetzt nor erst an cinem  Beispicle
erliutert werden.  In den Functionen

I L
Y1—z2* und
Vi—z2
sind z =+ 1 und z = — 1 Verzweignngspuncte; dagegen in
. 1
(z — @) [/z und - —
(z—a) V=

ist z = @a kein Verzweigungspunel, ohgleich die Funclionswerthe
an dicser Stelle im ersten Falle heide gleich Null und iin zwei-
ten beide unendlich gross sind.  Wenn niimlich z den Punct «
iiberschreitet, so hat sowohl 2z — @ als auch J/z cine ganz be-
stimmte stetige Fortschreitung: z — @, weil es aiberhaupt eindeu-
tig ist, und ¥z, weil + Vo ohne Unterbrechung der Stetigkeit
nicht plitzlich nach — Vg, aberspringen kann. Daher haben auch
dic aus diesen Grossen auf rationale Weise zusammengesetzlen
Functionen an dieser Stelle i jede von z beschrichene Linie
cine bestimmte Fortschreitung, und es findet keine Verzweigung
statt. Die Verzweigungspuncte sind demmach zwar vuar unter den-
jenigen Puncten zu suchen, in  welchen centweder cine Unter-
brechung der Stetigkeit cintritt, oder mehrere Funclionswerthe
zusammenfallen; aber ob solche Puncte wirklich Verzweigungs-
puncte sind, muss noch besonders entschieden werden.

§ 9.

Die vorigen Betrachtungen haben gezeigl, dass wenn die Va-
riable z von ecinem belichigen Puncte z, ausgehend nach einem
andern Puncte z, hin einen Weg beschreibt, welcher durch einen
Verzweigungspunct einer Functlion e hindurchfithrt, dieselbe in z;
verschiedene Werthe crhilt, je nachdem man sie auf dem cinen
oder dem andern ihrer Zweige weiter gehen lisst. Bei einem
solchen Wege des z ist also der Werth des  in z; unbestimmt.
Auf jedem andern Wege dagegen, der nicht durch einen Ver-
zweigungspunct hindurch fibrt, erhilt w0 in z; cinen bestimmten
Werth, und wir wollen nun zeigen, dass zwei Wege, die beide
von z, nach z; fihren, dem w in z, nur dann.verschiedene
Werthe zuertheilen, wenn sie einen Verzweigungs-
punct cinschliessen. Dazu beweisen wir zuerst folgenden
Satz :
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Lisst man die Variable z zwei unendlich nabe lie-
gende Wege z,m z; und z,n z; (Fig. 9) von z; nach z; be-
schreiben, welche an keiner Stelle einem Puncte un-
endlich nahe kommen, in dem entweder die Function w
unstetig wird, oder in welchem mehrere
Functionswerthe zusammenfallen, so er-
halt die Function 20, wenn sic aus z,
mit dem namlichen Werthe ausgeht, auf
heiden Wegen in z;, den nimlichen
Werth.

Um diesen Satz zu beweisen, bemerke man
zuerst, dass die verschiedenen Werthe, welche
cine mehrdeutige Funclion in ¢inem und dem- L
sclben Puncte z hat, nur dann um eine unend- %,
lich kleine Grisse von cinander verschieden sein
konnen, wenn der Punct z cinem solchen Puncte unendlich nahe
licgt, in dem mehrere Functionswerthe zusannmenfallen. Denn
nur fir solche Puncte z nihern sich diec von den Funclions-
werthen Dbeschrichenen Linien, wahrend sie fiir alle anderen
Puncte z in endlichen Entfernungen von einander verlaufen. (Vgl.
hierzu Fig. A. und B. S, 38). Da nun dic beiden Wege z,m z,
und z, 7z, der Voraussctzung gemass sich nirgend einem sol-
chen Puncte nihern, so sind die verschicdenen Werthe, die w
in irgend cinem Puncte der beiden Wege haben kann, um end-
liche Grossen von einander verschieden. Folglich kénnen auch
die Werthe, welche dic Function 20 auf den beiden Wegen z,m 2,
und z,7n z, in z; erlangt, nur entweder cinander gleich oder um
cine endliche Grosse von cinander verschieden sein. Nun kann
aber die letztere Alternative nicht Statt haben. Denkt man sich
namlich, dass zwei bewegliche Puncte z die beiden unendlich
nahen Wege z,m z; und z,n z; in der Art durchlaufen, dass
sic stets cinander unendlich nahe bleiben, und bezeichnet man
die Functionswerthe auf der einen Linie mit w, und auf der
anderen mit ?0,, so kénnen w,, und w0, lings beider Linien nur
um eine unendlich kleine Grosse von einander verschieden sein,
da der Voraussctzung nach e hei beiden Wegen aus z, mit dem
nimlichen Werthe ausgeht, und beim Uebergang von ecinem Puncte
der einen Linie zu einem unendlich nahen Puncte der anderen
Linie Stetigkeit stattfindet. Wenn bun 20, und w, in z, um eine

Fig. 9

N

/) jre
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endliche Grosse verschieden wiiren, so miisste mindestens cine
dieser Functionen an irgend ciner Stelle cinen Sprung machen,
was durch die Voraussetzung ausgeschlossen wird, dass die bei-
den Wege z,m z, und z,n z, sich keinem DPuncte ndhern sol-
len, in welchem eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt. Dem-
nach konnen 2, und 20, in z; nicht um eine endliche Grosse von
cinander verschieden scin, und folglich sind sic einander gleich.

Denkt man sich nun, nachdem dies festgestellt ist, eine Reihe
auf einander folgender und unendlich nale an cinander liegender
Wege, alle zwischen den Puncten z, und z,, und so beschaflen,
dass keiner derselben sich einem Puncte nihert, in dem entwe-
der Unstetigkeit eintritt, oder Functionswerthe zusammenfallen, so
crhilt die Function auf allen diesen Wegen den nimlichen Werth
in z;. Daraus folgt dann: Wenn man einen Weg zwischen zwei
Punclen z, und z; so durch allmilige Ueberginge in einen an-
dern Weg umformen kann, dass dabei keiner der so eben cha-
rakterisirten Puncte uberschritten wird, so crhilt die Func-
tion in z, auf dem zweiten Wege densclben Werth wie aufl dem
crsten.  Lisst man nun die Variable z von z, ausgchend cine
geschlossene Linie beschreiben und wieder nach z, zuriicklkehren,
so crhalt die Function, wenn die Variable die geschlossene Linice
durchlaufen hat und zum zweiten Male nach z, kommt, Lier den-
selben Werth, den sic beim Ausgange hatte, wenn dic geschlos-
sene Linie keinen Punct umgicht, in welchem entweder Unstetig-
keit eintritt oder Functionswerthe zusammenfallen.

Solche geschlossene Linien, die von der Variablen z beschrie-
ben werden, sind nun fiw die Untersuchung des Einflusses, den
der Weg, auf welchem dic Variable z nach irgend einem Puncte
hingeht, auf den Werth ausiibt, welchen die Function 2 in die-
sem Puncte erlangt, maassgebend.  Umgiebt cine geschlossene
Linie keinen der schon so oft erwihinten ’uncte, so dndert, wie
gezeigt worden ist, dic Function ihren Werth nicht; umgicht sic
aber einen solchen Punct, so kann diec Function ihren Werth
indern, oder auch nicht dndern. Werden ferner von der Va-
riablen zwischen zwei Puncten zwei Wege durchlaufen, dic kei-
nen derartigen Punct cinschliessen, so fithren diese zu gleichen
Functionswerthen. Wir haben daher nur Wege zu betrachten,
die einen solchen Punct einschliessen. Sei nun @ (Fig. 10) ein
Punct von dieser Art, und nehmen wir zwei Wege ddc¢ und bec
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an, welche @, aber keinen andern dhnlichen Punct cinschliessen.
Aus b gehe w mit dem Werthe 20, aus und erlange aul dem
Wege bde in ¢ den Werth w,. Lisst man dann aber dic Va-
riable z, ehe sie den andern Weg bec betrilt,
zuvor cine den Punct @ umgebende geschlos-
sene Linic bghd durchlanfen, so kann der /
Weg bghbec in bdc umgeformt werden, ohne

dass der Punct e iiberschritten wird, folglich /

Fig. 10.

N

erlangt 70 auf diesem Wege in ¢ ebenfalls den

Werth w,”, wenn es aus  mit dem Werthe | @

w0, ausgeht.  Wir haben also Folgendes: \ y

aul bde  geht w von 20, nach w, \//

» bghbec ,, w ,, w, , w,.
Nehmen wir nun zuerst an, 70 indere seinen Werth bheim Durch-
laufen der geschlossenen Linie 0gZh und gehe in e, iiber, so
haben wir zu setzen:

aul bghd gebt w von ey nach 1w,

und daher

aul bec W W, W, W,
Demnach erlangt 0 auf bec in ¢ den Werth w,” dann, wenn
es aus b mit dem Werlhe e, ausgeht; lisst man cs also aus &
mil dem Werthe 2, ausgeln, so kann es den Werth e,  nicht
erlangen, sondern muss zu einem andern Werthe gefithrt wer-
den.  Wenn dagegen 20 auf der geschlossenen Linie bghb sei-
nen Werth nicht indert, so haben wir zu setzen:

~auf bghb geht w von 1w, nach w,

. bec ., w o, w, . W)
dann erlangt also 2, aus & mit dem Werthe 2, ausgehend, auch
auf dem Wege bec den Werth 2, .

Hieraus folgt also, wenn zwei Wege cinen unserer in Rede
stehenden Puncte @ einschliessen, so fithren sie zu verschiedenen
oder gleichen Functionswerthen, je nachdem dic I'unction 2 beim -
Durchlaufen ciner den Punct ¢ umgcbenden geschlossenen Linie
ihren Werth dndert oder nicht andert. o

Jetzt sind wir im Stande, die Verzweigungspuncte naher fest-
zustellen.  Es soll niamlich cin Punct ¢, in welchem entweder
eine Unstetigkeit eintritt oder mehrere IFunctionswerthe zusam-
menfallen, dann und nur dann ein Verzweigungspunct
genannt werden, wenn die Function beim Umlaufe um
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cine diesenPunct und keinen andern dhnlichen umge-
bende geschlossene Linie ihren Werth dndert. Iiermit
ist denn der im Eingange dieses Paragraphen ausgesprochenc Salz
dargethan, dass zwei verschiedene, dieselhen Puncte verbindende
Wege damn und nur dann einer Funclion, dic vom Ausgangs-
puncte mit demselben Werthe ausgeht, verschiedene Werthe zu-
ertheilen, wenn sic einen Verzweigungspunct cinschliessen; und
fiir geschlossene Linien konnen wir den Satz aussprechen: Eine
mehrdeutige Function geht von einem in einem Puncte z, statt-
findenden Werthe zu cinem anderen in demselben Puncte statt-
findenden Werthe dadurch auf stetige Weise iiber!, dass die Va-
riable z von z, aus cine geschlossene Linie beschreibt, welche
cinen Verzweigungspunct umgiebt.

Geschlossene Linien, welche zwei oder mehrere Verzwei-
gungspuncte umgeben, konnen cbenfalls aul solche geschlossenc
Linien zuriickgefiihrt werden, welche nur ecinen Verzweigungs-
punct enthalten. Denn zicht man von ecinem Iuncte z, aus um
jeden Verzweigungspuncl cine geschlossene Linie und lisst die
Variable dieselben eine nach der anderen durchlaufen, so kann
dicser Weg, ohne dass ciner der
Verzweigungspuncte  iherschritten
wird, in eine geschlossene Linie
umgeformt werden, die von z, aus
alle Verzweigungspuncie umgieblt.
(Fig. 11, wo @ und b zwei Ver-
zweigungspuncte  bedeuten.)  Man
stellt solche geschlossene Linien um
die ecinzelnen Verzweigungspuncte
am einfachsten dadurch her, dass man um jeden einen kleinen
Kreis beschreibt und jeden dieser Kreise mit z, durch eine Linie
verbindet, die dann doppelt, hin und wieder zuriick, durchlaufen
werden muss.

§ 10.

Es sollen nun die vorigen Betrachtungen an einigen Bei-
spielen erliutert, und daran zugleich gezeigt werden, in welcher
Weise die Functionswerthe beim Durchlaufen geschlossener, cinen
Verzweigungspunct umgebender Linien in einander iibergehen.
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Erstes Beispicl
——

Hier ist z = ( ein Verzweigungspunct. Lisst man die Verin-
derliche von dem Puncte z =1 ausgehen und dic Peripherie
eines aus dem Nullpuncte beschriebenen Kreises durchlaufen, so
ist dies cine geschlossene Linie, welche den Verzweigungspunct
umgicbt. Geht nun die Function «w — }J/=" von dem Puncte z =1
mit dem Werthe 20 = <4 1 aus, und sclzt man

z=r(cos @ + isin @),
so ist zuerst im Puncte z =1, » =1 und @ = 0. Durchliuft
dann z die Peripheric des Kreises in der Richtung der wachsen-
den Winkel, so bleibt 7 constant =— 1, und ¢ nimmt von 0 bis
27 zu. Kommt also die Verinderliche wieder nach dem Puncte
z =1 zuriick, so ist jetzt

z=cos2mw + isin2xm
und folglich

w=J}:=cosw + isinmwr——1;

die Function hat also jetzt im Puncte z =1 nicht wieder den
urspriinglichen Werth + 1, sondern den andern Werth — 1 er-
halten. Ganz dasselbe tritt auch cin, wenn die Variable irgend
cine andere geschlossene, den Nullpunct cinmal umgebende Linie
von z =1 aus beschreibt; denn dieser Weg kann durch allmi-
lige Aenderungen in den Kreis ibergefibrt werden, ohne dass
dabei der Nullpunct iiberschritten wird. Geht iiberhaupt 20 mit
dem Werthe w, von irgend cinem Iuncle z, aus, fiir welchen

zy =1y (cos @, + i sin @)
also

wy =} (05 § @y + i sin § gy)
ist, und beschreibt z eine geschlossene Linie, welche den Null-
punct einmal in der Richtung der wachsenden Winkel umwindet,
so ist bei der Rickkunft noch z,
z =1, (cos (p, + 2 ) + sin (p, + 2 =)

geworden; mithin ist dann

¥ (cos (3 @, + m) + ¢ sin (F @, + =)

= — W, - ’
Wird die geschlossene Linie zweimal von der Variablen durchlau-
fen, oder beschreibt letztere eine andere geschlossene Linie, welche
den Nullpunet zweimal umwindet, so wiachst das Argument von

w=r,
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z um 4=, also, das von w um 2z, und folglich erhilt dann dic
Function ihren wrsprimglichen Werth wieder.
Man lasse nun die Variable von dem Puncte z =1 nach
cinem belicbigen Puncte Z gehen, und zwar zuerst auf einer
. Linie 1 ¢ Z (Fig. 12), welche den Nullpunct
IMig. 12, R ° .
- nicht umwindet, und auf welcher die Win-
. kel ¢ wachsen. Auf diesem Wege mogen

N 7 und @ in Z dic Werthe 2 und &, und
\f’\ 20 den Werth 72 erreichen, sodass
1
4 IV = R* (cos & & + isin § 9)
’Z\\(i/_?r ist. Geht man dann aber aul der am!crn
~ Seite des Nullpuncts von 1 nach Z auf einer

den Nullpunct nicht umwindenden Linie 14 Z,
so nimmt der Winkel ¢ ab und erreicht in Z den Werth & —2 7.
Daher wird jetzt in Z
z=R (cos (27 —D) —isin (2n — &)

und

w = R (cos (g — L ) — isin (x — L )
d. h.

w=—JI".
Lisst man endlich z zuerst von 1 aus eine geschlossene Linie
10c1 um den Nullpunct und dann die Linic 1dZ beschreiben,
so wiichst @ zucrst von 0 bis 27 und nimmt dann um den Winkel
2w — & ab, so dass dann @ in Z den Werth 27 + & —2nx=">5
erhillt; in diesem Falle geht also 20 nach dem Durchlaufen der
Linic 10¢1 von 1 mit dem Werthe — 1 aus und erlangt auf
1dZ in Z den Werth + .

Zweites Beispicel. In der Funclion
w=(z—1)yz
ist zuerst z =10 ecin Verzweigungspunct, und es verhilt sich diese
Function in Beziehung auf diesen Punct alnlich wie die vorige.
Betrachten wir daher den Punct z =1, fiir welchen chenfalls
w = ( wird. Die Variable z beschreibe um ihn einen Kreis mit
dem Radius 7, von dem Puncte @ =1 4 » der Hauptaxe (Fig. 13)
ansgehend.  Setzl man
z—1 =17 (cos ¢ + 7sin @)

.80 wird

w=1(cos @ + isin @) )1 4 » cos ¢ + i r sin .
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Da nun 7 constant bleibt, und ¢ von 0 bis 2z wichst, so in-
dert der Factor r (cos @ + ¢ sin @) scinen Werth nicht. Um das
Verhalten des zweiten Factors zu untersuchen, sei

14 7cos =9 cosy 7 sin @ = @ sin P;
dann hedeutet @ die Gerade oz, und 3 die Neigung derselben
gegen die IMauptaxe, und es wird

w =1 (cos ¢ + ¢ sin@) 93 (cos 3 o+ 7 sin § ).
Umgiebt nun der Kreis den Null- Fie. 13
punct nicht, so durchlinft ¥ von S
0 an cine Reihe von Werthen,
welche wieder mil demm Werthe
() endigen, daher édndert w0 sei-
nen Werth nicht.  Ist aber der
Kreis so gross, dass der Null-
punct, welchier ein Verzweigungs-
punct ist, ehenfalls innerhalb des-
selben liegt, so wichst ¥ von 0
bis 27, und dann geht also der

ursprimngliche Werth o — r@% in — 7'@1‘ ither.  Es bestitigt sich
also, dass nur der Punct z = 0 cin Verzweignngspuncl ist, der
Punct z =1 aber nicht.

Man kann die gegebene Fanction (2 —1) /< als aus der
folgenden

w=V(z—1) (z—10) 2z

entstanden betrachten dadareh, dass & gleich 1 geworden ist.
Eine den Punct z =1 umgebende Linie kann dann hetrachtet
werden als cine Linie, welche die beiden Poucle z =1 und
z = b zugleich umgah, und bei welcher dann diese beiden Puncte
zusammengefallen sind.  Nun sind fiir die Function 2’ sowohl
=2, als auch z=1 und z = Verzweigungspuncte. Eine
geschlossene Linie, welehe von cinem Puncle z, aus heide Pancte
1 und » umgicht, kann ersetzt werden durch zwei geschlossene
Linien, von denen jede nur cinen devselben umgicht. Geht nun
w’ mit dem Werthe ', aus z, aus, so geht beim Umkreisen
des Punctes, b, w, in — 2/, und dann heim Umkreisen des Punc-
tes 1 wieder — e, in w, iber. Die Funclion kommt also mit
dem urspriinglichen Werthe nach z, zuriick.  Dies Dleibt nun
bestehen, wenn 4 sich dem Puncte 1 nihert, und wir sehen,
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dass wenn diese Verzweigungspuncte aufl einander fallen, der ge-
meinschaftliche Puanct aufhort, ein Verzweigungspunct zu sein.
Es leuchtet ein, dass dies allgemein gelten muss: sobald bei zwei
Verzweigungspuncten nur zwei und zwar die namlichen zwei
Functionswerthe gegenseitig in cinander ibergehen, so heben
diese Verzweigungspuncte beim Zusammenfallen cinander auf, und
es entsteht ein Punct, der kein Verzweigungspunct mehr ist.

Drittes Beispicel.  Sei

w .
El/ﬁ_b,

worin @ und & zwei complexe Constanten bedeuten. Ilier haben
wir zwei Verzweigungspuncte z = ¢ und z = §. Lisst man nun
zuerst z cine geschlossene Linie von einem belichigen Puncte z,
aus um den Punct @ beschreiben, welehe aber # nicht umgieht,
und setzt zu dem Ende

z—a=7 (cos @ + Zsin @)

wihrend
z,— =1, (cos @, 4 ¢sin @)

sei, so ist der Anfangswerth von 20, der hier mit e, bezeichnet
werden maoge,

% (cos § @, + isin % P, )
[a—b+ry(cosep,+isin q)(,)]%
Nachdem die geschlossene Linie cinmal in der Richtung der wach-
senden Winkel durchlaufen ist, ist ¢, wn 2w gewachsen, und
daher der entstchende Werth von 2w, welcher mit 20, bezeichnet
werden soll,

7()1 fommmd

v (cos (b @ + §7) + i sin (4 90+ 7)

(e — b + 7, (cos @, + 7sin 9’0)]%

geworden. Dabei kann der Nenner, also die Grosse f/z:z ibren
Werth nicht geindert haben, weil fir diese z=a kecin Verzwei-
gungspunct ist, sondern nur z==>0, also z cine geschlossene Linie
beschrieben hat, die den Verzweigungspuncl dieser Grosse nicht
enthilt. Bezeichnet man mit ¢ den Werth

102 p—

o¢=cos 37w + isin 3w = g

sodass « cine Wurzel der Gleichung 3 =1 isl‘, so kann man
auch schreiben, da



Abschn. I, Mchrdeutige Functionen. § 10. 49

cos(3,+37m) 4 isin(fp,+37) = (costp,+isinfp ) (cosdw 4-isingm)
ist, ’
: Wy, = €W, .
Lisst man nun die Variable auf’s Neue eine geschlossene Linie
um den Punct ¢ herum beschreiben, so geht jetzl 0 mit dem
Werthe w0, = a1w,; von z, aus und crlangt folglich nach Vollen-
dung des Umlaufs den Werth
wy = aw, = a*w,.

Nach cinem dritten Umlaufe endlich erlangt w den Werth aw,,
erhilt also den urspriinglichen Werth e, wicder, da e®=1 ist.
Wire man, statt urspriinglich mit dem Werthe 0, von z, aus-
zugehen, zuerst mit dem Werthe 20, ausgegangen, so hitte man
nach resp. cin und zwei Umlanfen die Werthe 20, und w, er-
halten; wire aber w, der urspriingliche Werth gewesen, so wiirde
dieser in w0, und w, ubergegangen scin. .

Achnlich verhilt es sich, wenn man z cine geschlossene
Linie beschreiben lisst, die nur den Punct & umgicbt. Man setze
alsdann

z — b =17 (cos ¢ + 7sin @)

und lasse w mit dem Werthe w, von z, ausgchen, wo 2w, jelzl
folgenden Ausdruck hat

o [b—a+ 7, (cos g, + isin )T}
, = .
7'0% (cos ¥ @y + isin o)
Nach cinem Umlaufe des z in der Richtung der wachsenden Win-
kel wird der Werth von w
[0 —a + r, (cos @, 4 isin (Pu)]%
ro? (cos (5 @y + 3 m) 4 isin (h g, + § )
wobhei sich jetzt der Zihler nicht geindert haben kann, weil der
Verzweigungspunct desselben, @, nicht umschrieben worden ist.
Man erhalt also jetzt fir w den Werth

w «
—(;‘ = a*w,, d. h. den Werth w,.

Nach cinem zweilen Umlaufe erhilt man

o — 1 .

o = awy, also w,;
endlich nach cinem dritten Umlaufe stellt der urspriingliche Werth
w, sich wieder ein, da

e ?()l
ist.

burége, Fanel, compl. Var. 4
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Man sieht hicraus, dass die Functionswerthe bei mebrmali-
gem Umkreisen eines Verzweigungspunctles sich cyclisch mit ein-
ander vertauschen. Beim Umkreisen des Puanctes @ in der Rich-
tung der wachsenden Winkel gehen

wy W, 1w,
nach dem ersten Umlaufe der Reihe nach iiber in
- w, w, W,
und nach dem zweiten Umlaufe in
Wy W, Wy
bei einem dritten Umlaufe stellen sich daher die urspriinglichen
Werthe
Wy W, Wy
wieder cin. Ebenso gehen heim Umkreisen des Punctes & in der
Richtung der wachsenden Winkel die Werthe
w, W, W,
in wy Wy w,
und in w, Wy W,
ither und erhalten nach dem dritten Umlaufe die urspriinglichen
Werthe
wy W, W,
wieder.

Untersuchen wir nun noch, was eintritt, wenn z eine ge-
schlossene Linie beschreibt, welche beide Puncte, ¢ und 0, ent-
hill.  Eine solche kann stets olhine Ueberschreitung cines dieser

Pig. 11. Puncte in eine andere iibergefihrt
werden, die aus einer successiven
Umkreisung des einen und des an-
dern besteht (Fig. 11). Man lésst
dann z zuerst von z, aus den Punct
a umkreisen, nach z, zuriickkehren
und dann den Punct b umkreisen.
Auf diesem Wege crhilt 2 bei der
letzten Rickkunft nach z, densel-
ben Werth, als wenn z die geschlossene Linie um beide Verzwei-
gunspuncte durchlauft (§ 9).  Geht nun w mit w, aus z, aus,
so erhilt ¢s nach der Umkreisung von @ den Werth aw, =w,,

. w: .
alsdamn nach der Umkreisung von & den Werth -d-z:uq; die

Funetion hekommt also ibren ursprimmglichen Werth wieder.  Be-
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trachtet man in dieser Bezichung statt der gegebenen Function
dic folgende

w =17(z—a) (z —b),

hei welcher, wie man leicht iibersehen wird, auch bei einer Um-
kreisung des Punctes & dem uespriinglichen Functionswerthe der
Factor o hinzugefiigt wird, so geht hei der Umkreisung von «a
w," in ew,"=1w,’, md hei der Umkreisung von b, 20, in ew, =w,’
iber.  Ein Umlaul um beide Puncte verwandelt also 0" in w0,
cin zweiter Umlanf wird daher w0, in 20,’, und ein dritter w,’
in w, verwandeln.

Viertes Beispiel.  Die Function

+ Ve—ec,
welehe die Wurzel der Gleichung Glen Grades
(z— 02w —3 (z—0z—c)wt —2(z— a) (z — ) wd
+3@ -0 (z—cPw—6(z—a) (z—0) (z—c)w
ot E—a— (=0 (z—cP =0
ist, hat die Puncte @, b, ¢ zu Verzweigungspuncten. Ilithrt man
der Kiirze wegen
Ve—a=t, Vz—b=u, Vz—c=uv
¢in und giebt dem Buchstaben e dieselbe Bedeutung wie in dem

vorigen Beispicle, so kann man die ¢ Functionswerthe folgender-
massen schreiben:

W —=

t t
wy= -+ Wy= =
¢ ¢
Wy=0a — +v Wy =0~ —
— o2t 2.t
Wy =@a* -+ v Wy ===~ — .

Betrachten wir nun zuerst Umliaufe der Variablen um den Punct
@; dabei geht ¢ in at, «¥%, ¢, .... iber, wihrend « nnd » unge-
dndert bleiben; demnach geht aber:

Wy, Wy, W,y w, Wy W,
nach dem ecrsten Umlanl in 1w, 1w, 10, wy  wg w,
. , Zweiten  ,,  ,, wy w, w, Wy Wy Wy
» ,, dritten wo o Wy W, Wy wy Wy wg .

Um diesen Verzweigungspunct herum permutiren sich also nur dic
Werthe 2, w,, w, fiv sich, und w, w;, w; fior sich.

Bl 4*
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Bei Unmliufen um den Punct 0 bleiben 7 und » ungeiindert,

und « verwandelt sich in aw, «u, w, ----. Also gehn iber:
wy oW, W, Wy, W, wy

nach dem ersten Umlauf in 2wy w; w0, we 1wy 1wy
' , oaweilen ., w, wy  w, wy  wy  w,
” ,,  drilten ’ o Wy W, Wy W, Wy W

hier permutiren sich also dieselben Functionswerthe, wie bei a,
nur in wmgekehrter Aufeinanderfolge.
Bei Umliafen um den Punct ¢ endlich bleiben ¢ und # un-

geimdert, und » verwandelt sich in — », 4+ v, -+ . Daher gelmn

hier dber: Wy Wy Wy Wy wy wg
nach dem ersten Umlanl in w0, w; 1wy Wy 1w, 1wy
. ,ooaweilen o, 0wy wy Wy 1wy W

In diesem Beispicle haben wir also erstlich zwei Verzwei-
gungspuncte @ und b, um welche herum dic drei Werthe 2w,
w,, w, cyclisch in cinander Gbergehn, niemals aber in einen der
drei iibrigen Werthe; ebenso permutiren sich hier w,, w;, 1w
cyclisch unter einander und gehen nie in cinen der drei erste-
ren diher.  Alsdann haben wir noch einen Verzweigungspunct ¢,
in welchem die drei Paare 2wy, w,: w,, ws; w,, wy jedes unter
sich ilire Werthe vertauschen, oline dass jemals cin Werth aus
cinem andern Paare dazu trite.

Lisst man z einc geschlossene Linie Dbeschireiben, welche
zwei Verzweigungspuncle umgiebt, so kann man cine solche wie-
der durch zwei suceessive Umbkreisungen je cines Punctes ersetzen.
Werden die Puncte @ und & umschlossen, so verhilt sich die
Sache ebenso wie bei dem vorigen Beispiele, wir wollen daher
nur Umliufe wn @ und ¢ verfolgen und stellen das Ergebniss in
folgender Tabelle zusammen:

Umliiufe i um « | um ¢ | um ‘beide
1 w, geht iber in 20, w, i wy | w, in wyg
2 wy po o Wy W s Wy | Wy, Wy
3 Wy, e Wy Wy o, Wy Wy ,, W,
4 wy wo o Wy Wy 5, W, Wy, W,
5 wy »o o Wy Wy ,, W Wy ,, W,
6 Wy b e Wy Wy 5, Wy Wi, Wy

Dabei erreicht also e scineu ursprimglichen Werth erst nach
6 Umliulen um dic Puncte « und .
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§ 11.

Die im Vorigen angestellten Betrachtungen zeigen, dass man
bei ciner mehrdeutigen Function, indem man der Variablen com-
plexe Werthe zuertheilt und dieselbe cine Reile stetig aul cinan-
der folgender Werthe durchlaufen lisst, die mit demselben Werthe
endigen, mit dem sic begonnen haben (geomelrisch ausgedriickt,
indem man die Varjable cine geschlossene Linie beschreiben ldsst),
von cinem der Werthe, die cine Function fir denselben Werth
der Variablen anzunchmen vermag, zu cinem andern auf stelige
Weise iibergehen kann. Es ist ferner gezeigl worden, dass cine
bestimmte stetige Reihenfolge der Werthe der Variablen (ein be-
stimmter Weg) auch stets zu cinem bestimmten Functionswerthe
fahrt, mit allciniger Ausnahme des Falles, wo der Weg der Va-
riablen durch einen Verzweigungspunct hindurch fiihrt, ein Fall,
der aber immer dadurch vermicden werden kann, dass man die
Variable in der Nihe des Verzweigungspunctes cine belichig
kleine Ausbiegung machen lasst. Ilieran kniipft sich nun der
natiirliche Wunsch, sich von der Verschicdenheit der YWerthe
einer mehrdeutigen Function zu belrcien, um eine solche wie
eine eindeutige behandeln zu konnen. Nach den fritheren Aus-
einandersetzungen ist hierzu nur erforderlich, dass man sich von
der Verschiedenartigkeit der Wege befreic, welche dic Variable
zwischen zwei bestimmten Puncten durchlaufen kann. Nun be-
merkte schon Cauchy, dass man dies, wenigstens in beschrinkler
Weise, dadurch crreichen konne, dass man gewisse Theile der
Ebene, in welcher die Variable z sich bewegend gedacht wird,
abgrenzt und der Verdnderlichen nicht gestattet, die Grenzen
cines solchen Gebictes zu berschreiten. Da niimlich eine Func-
tion, von einem Puncte z, der Variablen ausgchend, in cinem
anderen Puncte z, nur dann verschiedene Werthe annehmen kann,
wenn zwei von der Variablen durchlaufene Wege einen Verzwei-
gungspunct einschliessen (§ 9), so ist es stets leicht, cin Stiick
der z-Ebene abzugrenzen, innerhalb dessen von z, nach z; zwei
solche Wege nicht moglich sind. Innerhalb eines solchen Ge-
bietes Dleibt dann dic Function eindeutig, da sic in jedem Puncte
z, auf jedem Wege nur cinen einzigen Werth crhilt. Cauchy
nannte dann diec Function monodrom in diesem Gebiete, wo-
far Riemann das deutsche Wort eindndrig setate. Alleiu auf
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diese Weise wird der Variablen cine Schranke auferlegt, welehe
man nicht immer cinhalten kann, da die Untersuchungen oft iber
das Gebicl, innerhally dessen cine Function eindndrig ist, hinaus-
fahren. Daher hat Réiemann cin anderes Mittel ersonnen, sich
von der Mchrdeutigkeit der Funclionen zu befreien, welches voll-
stindig zum Ziele fithrt.

Riemann nimmt an, dass wenn eine Function n-deutig ist,
also jedem Werthe der Variablen 72 Werthe der Function zuge-
horen, die Ebene der z aus n tiber einander liegenden Schich-
ten oder Blittern bestehe (oder dass n solche Blitter iiber der
Ebene der z ausgebreitet seien), itber welche die Variable sich
frei hin bewegen kann. Jedem Puncte in jedem Blatte entspricht
nur cin einziger Werth der Fuouction, und den 7 unmittelbar
iber ecinander liegenden Puncten aller 2 Blatter die 7 verschie-
denen Werthe der Function, dic demselhen Werthe von z ange-
horen. In den Verzweigungspuncten nun, wo mehrere sonst ver-
schiedene Functionswerthe cinander gleich sind, hingen mehrere
jener Bliatter zusammen, sodass der betreflende  Verzweigungs-
punct zu gleicher Zeit in allen diesen zusammenhingenden Blil-
tern liegend gedacht wird. Die Anzahl dieser so in einem Ver-
zweigungspuncte zusammenhingenden Blitter kann fir jeden Ver-
zweigungspunct verschieden sein und ist gleich der Anzahl der
I'unctionswerthe, welche beim Umlaufe der Variablen um den
Verzweigungspuncl  cyclisch in  einander  iibergehen.  In dem
letzten Beispiele des vorigen §, wo dic Funclion 6-werthig ist,
werden wir die z-Ebene als aus 6 Blittern hestehend annchmen.
Um jeden der Verzweigungspuncte @ und b herum gehen einer-
scits dic Werthe w,, w,, w,; und andrerseits die Werthe w,,
wy, w, in einander tber; daher nchmen wir an, dass in jedem
dieser Puncle einerscits die Blitter 1, 2, 3, andrerseits die Blit-
ter 4, H, 6 zusammenhingen. Um den Punct ¢ herum dagegen
gehen erstens w; und w,, zweitens w, und 2w, und drittens 2w,
und w; gegenseitig in ecinander @ber; daher hingen im Puncte ¢
cinmal die Blitter 1 und 4, dann die Blatter 2 und 5 und c¢nd-
lich dic Blitter 3 und 6 zusammen. Um nun den stetigen Ueber-
gang eines Functionswerthes in einen andern zu vermitteln, wer-
den sogenannte Verzweigungsschnitte gefabrt. Dies sind
ganz beliebige, nur sich selbst nicht schneidende, Linien, welche
entweder von einem Verzweigungspuncte aus ins Unendliche gehn
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oder zwei Verzweigungspuncte mit einander verbinden.  Ucber
diese Verzweigungsschnitte hiniiber denkt man sich nun die Blit-
ter nicht so zusammenhingend, Wwie sie natirlich @ber ecinander
liegen, sondern so, wie dic Functionswerthe in cinander aher-
gehen.  Legen wir z. B. in dem letzten Beispiele des vorigen §
cinen Verzweigungsschnitt von @ nach o (Fig. 14), so lassen wir,
indem wir den Punct @ in der Richtung der wachsenden Winkel

Fig. 14.

umkreisen, iber den Verzweigungsschnilt hinither das Blatt 1 mit
dem Blatte 2, dann 2 mit 3 und cndlich 3 wieder mit 1 zusam-
menhingen. Wir wollen dic rechte Scite des Verzweigungsschnit-
les @b diejenige nennen, welche ein Beobachter zur Rechten hat,
wenn er sich in @ befindet und nach & hiosieht. Geht dann z
von cinem Puncte z, im DBlatte 1 (20 mit dem Werlhe w,) aus
und umkreist den Panct ¢ in der Richtung der wachsenden Win-
kel, so gelangt es, indem e¢s den Verzweigungsschnilt von der
Rechten zur Linken uberschreitet aus dein ersten Blatte in das
zweite und befindet sich noch darin, wenn e¢s nach z, zuriick
oder vielmehr in den unmittelbar unter z, im 2ten Blatte liegenden
Punct ¢ kommt, sodass jelzt 2 den Werth ew, erlangt hat. Wird
dann der Kreislauf forlgesetzt, so gelangt z, wenn es zum zwei-
ten Male den Verzweigungsschnilt von der Rechten zur Linken
iiberschreitet, in das 3te Blatt und befindet sich noch darin, wenn
es nach dem in diesem Blatte unter z, befindlichen Puncte 7
gekommen ist; jetzt hat 20 den Werth e, erhalten. Ueberschreitet
endlich z den Verzweigungsschnitt zum dritten Male, so nehmen
wir an, dass nun dic rechte Seite des 3ten Blattes sich durch
das 2te Blatt hindurch mit der linken Seite des 1sten Blattes
ither den Verzweigungsschnilt hiniiber verbinde, sodass dann z
aus dem 3ten Blatte in das 1ste hiniibertrete und dann wirklich
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wieder nach z, zuriickgelangl.®) Jetzt crst ist die Linie wirklich
geschlossen, und 20 hat aueh wieder scinen urspriinglichen Werth
erlangt. In Fig. 11 sind dic Linien mit den Nummern der Blitter
hezeichuet, in denen sie verlaufen, und ausserdem die im 2(en
und 3ten Blatte verlaufenden resp. gestrichelt und punctirt.  Die
Puncle z,, g, 7, welche cigentlich direct unter cinander liegen
sollen, sind der Deutlichkeit wegen neben cinander gezeichnet.
In alinlicher Weise hat man sich die Sache bei allen Ver-
zweigungspuncten zu denken, und da von jedem solchen Puncte
cin Verzweigungsschnill ausgebt, so kann die Variable den Ver-
zweigungspunct nicht umkreisen, ohmne den Verzweigungsschnitt
zu iiberschreiten und dadurch nach und nach in alle dicjenigen
Bliatter zu gelangen, welche in dem Verzweigungspuncte zusam-
menhingen.  Wie in jedem Falle die Verzweigungsschnitle zu
legen sind, hingt von der zu untersuchenden Function ab und
kann meist in verschicdener Weise gewihlt werden. In unserem
Beispicle darf man @ und b durch cinen solchen Schnitt verbin-
den, weil bei der Umkreisung des Punctes & in der Richtung der
wachsenden Winkel die Function w0y in w4, und diese in w, iber-
geht (Fig. 14), und daher bei & dieselben Blitter und in dersel-
Fig. 14,

oo

Kb

ben Weise zusammenbiingen wie hei ¢, namlich die rechte Seite
von 1 mit der linken von 2, dic rechte Seite von 2 mit der lin-
ken von 3, und die rechte Scite von 3 mit der linken von 1.

*) Dies wiirde sich in Wirklichkeit, z. B. an einem Modell vollstin-
dig allerdings nicht ausfiithren lassen; aber man kann dadurch ein ganz
anschauliches Modell herstellen, dass man das erste Blatt mit dem zwei-
ten nur lings eines Theiles des Verzweigungsschnittes, etwa mittelst
eines iibergeklebten Papierstreifens, verbindet, ebenso das zweite mit
dem dritten, und dabei eine Liicke lisst, durch welche hindurch das
dritte Blatt mit dem ersten verbunden werden kann. Dies Verfahren
liisst sich in allen Fillen ausfiithren, z. B. auch da, wo die Blitter 1, 4;
2, 5; 3, 6 gegenseitig in einander iibergehn.
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Bleiben wir noch hei diesem Beispiele stebn, und untersuchen
wir auch den im vorigen § besprochenen Umlauf um @ und b
und um @ und ¢. Bei cinem Umlauf um @ und & wird der Ver-
zweigungsschuitt gar nicht tberschritten, sodass z im 1sten Blatte
bleibt; in der That erhilt nach cinem solchen Umlauf w in 2z
seinen Anfangswerth wieder (vgl. Beisp. 3. § 10). Um die Um-
kreisung der Punete @ und ¢ zu untersuchen, legen wir von ¢
aus einen Verzweigungsschnitt ins Unendliche und lassen hier je
zwei der Bliatler 1, 45 2, 5; 3, 6 gegenseitig in einander iber-
gchen.

Iine die hier statifindenden Ueberginge der Functionswerthe
hatten wir S. 52 folgende Tabelle gefunden:

Umliaufe l 1 um e . um beide
1 | w, in 2wy | oy in wy
2 3 Wy, Wy Wy 5, Wy
3 L owy e Wy wy o, w, Wy 5, W,
4 } w, T Wy 5, Wy | W, o, W
) , Wy s 5 s Wy Wy, Wy Wy, Wy
6 Wwe v s Wy Wy o, Wy | Wy o, W,

Diese Ueberginge
sind in Fig. 15 darge-
stellt, indem jede Linie
mit der Nummer des
Blattes bezeichnet ist, in
welcher sie verlauft. Die
eigentlich  unter  dem
Ausgangspuncte 1 lie-
genden Puncte sind der
Deutlichkeit wegen ne-
ben einander gezeichnet,
und den letzten Punct 1
hat man sich mit dem
ersten als zusammen-
fallend zu denken.

Dieses in unserem Beispicle aus 6 Blattern bestehende Ge-
biet fiir die Verinderliche z bildet nun eine einzige zusammen-
hingende Fliche, indem die Blitter in den Verzweigungspuncten
zusammenhingen und lings der Verzweigungsschnitte in einander

(‘ '/v J
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itbergehen.  In dieser Fliche ist w0 eine vollkommen cindeutige
Function des Ortes in der Fliche, da sic in jedem Puncte der letzte-
ren denselben Werth erlangt, aof welchem Wege auch die Variable
zu dem Puncte gelangen moge. Beschreibt z zwischen zwei Pune-
ten zwei Wege, welche einen Verzweigungspunct cinschliessen, so
muss ciner’ von beiden nothwendig ecinen Verzweigungsschnitt iiber-
schreiten und dadurch in ein anderes Blatt gelangen, so dass die
Endpuncte der beiden Wege nicht mehr als zusammenfallend,
sondern als zwei verschiedene Puncle der z-Fliche zu betrachten
sind, in denen dann auch verschiedene Functionswerthe statl ha-
ben. Beschreibt aber z cine wirklich geschlossene Curve, d. h.
fallen Anfangs- und Endpunct der Curve in den nimlichen Punct
des nimlichen Blattes zusammen, so erhilt auch die Function den
Anfangswerth wieder. Nur wenn die Variable durch cinen Ver-
zweigungspunct hindurch geht, kann sic nach Belicben in jedes
der hier zusammenhiéingenden Blitter @bergehn, und dann bleibt
es unbestimmt, welchen Werth die Function annimmt. (§ 8).

§ 12.

Um vun im Allgemeinen nachzuweisen, dass wirklich in allen
Fallen durch cine die z-Ebene n-fach bedeckende Fliche, deren
cinzelne Blitter in den Verzweigungspuncten und lings der Ver-
zweigungsschnitte in der oben erliuterten Weise zusammenhingen,
cine 7n-deutige Function in cine eindeutige verwandelt werden
kann, haben wir nur unser Augenmerk auf irgend eine scheinbar
geschlossene Linie zu richten, worunter wir eine Linie verstchen
wollen, deren Endpunct unter oder tber dem Anfangspuncle in
cinem anderen Blatte wice der letztere liegt. Wenn eine solche
scheinbar geschlossene Linie, welche cinen oder mehrere Ver-
zweigungspuncte beliebig oft umwinden mag, und von der wir
nur voraussetzen, dass sie durch keinen Verzweigungspunctl hin-
durchfithrt, von der Variablen durchlaufen ist, so wird jeder der
n Fanctionswerthe entweder ungedndert geblichen oder in cinen
anderen ubergegangen sein, sodass die n Werthe wieder simmt-
lich, nur in einer anderen Anordnung, auftreten. Nun kann aber
jede beliebige Anordnung von 7 Elementen aus eciner anderen
Anordnung durch eine Reihe cyclischer Vertauschungen erzeugt
werden. Unter einer cyclischen Vertauschung pter Ord-
nung versteht man namlich eine solche, bei welcher man aus
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den vorhandenen 2 Elementen helicbige p herausgreift und nun
an die Stelle des ersten ein zweites, an Stelle dieses ein drittes
w. s, w., endlich an Stelle des pten wieder das erste setzt.  EKine
solche cyclische Vertauschung pter Orduung hat die Eigenschaft,
dass nach p Wiederholungen derselben, und nicht frither, die ur-
spriingliche Anorduung  wieder zum Vorschein kommt; denn da
an die Stelle jedes Elementes cin anderes, an die Stelle des plen
aber das erste (ritt, so kann jedes Element erst dann wieder an
sciner wrspriinglichen Stelle erscheinen, wenn die simmtlichen
p — 1 anderen Elemente an derselben Stelle aufgetreten sind, dann
aber tritt jedes Element auch wirklich wieder an seine urspriing-
liche Stelle. Um nun vachzuweisen, dass jede Anordnung aus
ciner anderen durch cine Reihe cyclischer Vertauschungen er-
zeugt werden kanu, nehmen wir an, irgend cine Anorduung cnt-
stehe aus ciner anderen so, dass an dic Stelle cines Elemenles,
z. B. 1 cin anderes, z. B. 3, getreten sei. An die Stelle von 3
tritt dann entweder 1, und dann haben wir schon eine cyclische
Vertauschung zweiter Ordnung, oder ein andcres z. B. 5. An
die Stelle dieses lelzteren tritt nun wieder entweder das erste 1,
und dann haben wir cine cyclische Vertauschung dritter Ordnung,
oder wicderum ein anderes, das nothwendig von den schon De-
nutzten 1, 3, 5 verschieden sein muss. An die Stelle dieses
kann entweder das erste treten, wodurch eine cyclische Vertau-
schung geschlossen wire, oder wieder ein anderes; einmal aber
muss dic cyclische Vertauschung sich schliessen, weil @iberhaupt
nur cine endliche Anzahl von Elementen vorhanden ist, und das
erste Element 1 sich an irgend ciner Stelle der zweiten Anord-
nung vorfinden muss. Auf diese Weise ist dann eine Reihe von
Elementen abgefertigt. Beginnt man nun mit irgend einem der
noch nicht verwendeten Elemente, so kann man das vorige Ver-
fahren wiederholen, bis alle Elemente erschopft sind und hat so
cine gewisse Anzahl cyclischer Vertauschungen erhalten, welche
nach einander angewendet, die zweite Anordnung aus der er-
sten erzeugen. Ilat ein Element bei der zweiten Anordnung seine
Stelle nicht gedndert, so kanu eine Nicht-inderung als eine cy-
clische Vertauschung erstey Ordnung angesehen werden. Ein
Beispiel moge das Vorige erlautern. Seien die 11 Elemente

123456789 10 11
in die Anordnung
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3 11 5 2 7 10 1 9 6 8 4
ii])crgegaugen; so sicht man, dass nach der Reihe
13 5 7
in 3 5 7 1
iibergegangen sind; diese bilden also cine cyclische Vertauschung
vierter Ordnung. Geht man dann von 2 aus, so zeigl sich, dass
2 11 4
in 11 4 2
iibergehn; also hat man cine zweile cyclische Vertauschung drit-
ter Ordnung. Das nichste noch nicht verwendete Element ist 6.
Dann geht 6 10 8 9
in 10 8 9 6
- iber, und man hat cine dritte cyclische Vertauschung vierter
Ordnung. Jetzt sind alle 11 Elemente erschopft, und folglich
wird die zweile gegebene Anordnung aus der ersten durch die
gefundenen drei cyclischen Vertauschungen erzeugt.

Kchren wir nun zu unseren Functionswerthen zuriick, so
folgt, dass was auch immer fiir einc Anordnung derselben durch
cine scheinbar geschlossene Linic cntstehen mag, dieselbe immer
durch cine Reibe cyclischer Verlauschungen der Funclionswerthe
hervorgebracht werden kann. Damit ist zuerst die Einfihrung
der Verzweigungspuncte und der von ihnen ausgehenden Verzwei-
gungsschnitte gerechtfertigt, wm welche herum die Functions-
werthe nur cyclische Vertauschungen erleiden. Aber diese miis-
sen auch ganz bestimmte scin, denn diec Werthinderung, welche
jeder Functionswerth bei ciner cinmaligen Umkreisung des Ver-
zweigungspuncles erfabrt, erfirt der nimliche Functionswerth
bei ciner zweiten Umkreisung wieder, sodass andre als die be-
stimmten Glieder der cyelischen Vertauschung hier nicht vorkom-
men kénnen. Dadurch rechtfertigt sich, dass in jedem Verzwei-
gungspuncte nur eine Anzahl ganz hestimmter Blatter zusammen-
hingen. Da endlich jeder scheinbar geschlossenc Weg in cine
Reibe von Umkreisungen der einzelnen Verzweigungspuncte um-
geformt werden kann (§ 9), so konnen dberhaupt nur solche
Anordnungen der Functionswerthe vorkommen, welche durch die
bestimmten bei den Umkreisungen der Verzweigungspuncle statt-
findenden cyclischen Vertauschungen erzeugt werden konnen.

Damit ist dargethan, dass alle Anordnungen, welche die
Functionswerthe einer 7 -werthigen Function eingehen konnen,
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durch die cyclischen Vertauschungen um die Verzweigungspnncte
herum hervorgebracht werden; und denkt man sich nun die Blit-
ter der Fliche lings der Verzweigungsschnitte in der Weise zu-
sammenhingend, wie die cyclischen Vertauschungen es verlangen,
so vertheilen sich fir jeden Werth von z die einzelnen Func-
tionswerthe aufl die cinzelnen Blitter, und die Function wird in
der That zu einer cindeutigen Function des Ortes dieser Fliche.

Hierdurch ist die Vieldeutigkeit der Functionen aufgehoben,
und wir werden nun im Folgenden stets annehmen, dass das Ge-
biet der Verinderlichen aus so vielen Blittern bestehe, als nothig
sind, um eine zu betrachtende vieldeutige Funclion in cine ein-
deutige zu verwandeln, und werden zwei Puncte nur dann als
identisch betrachten, wenn sie auch demselben Blatte der Fliche
angehiren. Demgemiss nennen wir c¢ine Linic nur dann wirk-
lich geschlossen, wenn ihr Auofangs- und Eudpunct: in dem
nimlichen Puncte des namlichen Blattes zusammenfallen, Endigt
dagegen cine Linic in einem Puncte, der unter oder uber dem
Anfangspuncle in cinem anderen Blatte liegt, so nennen wir dic
Linic scheinbar geschlossen.

§ 13.

Hicran knipfen sich noch folgende Bemerkungen. Beim
Ueberschreiten cines Verzweigungsschnittes sctzt sich, wie erliu-
tert worden ist, ein Blatt in ein anderes fort, in der Art, dass
wenn die Variable sich auf demselben forthewegt, die Funclion
sich stetig dndert.  Wenn dagegen die Variable in dem namlichen
Blatte von der ecinen Scite eines Verzweigungsschnittes aufl die
andere Secite desselben hinither witt, so erleidet die Function eine
Unterbrechung der Stetigkeit; in der That wird angenommen,
dass der aul der rechten Scite cines Verzweigungsschnitles be-
findliche Theil eines Blattes mit dem auf der linken Seite liegen-
den Theile desselben Blattes iiber den Verzweigungsschnitt hin-
tiber nicht im Zusammenhange steht. In zwei Puncten, welche
cinander unendlich nahe licgen, aber in dem nimlichen Blatte
auf verschiedenen Seiten eines Verzweigungsschnittes sich  befin-
den, sind daher dic Functionswerthe mnicht auch nur um ein
unendlich Kleines von einander verschieden, sondern um eine
endliche Grosse, falls die beiden Puncte nicht gerade einem Ver-
zweigungspuncte unendlich nahe liegen, Man driickt dies auch
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kurz so aus, dass man sagt, dic Function hat in demselben Blatte
zu beiden Sciten eines Verzweigungsschnittes verschiedene Werthe,
withrend sie aufl den in cinander iibergehenden Bliattern zu Dei-
den Seiten des Verzweigungsschnittes gleiche Werthe hat.  Nimmt
man z. B. bei J/z den von dem Verzweigungspuncle z = (0 ans-
gehenden positiven Theil der IHauptaxe als Verzweigungsschnitt
und beteachtet zwei Puncte 1 4 & und 1 — ¢, welche zu heiden
Sciten des Verzweigungsschnittes unendlich nahe an dem Puncte 1
liegen, indem & cine unendlich kleine (etwa rein imaginire) Grisse
bedeute; nimmt man ferner an, auf der linken Seite der positi-
ven Uauptaxe hitten im ersten Blatte die Werthe von J/: das
Vorzeichen 4 und daher im 2ten Blatte das Vorzeichen —, so ist
dagegen in demselben Blatte V2= — V1 —7%; denn geht man
von z =1 aul einer geschlossenen Linie in der Richtung der
wachsenden Winkel um den Nullpunct herum nach 1 zuriick, so
geht Jz von 4+ 1 in — 1 aber (§ 10. Beisp. 1).  Daber haben
die Werthe von )z aufl der rechten Seite des Verzweigungsschnit-
tes im ersten Blatte das Vorzeichen —, und im zweiten Blatte
das Vorzeichen 4. Liasst man nun z den Verzweigungsschnitt
iiberschreiten und von 1 — & im ersten Blatte nach 1 4 & im
zweiten Blatte gelangen, so geht — J'1 — ¢ in — J1 F ¢
iiber. Dicse Acnderung ist stelig, da der Unterschied gleich
—Vi4e+ V1—%, also mit Vernachlissigung unendlich klei-

ner Grossen zweiter Ordnung gleich — (14468 4+ (1— 48 =—4¢
daher unendlich klein ist. Tritt aber z von 1 — & aul dem

rechten Theile des ersten Blattes nach 1 4 & aul dem linken
Theile desselben Blattes hiniiber, so geht — V1T —sin 4+ )1+ ¢
iiber, und dann’ist der Unterschied gleich JV14¢ + )1 —¢
=14+ 4+ (1—+¢8=2 also nicht mehr unendlich klein.
Dic Function macht also in der That einen Sprung.

Riemann nennt die Verzweigungspuncte auch Windungs-
puncte, weil dic Fliche sich um einen solchen Punct wic eine
Schraubenfliche von uuendlich kleiner Ganghohe herumwindet.
Iingen dann in cinem solchen Puncte nur zwei Blitter der Ilache
zusammen, so heisst derselbe cin cinfacher Verzweigungs-
punct oder cin Windungspunct erster Ordnung, hingen
aber in ihm 2 Blitter der Fliche zusammen, so heisst er ein
Windungspunct (n — 1)ter Ovdnung.  Fiw manche Unter-
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suchungen ist es nun wichtig zu zeigen, dass cin Windungspunct
(n — 1)ter Ordnung immer so angesehen werden kann, als wenn
in ihm » — 1 einfache Verzweigungspuncte zusammengefallen
wiren. Nehmen wir beispiclsweise # =5 an, so gelangl bei
cinem Verzweigungspuncte, in welchem 5 Bliller zusammenhin-
gen, die Variable nach jedem Umlaufe in das nichstfolgende Blatt,
und eine Curve muss 5 Umliafe um den Verzweigungspunct ma-
chen, che siec wieder in das erste zariickgelangt und sich schliesst.
Dassclbe findet aber auch statt, wenn man 4 cinfache Verzwei-
gungspuncte @, b, ¢, d annimmt, in welehen der Reihe nach fol-
gende Blitter zusammenhiingen s

in 17 b c d

1 und 2 1 und 3 1 und 4 1 und 5.

In Fig. 16 sind ad’, 0V, cc’, dd
die Verzweigungsschnitte, und
die Zahlen bedeuten die Num-
mern der Blitter, in welchen
die Linien verlaufen. Ueher-
schreitet die Curve von z, aus
den Schnitt ea’, so tritt sie aus
1 in 2 und Dbleibt bei dem gan-
zen Umlauf in 2, weil dies
Blatt in keinem der Puncte 2,
¢, d mit einem anderen zusam-

menhingt. Beim ersten Um- \\’ s

laufe kommt also die Curve aus o

1 in 2. Wird nun ad’ zum zweiten Male iberschritten, so tritt
sie aus 2 in 1 und dann bei 0" aus 1 in 3. Dann aber bleibt
sic bis zur Rickkunft nach z, in 3, also bringt der 2te Umlauf
sie nach 3. Erst bei 50" tritt sie wieder aus 3 in 1 und dann
bei c¢’ aus 1 in 4. In dicser Weise bringt jeder neuc Umlaul
die Curve in das nichstfolgende Blatt; nach dem 5ten Umlaufe
gelangt sie daher in das erste Blatt zuriick und schliesst sich.
Man sieht also, dass die Uecbergiinge hier in derselben Weise
stattfinden, wie bei cinem Windungspuncte 4ter Ordnung, nihern
sich daher dic 4 cinfachen Verzweigungspuncte und fallen schliess-
lich zusammen, so bleibt alles ungeindert. Es zeigt sich zugleich
in diesem cinfachen Falle, dass die Anzall der Umliufe, welche
eine Curve um ein Gebiet machen muss, um sich zu schliessen,
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um 1 grosser ist, als dic Aunzahl der in dicsem Gebicle enthal-
tenen einfachen Verzweigungspuncte, da der Windungspunct 4ter
Ordnung 4 einfachen Verzweigungspuncten aequivalent ist. Es
soll spiter gezeigt werden, dass diese Bezichung allgemein gilt.

§ 14.

Es scheint hier der geeignete Ort zu scin, ciner Vorstellungs-
art Erwibnung za thun, welche auch im Unendlichen entweder
cine Destimmte Fortschreitung oder cine Verzweigung moglich
macht. Nach Riemann kann man sich namlich die Ebene, de-
ren Puncte die Werthe einer verinderlichen Grosse darstellen,
im Unendlichen geschlossen, als cine Kugel mit unendlich gros-
sem Radius denken. Der uncndlich entfernte Punct kann -dann
als ein ganz bestimmter in dicser geschlossenen IFliche aulgefasst
werden.  Besteht nun eine Fliche aus n Blittern, so ist jedes
als im Unendlichen geschlossen, als cine Kugelfliche mit unend-
lich grossem Radius zu denken, und in jeder dicser Kugelflichen
nimmt der unendlich entfernte Punct cine bestimmte Stelle ein.
Dann ist es auch denkbar, dass mehrere Blitter in dem Punkte
oo zusammenhingen, und dass dieser ein Verzweigungspunct ist.
Um Dei einer durch cinen Ausdruck gegebenen Funclion w =/ (z)
zu entscheiden, ob z = oo c¢in Verzweigungspunct ist, braucht
man nur z :71; zu setzen.  Geht dann /° (2) in ¢ (u) iber, so
licfert jeder Verzweigungspunct z =« von f (z) fir ¢ (u) einen
Verzweigungspunct 1‘::7’ und umgekehrt jeder Verzweigungs-
1
b
ist z =00 ein Verzweigungspunct von /* (z) oder nicht, je nach-
dem = ( cin Verzweigungspunct von @ () ist oder nicht. Bei
ciner im Unendlichen geschlossenen Fliche, bei welcher 2 = oo
cin bestimmter Punct ist, kann man nicht mehr einen unbestimmt
ins Unendliche gehenden Verzweigungsschnitt ziehen, sondern,
wenn ein solcher ins Unendliche gelt, so endet er in dem be-
stimmten Puncte z = oo. Zur Erlauterung dieser Vorstellungs-
art geschlossener Flichen und eciniger dabei zar Sprache kom-
mender Nebenumstinde mogen ein Paar Beispiele vorgefilirt wer-
den, wobei wir uns in Betrell der Bezeichnungen der Kirze
wegen auf die in § 10 und 11 angewendeten beziehen.

punct ¥ =10 von ¢ (u) ecinen solchen z = von f (z); daher



Ct

Abschn. Il Mehrdeutige Funclionen. § 14. 6

1) Die schon betrachtete Function

/'(z):::; il S /g

z—20b
geht durch die Substitution z = —1u—i|1
3
1—au V 1 —cu
U) —
P (u) ]/l_bu + T

iber, daher ist # — 0 und also auch z = oo cin Verzweigungs-
punct, und zwar hingen, wic man sicht, hier dieselben Blitter
zusammen, wic im Puncte ¢. Man wird daher cinen Verzwei-
gungsschnitt von @ nach ¥, und einen zweiten von ¢ nach oo

ziehen.
2) Die Function

N —
/) :V(z—a)zz(z-——b)

geht in

¢ W)=/ (1 — a) 1— bu)
iber; daher ist z =— oo kein Fig. 17.
Verzweigungspunct, sondern nur
diec Puncte 0, @ und 5. Man
kann nun hier einen Verzwei-
gungsschnitt von ¢ durch oo nach
b, und einen zweiten von ( nach
oo legen (Fig. 17). Dann gchen
aber uber den Theil ¢ oo hin-
itber die Blitter in anderer Weise
in einander Uber, wie iber den
Theil » oo, niamlich so wie dic
Zahlen in der Figur es andeu-
ten. Um den Verzweigungspunct 0 in der Richtung der wach-

senden Winkel herum gelt / (z) in ’%(:—) — a [ (z), also 1 in 2

und daher auch 2 in 3, und 3 in 1 iber. Umkreist man nun
den Punct oo, so gehit heim Ueberschreiten von 0 co, 1 in 2,
dann beim Ueberschreiten von & co, 2 in 3, und endlich beim
Ueberschreiten von @ oo, 3 in 1 ber. Ilier kommt man also
schon nach dem ersten Umlauf in das erste Blatt zuriick, die
Function andert ihren Werth nicht, und der Punct oo ist daher
wirklich kein Verzweigungspunct.
Durége, Funct, compl, Var, 5
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Man hatte hier auch die Puncte @ und & durch einen in der
Endlichkeit verlaufenden Verzweigungsschnilt verbinden konnen
(Fig. 18). Dann muss es aber auf dieser Linie einen Punct ¢

geben, wo die Scheidung statt

findet, sodass uber ac hin-
+—~ uber dic Blitter in anderer

Fig. 18,

"
€. 227 € s24 4 Weisc zusammenhingen, als
S~ \2 7 iiher bc. Legt man dann den
42 zweiten  Verzweigungsschnitt
77 von 0 nach ¢, so bleibt auch
0 > beim Umkreisen des Punctes
¢ die Function ungeinderl,

sodass ¢ kein Verzweigungspunct ist. Man kann hicer die Sache
in abnlicher Weise, wic es im 2ten Beispicle des § 10 schon er-
liutert wurde, so anselin, als wenn der Punct ¢ durch das Zu-
sammenfallen dreier Verzweigungspuncte d, e, / entstanden wire,
welche sich gegenscitig aufgehoben haben, sodass die gegebene
Function aus der folgenden

]7,5—6{.2_—1' G—re
z—d z—e 22

dadurch entstanden gedacht wird, dass d = ¢ = /= ¢ geworden
ist. Man kann hier die Verzweigungsschnitte auch noch auf eine
dritte Art wihlen, indem man cinen solchen von &« nach (0, und
einen zweilen von () nach & zieht.

3) Die Function

.

[&)=V—a —70

P (u) — 3V_(_l_—au) 1 —du)

u?

gelt in

iiber, daher ist z = oo ein Verzweigungspunct. Man kann hier
einen Verzweigungsschnitt von @ nach oo und einen zweiten von,
b nach co legen (Fig. 19), und die Blitter so zusammenhingen
lassen, wie die Figur andeutet. Ein Umkreisen des Puncts oo
fibrt dann zuerst iiber » oo von 1 nach 2, und dann iber a oo
von 2 nach 3, also bei einem Umlaufe von 1 nach 3, sodass die
Function sich andert, und z = oo wirklich als Verzweigungspunct
auftritt. Man bemerke dabei, dass wenn die Bewegungsrichtung
auch hier die der wachsenden Winkel sein soll, die Umkreisung
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von co aus gesehn in entgegen- Fig 19.
gesetzter Richtung  stattfinden ( @
muss. Denn setzt man

u==r (cos ¢ — i sin @),
so folgt

N

= 71 (cos @ + i sin ).
Beschreibt also % einen Kreis um
den Nullpunct mit kleinem Ra-
dius und in der Richtung der
abnehmenden Winkel, so beschreibt z cinen Kreis mit grossem
Radius und in der Richtung der wachsenden Winkel. In diesem
Falle geht ¢ (u) bei einem Umlanf in «® @ (), also auch /' (2) in
a® f (z) iber, d. h. man kommt aus 1 nach 3, wic es die Ii-
gur zeigt.

Man kann auch hier die Puncte Fig. 20.
@ und b durch einen im Endlichen
verlaufenden Verzweigungsschnitt ver- w 03,/ - ;\72 7
binden, darauf einen Scheidungspunct 725 | 723
¢ annchmen und von diesem einen ~ \ /
zweiten Verzweigungsschnitt nach oo j;)
112

zichen (Fig. 20). Auch dann éndert
sich die Function beim Umbkreisen
des Punctes ¢ nicht.
o0

§ 15.

Bedeutet e eine mehrdeutige Function von z, # aber eine
rationale Function von w und z (oder auch von w allein), so ist
die z-Fliche fir die Functiou 77 ebenso heschaffen, wie fir die
Function w. Denn bezeichnet man mit 2, und 2, irgend zwei
demselben z zugehorige Werthe von w, mit /7, und /7, dic ent-
sprechenden Werthe von 77, so muss W, in W, iibergehen, so
oft w, in w; ubergeht, weil jedem 4Wcrthenpaare von z und %w
nur ein einziger Werth von /7 entspricht. Die Ueberginge der
W-Werthe hangen daher in derselben Weise von den von z durch-
laufenen Umkreisungen ab, wie die w-Werthe. - Daher hat die
z-Flache fir 7 dieselben Verzweigungspuncte und Verzweigungs-

schnitte wie fir 20, und in jedem Verzweigungspuncte hingen
2%
5 =
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auch die namlichen Blitter znsammen. Aus diesem Grunde nennt
Riemann alle rationalen Functionen von 20 und z cin System
gleichverzweigter Functionen.

Vierter Abschnitt.

Integrale mit complexen Variabelen.

§ 16.

Man kann das bestimmte Integral von einer Function einer
complexen Verinderlichen genau in derselben Weise definiren,
wic dics bei reellen Variablen geschieht.

Es seien z, und z irgend zwei complexe Werthe der Varia-
blen z. Man denke sich die Puncte, welche diese beiden Werthe
reprisentiren, durch cine beliebige ununterbrochene Linie ver-
bunden und nehme auf derselben cine Reihe eingeschalteter Puncte
an, welche den Werthen 2z,, z,, ... 2z, der Variablen entspre-
chen. Ist ferner /() eine Function von z, und bildet man die
Summe der Producte

Iz (o —2) + 7 () (= 2) o + /(@) (e — =),
so ist der Grenzwerth derselben, wenn die Anzahl der zwischen
z, und z lings der beliebigen Linie eingeschalteten Werthe ins
Unendliche zunimmt, die Dilferenzen z;, — z,, z, — 2z;, etc.
also ins Unendliche abnehmen, das bestimmte Integral zwischen
den Grenzen z, und z, also

+ f (zn) (z - zn) .
Man sieht, dass diese Definition von der gewohnlich bei reellen
Variablen gegebenen in nichts Wesentlichem verschieden ist. Ein
Unterschied besteht allerdings darin, dass, wie es die Natur ciner
complexen Verinderlichen crfordert, der Weg, den dieselbe zwi-
schen der unteren und der oberen Grenze durchliuft, d. h. die
Reihe der dazwischen licgenden Werthe, nicht vorgeschrieben ist,
sondern durch jede ununterbrochene Linie gebildet werden kann.

f £(2) dz = lim [/ (2,) (2, — 20) 4 (21) (22 — 20) + +evr..
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