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Absclin. III. Melirdeulige Functioncn. % 8. 35 

Dritter Abschnitt. 
Mchrdeutigc Functioneii. 

§ 8. 
Die Einfúlirung complexer Varíablcn vvirft auch ein helles 

Licht auf dic Nátur der mebrdeutigen Functioncn. Da námlich 
eine complexe Variable beim Uebergange von eineni Anfangs-
puncte z0 zu eincm andern Pnnctc zx sebr verscbiedene Wegc 
cinscblagen kann, so licgt es nabe, sicb die Fragc zu stcllen, ob 
nicliL der durcblaufenc Weg von Einfluss sein kann auf den Wcrtb 
vď,, den eine Function, die mit eincm beslimmtcn Wertlie tv{) aus 
z{) ausgebt, im Endpuncte zx crlangt; sicb zu fragcn, ob die von 
w bescbriebencn, von w{) ausgebcndcn Curvcn, welcbe den zwi-
scben zQ und zv bescbriebencn cntsprecbcn, immcr iu demselben 
Punctc wy endigen můsscn, oder ob sie auch in verschicdcnen 
Puncten endigen konnen. Nun ist zuerst klar, dass bei eindeu-
tigen Functionen der Endvvertb w] von dem Wege unabbangig 
sein muss, denn sonst niusste die Function fiir einen und den-
selben Werth von z incbrerc Wertlie anuebmen konnen, was bei 
einer cindeutigen Function niebt der Fall ist. Allein bei den 
mebrdeutigen Functionen fállt dieser Grund fořt. Bei einer sol-
chen hat in der Tbat die Function fúr denselben Werth von z 
mehrere Wertlie, und daber ist von vornherein die Mogliclikcit 
niebt ausgcschlossen, dass verscbiedene Wegc aucb zu verschie-
denen Puncten oder Functionswcrthen fúbren konnen. Lásst man 
z. B. in w = J/z die Variable z von 1 nach 4 auf verschicdcnen 
Wegen gehn, und geht man mit der Function w fůr z = 1 mit 
w ^= + 1 aus, so liegt die Mogliclikcit vor, dass einige Wege 
von w = + 1 nach ID == + 2 , andere dagegen von w = -{- l 
nach w = — 2 fůhren konnen. 

Es sind nun hicr vor allen Pingen solche Punctc ins Auge 
zu fassen, in welcben zwei oder mehrere WTertbe der Function 
w, die im Allgemeinen versebieden sind, einander gleich vverden. 
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Ein solclier ist z. B. fůr W = J/^ŮGT Punct z = 0, in diescm 
werdcn die im Allgemeinen mit verscbiedenen Vorzeicben behaf-
teten Wertlie von w einandcr gleich, namlich beide = 0. Be-
tracbtcn wir ferner die durch die cubische Gleichung 

w6 — w + z = 0 
dcfinirtc Function, so licferl bier die Cardanisehe Formel, wenn 
der Kurze wegen 

und die beiden imagináren Cubikwurzcln der Einheit 
— i + i yš —í — iVš Q 

- 1 = « , 2 = <*2 

gesctzt werdcn, folgende Ausdrůckc fůr die drci AVurzcln der obi-
gen Gleichung, welche mit tvlt w2, ?#3 bezeichnet werdcn mogen: 

tv1=p + q 
iv2 = ap + a2q 
w^ = a2p + aq. 

Fůr jeden Wcrth von z bat bier im Allgemeinen w die drci 
Wcrlhc ivx, w2, wy Von dicsen werdcn aber die beiden lctz-
ten einandcr gleich, wenn p = q ist, was eintritt, wenn 

2 2 
z = + - -. oder z = — -— 

ist. In diesen Puncten wird resp. 
w2 = iv% = + Ý\ oder to2 = to3 — — ]/\. 

Nehmen wir nun an, indcm vvir an dieses Beispiel die ferneren 
Betrachtungen anknůpfen, die Variable z verándere sich stetig, 
oder der sie darstellende Punct beschreibe eine Linie, so werden 
die drei Grossen toif iv2, iv% sich ebenfalls, jede fůr sich, stetig 
andern, oder die drci entsprechenden Puncte werden drei abgc-
sondert verlaufende Linien besebrciben. Wenn aber z durch 
einen der beiden oben beslimmten Puncte bindurchgcht, z. B. 
durch den Punct z = 4- — - , so nehmen beide Grossen iv9 und 

6̂'3 den Werth + ý\ an; die beiden von iv2 und w3 beschric-
benen Linien werden daher in dem Puncte + ]/\ zusammen-
trelfen. Bcim Ueberschreiten dieses Punctes kann demnach ohne 
Unlerbrechung der Stetigkeit w2 in iu% und ic^ in iv2 ůbergehn, 
ja es bleibt vollstiindig willkurlich, auf weleher der beiden Linien 
man jede der beiden Grossen w2 und w% ihrcn Weg fortselzen 
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lassen will. Es íintlel an dieser Stelle gleichsam eine Verzwei-
gung der Linien statt, welche von den Grossen w2 und w% be-
sebrieben werden; daber liat Ricmann die P u n c t e der z -Ebene, 
bei welcben cin Functionswerlb in einen anderen iibcrgchn kann, 
Vcrzweigungspuncte genannt. In unscrein Bcispielc sind 

2 2 
biernach die Puncte z = + zrr- und z = — -— Verzweigungs-

^27 J/27 D 

- / J ) . Zuř Erlau-
In Fig. A sind die 

puncte (niebt etwa w = + V\ °dor w = 
terung ist Fig. A und B beigefugl worden. 

Fig. A. Fig. B. 

y 

/ ' 

i 

i 

:í 

riaT 

drei Linien ivv, w2, w.Á íur den Fall gezeich-
net, dass z eine der ?/-Axe parallele Gerade 
bescbreibt, welcbe durch dcnVerzweigungspunct 
c = + ->— (Fig. B) hindurcbgeht. Dabei ist 

aber die Linie wv der Deutlichkeit wegen in 
doppclt so grossem Massstabe, als die iibrigen Linien, dargestellt 
und, um Raum zu spařen, naber an die Ordinatenaxe herange-
rííckt, als sie eigentlich verláuft. Die Puncte tv, welche den Punc-
ten z entsprechen, sind mit den námlichen Buchstaben und hin-
zugefugten Indices 1 , 2 , 3 bezeiebnet. Das Bild der Verzweigung 
tritt min nocli deutlieber hervor, wenn man nur eine der Grossen 

JBL 

z. B. w» verfolgt. Biese beschreibt die Linie &3 c% d%, welche 
sich dem Puncte e>6 = e2 = j / \ nabert, wenn z auf der Linie 
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bcd au den Punct c— " beran geht; uberschreitet nim z dicsen 

Punct, so gebcn fiir ?o:] zwci Wcge von e2 = e%=.ý% aus, nám-
lich c^íAOsh\ un& c2f2ff2h29 von denen der čine eben so gnt 

Fig. A. Fig\ IJ-

> 

\ 

wie der andere als der Eurlsetzimg cfgli 
von z enlspreebend angcschen werden kann; 
es theilt sicb der dem iv% freistchende Weg 
bei c.} = c:] wirklicli in zwci Zwcigc. Wenn 
mm z von b nach // durch den Vcrzweigungs-
puncl c geht, so kann ?6\> von b:) ebensowolil 

/ 

\ff 

ď 

i 
V^ 

w 

i 

nach />.< wie nach h2 gelangen, und ebenso ?r2 von b0 aus; bei 
cincm solchen durch einen Vcrzweigungspuncl liindurchfťdirenden 
AVcge bleibt also der Endwerlh der Function unbestimmt. Wenn 
dagegen z von b nach h einen Weg besehreibt, der nicht duřeli 
einen Verzweigungspuncl hindurch fíílirt, so kann zwar je nach der 
BeschaíYenheil dicses Weges der Endwerlh der Function ein verschie-
dener sein, cr ist aber fůr jeden bestimmten Wčg des z immer ein 
ganz bestimmter. Aneb dies crláutern die Figuren A und B. Geht 
namlicb z von b iiber d, und dann lángs der gestricheltcn Linie uber 
m nach f und /̂ , so geht w3 von 63 iiber d:] und dann lángs der 
ebenso bezeichneten Linie iiber m^ nach /*3 und hz\ tv2 von b2 iiber 
d2, m2, f2 nach h2\ wz erlangt dann den bestimmten Werlh h3 und 
w2 den bestimmten Werth h2. Diese Endwerthe werden andre, 
aber wiederum bestiminte, wenn z den Verzvveigungspunct e auf 
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der anderen Scíte langs der punclirl.cn Unie uber p umgeht. 
Iu diesem Falle gebt w?y von b:>> uber d:] nnd dann langs der 
punctirten Linie uber j)$ nach f2 nnd h2; nnd ?r2 geht uber dv 
p2, f.Á nach lhv In diesem Falle sind zwar die Fortschreitungen 
der Functionen nnd dalier ancli ibre Endwcrlhe andere als vor-
bin, aber wiederum ganz bestimmte. — Im Allgemeinen sind min 
solcbe Puncte der ^-Ebene, in welchen mehrere soust versehie-
dcne Wertbe cincr Function einander gleieh werden, in der Ile-
gel aucli Verzweignngspímcte der Function. Von einer Ausnahmc 
liiervon soli sogieicb die Ilede sein. 

Eine áhnliche Vcrzweigung der Function íindet Tur solcbe 
Puncte statt, in dcnen to unendlieh gross wird nnd dadurcb eine 
Unterbreclmng der Stetigkeit erleidet. Dies ist z. B. bei der durch 
die Gleichung 

(z— /;) (tv — cf —z— a oder w = c + ]/l~E:j 

bestimmteri Function der Fall, in welcher a, h, c drei complexe 
Constanten, also drei feste Puncte bedeutcn. Hier ist z ~ a cin 
Verzweigungspunct, in welchem drei Werthe der Function in dem 
einen iv~c zusammenfallen. Ausscrdcm aber werden fur z = b 
alle drei Wcrthe von tv unendlieh gross. Hier erlciden die drei 
Functionen eine Unterbrechung der Stetigkeit und daher kann es 
wieder unentschieden bleiben, auf welchem Wege jede fortzu-
setzen ist, weil wenn dic Function einen Sprung macht, sie eben 
so wohl nach der einen, wie nach einer anderen Fortsetzung 
ihres Weges úberspringen kann. Daher ist z •==•!) ebenfalls ein 
Verzweigungspunct. Man bemerke dabei, dass wenn to fůr einen 

Werth von z unendlieh gross wird, -- an dieser Stelle den Werth 
w 

Null liat. Fúr dic letztere Function fallen daher an dieser Stelle 
mehrere Functionswerthe zusammen; also wird hier in der Be-
gel eine Verzweigung der Function -- statt fmden; das námliche 
gilt dann auch von w, Diejenigen Puncte, in denen iu unendlieh 
gross oder unstetig ist, sind daher in der Begel ebenfalls Verzwei-
gungspuncte. 

Es kann hiervon aber auch Ausnahmen geben: es giebt 
Falle, bei welchen Puncte, in denen Functionswerthe einander 
gleich oder unendlieh gross werden, doch keine Verzweigungs-
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punclc sind. Dies kanu fůr jetzl nur ersL an einem Beispiele 
crlauterl werden. In den Funeíionen 

YT— z1 nud l7J— 
sind z = + 1 nnd z= — 1 Vorzweigungspuncle; dagegen in 

{z —a) Y* »"d ; ry-
(z — a) V z 

isl z = a kein Verzvveigungspuncl, obgleich die Funclionswerlhe 
an dieser Stello im erslen Falle hcide gleich Null und iin zwei-
len heide unendlich gross sind. Wcnn namlich z den Punct a 
nberschreitct, so hat sowohl z — a als auch Yž~ einc ganz bc-
slimmte stelige Forlschreilung: z — a, w cil es uberhaupl eindeu-
lig ist, und Yž, weil + Y« ° m u í Unlerbrechung der Steligkeil 
iiichl plotzlich nach — Ya nberspringen kann. Daher haben auch 
die aus diesen Grosscn auf rationale Weisc zusammengcsetzten 
Functioncn an dieser Stelle fur jede von z heschriehene Linie 
einc bestimmle Forlschreilung, und es fíndet keine Verzweigung 
stati. Die Verzweigungspuncte sind demnach zwar uur unler dcn-
jenigen Puncten zu suchen, in vvelchen entweder eine Unter-
hrechung der Stetigkeit cinlritl, oder mehrere Funclionswerlhe 
zusammenfallen; abcr ob solche Puncte wirklich Verzweigungs­
puncte sind, muss noch bcsonders entschieden werden. 

Die vorigen Delrachlungen habeu gezeigl, dass wenn die Va-
riable z von einem hclicbigcn Puncte z0 ausgehend nach einem 
andern Puncte zí hin einen Weg beschreibt, welcher durch einen 
Verzwcigungspunct eincr Function w hindurcbfůhrt, dieselbe in zi 
verschiedene Werthe erhalt, je nachdcm man sie auf dem einen 
oder dem andern ilircr Zweige weiter gelien lasst. Cci einem 
solchen Wegc des z ist also der Wcrth dcs w in zx unbestimmt. 
Auf jedem andern Wege dagegen, der nicht durch einen Ver-
zvveigungspunct hindurch fiihrt, erhalt iv in zv einen bestimmten 
Werth, und wir wollcn nun zeigen, dass zwei Wege, die beide 
von z{) nach zx fíihren, dem to in zt nur cla nn ve r sch i edene 
Wer the zne r thc i l en , wenn sie einen Verzweigungs-
punc t e inschl iessen . Dazu bcweisen wir zucrst folgenden 
Satz: 
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Lasst man die Variablc z zwei unendl ich nah e lie-
gcnde Wege z0?nzi und z{)?izi (Fig. 9) von z0 nach z{ be-
schrc ibcn , wclchc an ke incr Stelle einem Puncte un-
endlicb nahé kommen, in dem cntwcder die Funct ion w 
unste t ig vvird, oder in vvelchem mebrere 
Fune t ionswcr the zusammenfallen, so er-
halt die Funct ion w, wenn sie aus z0 

mit dem naml ichen Wer the ausgeht , auf 
beiden Wegen in zt den namlichen 
Wer Lli. 

Um dicsen Satz zu bcvvcisen, bcmerke man 
zuerst, dass die verschicdenen Werthe, wclche 
eine mebrdeulige Function in einem und dem-
selben Puncte z hat, nur dann um eine unend- xa 
licli kleine Grosse von cinander vcrschieden sein 
konnen, vvenn der Punct z einem solchen Puncte unendlich nabc 
liegt, in dcm mebrere Functionswerthc zusammcnfallen. Denn 
nur fůr solche Puncte z nahern sich die von den Functions-
wertbcn bescbriebencn Linien, wahrend sie fůr alle anderen 
Puncte z in endlicben Entfernungcn von einandcr verlaufen. (Vgl. 
bierzu Fig. A. und B. S. 38). Da nun die beiden Wege ZQ TU Z± 
und z0 n zx der Voraussctzung gemáss sich nirgend einem sol­
chen Puncte nahern, so sind die verschicdenen Werthe, die tv 
in irgend einem Puncte der beiden Wege haben kann, um end-
lichc Grossen von einander vcrschieden. Folglich konnen auch 
die Werthe, welche die Function tv auf den beiden Wegen z{) m zY 
und z{)?izl in zi erlangt, nur entvveder einander gleich oder um 
eine endliche Grosse von einander verschieden sein. Nun kann 
aber die letztcre Alternativě nicht Slatt haben. Denkt man sich 
namlich, dass zwei bewegliche Puncte z die beiden unendlich 
nahen Wege z{)??iz] und z() n zx in der Art durchlaufen, dass 
sie stets einander unendlich nahé blciben, und bezeichnet man 
die Functionsvverthe auf der einen Linie mit wm und auf der 
anderen mit wn, so konnen tvm und ivn lángs beider Linien nur 
um eine unendlich kleine Grosse von einander verschieden sein, 
da der Voraussctzung nach tv bei beiden Wegen aus z0 mit dem 
namlichen Werthe ausgeht, und beim Uebergang von einem Puncte 
der einen Linie zu einem unendlich nahen Puncte der anderen 
Linie Stetigkeit stattflndet. Wenn nun wm und wn in zr um eine 
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cndliclie Grosse verscbicdeu wáren, so iníissle niindestens eine 
diescr Functioncn an irgend ciner Stelle einen Sprnng machen, 
was durch die Voraussetzung ausgescblossen wird, dass die bei-
den Wege z0 m z{ und z{) n zx sicb keinem Puncíe náhern sol-
lcn, in wclcbem einc Untcrbrcchung der Stctigkcit eintritt. Dem-
nach kónnen wm nud wn in zi nicht um einc endlichc Grosse von 
cinander verscbicdeu scin, und folglich sind sic einander gleieb. 

Dcnkl, man sicb nun, nacbdem dies festgcstellt ist, eine Ueibc 
auf einander folgender und unendlicb nabe an cinander liegender 
Wege, alle zwiseben den Punclen z{) und zx, und so beschaffen, 
dass keiner derselben sicb eincin Puncte nábert, in dein entwc-
der Unstetigkeit eintritt, oder Functionswerthe zusammenfallcn, so 
crhált die Function auf allen diesen Wcgen den namlieben Wertb 
in zv Daraus folgt dann: Wenn man einen Weg zwiseben zvvei 
Punctcn z{) und zí so dnreb allmalige Uebergange in einen an-
dern Weg umformen kanu, dass dabei keiner der so eben cba-
rakterisirten Puncte ubersebritten ^Yird, so erbalt die Func­
tion in z{ auf dem zwciten Wege densclbcn Wertb wic auf dem 
ersten. Lasst man nun die Variablc z von z{) ausgchcnd eine 
geschlossenc Linie besebrciben und wieder nach z{) zuruckkehrcn, 
so crhalt die Function, wenn die Variablc die geschlossenc Linie 
durchlaufen bat und z um zweitcn Male nach z0 kommt, hier den-
selben Werth, den sic beim Ausgange batte, wenn die gcschlos-
sene Linie keinen Punct umgiebt, in welehem entwcder Unstetig­
keit eintritt oder Functionswerthc zusammcnfallen. 

Solcbe geschlossenc Linicn, die von der Variablen z besebrie-
ben wcrden, sind nun fíir die Untersuchung des Einílusscs, den 
der Weg, auf welehem die Variable z nach irgend činem Puncte 
hingeht, auf den Werth ausubt, welehen die Function to in die-
sem Puncte erlangt, maassgebend. Umgiebt einc geschlossenc 
Linie keinen der schon so oft enválinten Puncte, so ándert, wic 
gezeigt worden ist, die Function ihren Werth nicht; umgiebt sic 
aber einen solchen Punct, so kann die Function ihren Werth 
ándern, oder auch nicht ándern. Werden ferner von der Va­
riablen zwiseben zwei Punctcn zwei Wege durchlaufen, die kei­
nen derartigen Punct einschliessen, so fiibren diesc zu gleichen 
Functionswerthen. Wir haben daher nur Wege zu betrachten, 
die einen solchen Punct einschliessen. Sei nun a (Fig. 10) ein 
Punct von dieser Art, und nehmen wir zwei Wege bdc und hec 
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ari, welebe a, aber keinen andern abnlicben Punci einscliliessen. 
Aus b gelie ID mit dem Werthe w0 aus und erlange auf dem 
Wcge bdc in c den Wcrth w{)\ Lasst man dann áber die Va-

Fiff. 10. riable z, ehc sie den andern Weg bec belritt, 
zuvor einc den Punct a umgcbendc gcscblos-
sene Linie bghb durcblaufcn, so kann der 
Weg bghbec in bdc umgeformt werden, oline 
dass der Punct a úberscbrittcn wird, folglich 
crlangt w auf diesem Wegc in c ebenfalls den 
AVer tli w{)\ wenn es aus b mit dem AVerllie 
w{) ausgebt. Wir liaben also Folgcndes: 

auf bdc gcbt iv von w{) nacb w{)' 
„ bghbec „ w „ w{) ,, w{)'. 

Nebmen wir nim zuerst an, w iindere seinen Wertb beini Durcli-
laufen der gesclilossenen Linie bghb und gelie in iv{ uber, so 
liaben wir zu setzcn: 

auf bghb gcbt w von ic{) nacb ?vx 
und daber 

auf bec „ w ,, wv ,, ?v()'. 
Deninacb crlangt w auf bec in c i\v\\ Werlb iv{)' dann, wenn 
es aus b mit dem AVcrlbc iv^ ausgebt; lasst man es also aus b 
mil dem AVer tli e w{) ausgebn, so kann es den AVcrth w0' niebt 
erlangen, sondern muss zu eincm andern AVerllie gcfulirt wer-
deri. VArcnn dagegen w auf der gesclilossenen Linie bghb sei­
nen Werlb niebt andert, so liaben wir zu setzen: 

. auf bghb gebt w von w0 nacb tc{) 
„ bec ,, iv „ iv{) „ w{)'; 

dann crlangt also w, aus b mit dem WTertbe iv{) ausgebend, aucb 
auf dem AVege bec den AVcrlb tv{)\ 

Hieraus folgt also, wenn zwei Wegc einen unserer in Hedo 
stebenden Punctc a einscliliessen, so fiibrcn sie zu versebiedenen 
oder gleieben Functionswerthen, je nacbdem die Function w beim 
Durchlaufen einer den Punct a umgcbenden gesclilossenen Linie 
ihren AArerth andert oder niebt andert. 

Jetzt sind wir im Stande, die Verzweigungspuncte naber fest-
zustcllen. Es soli námlicb ein Punct a, in welcbem entweder 
eine Unstetigkeit eintritt oder mehrerc Functionswerthe zusam-
menfallen, dann und nur dann ein Verzweigungspunc t 
genann t werden , wenn die Funct ion beim Umlaufe um 
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eine d i e s e n P u n c l u n d k e i n e n a n d e r n ii li n 1 i c li e n u ni g e-
bende geschlossenc Lin ie ihren Wcrth ander t . Hiermit 
ist tlenn der im Eingangc dieses Paragraphcn ausgesprochenc Satz 
dargellian, dass zwci verschiedenc, dicsclben Punctc verbindende 
Wegc dann und nur dann ciner Funclion, die vom Ausgangs-
punctc nik demselben Werlhe ausgeht, verschiedene Wcrthe zu-
ertbeilen, wcnn sic einen Verzweigungspunct einschliessen; und 
fůr gescliiossene Linicn konnen wir den Salz aussprechen: Eine 
mehrdeutige Function geht von eincm in einem Punctc z0 statt-
íindenden Werthc zu einem andercn in demselben Punctc statt-
ilndendcn Werthe dadurch auf stetige Weise uber', dass die Va-
riable z von z^ aus eine geschlossenc Linie beschreibt, welche 
einen Verzweigungspunct umgiebt. 

Geschlossenc Linicn, welche zvvei oder mehrere Verzwci-
gungspunctc umgcben, konnen cbenfalls auf solchc geschlossenc 
Linien zuruckgefiihrt werden, welche nur einen Verzweigungs­
punct cntlialtcn. Denn zieht man von einem Punctc z0 aus um 
jeden Verzweigungspunct eine gescliiossene Linie und lassL die 
Variable dicsclben eine nach der andercn durchlaufcn, so kann 

dicser Weg, ohne dass ciner der 
Verzweigungspunctc iiberschrittcn 
wird, in eine gescliiossene Linie 
umgeformt werden, die von z0 aus 
alle Verzweigungspuncte umgiebt. 
(Fig. 11, wo a und b zwei Ver­
zweigungspuncte bedeuten.) Man 
stellt solche gescliiossene Linien um 
die einzelnen Verzweigungspuncte 

am einfachsten dadurch her, dass man um jeden einen kleinen 
Kreis beschreibt und jeden dieser Krcise mít z{) durch eine Linie 
verbindet, die dann doppelt, hin und wieder zuriick, durchlaufen 
werden muss. 

§ 10. 

Es sollen nun die vorigen Betrachtungen an einigen Bei-
spielen erláutert, und daran zuglcich gezeigt werden, in welcher 
Weise die Functionswerthe beim Durchlaufen geschlossener, einen 
Verzweigungspunct umgebender Linien in einander ůbergehen. 
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Ers tes Beispiel. 
tv = ]/z. 

Hier ist z = O ein Verzvveigungspunct. Lasst man die Verán-
derliche von dem Punctc z = 1 ausgeben und die Peripherie 
eines aus dem Nullpuncte beschriebenen Kreises durchlaufen, so 
ist dies einc geschlosscne Linie, welche den Verzvveigungspunct 
umgiebt. Geht nun die Function w = Yz von dem Punctc z = 1 
mit dem Werthe w = + 1 aus, und setzt man 

z = r (cos <p + i sin <p), 
so ist zuerst im Puncte z = 1, r = 1 und (p = 0. Durchlauft 
daiin z die Peripherie des Kreises in der Richtung der wachsen-
den Winkel, so bleibt r constant = 1, und cp nimmt von 0 bis 
2 % zu. Kommt also die Verándcrliehc wieder nach dem Puncte 
z = 1 zuriick, so ist jetzt 

z = cos 2 it + i sin 2 JT 
und folglich 

w = y~ž= cos JT + í sin JT = — 1; 
die Function hat also jetzt im Punctc z = 1 nicht wieder den 
ursprúnglichen AVerth + 1, sondern den anderti Werth — 1 er-
halten. Ganz dasselbe tritt auch ein, wenn die Variable irgend 
einc andere geschlossene, den Nullpunct einmal umgebende Linie 
von z = l aus beschreibt; denn dieser Weg kann durch allmá-
lige Aenderungen in den Kreis úbergcfuhrt werden, ohne dass 
dabei der Nullpunct íiberschritten wird. Geht úberhaupt ta mit 
dem Werthe w0 von irgend einem Puncte z0 aus, fůr welchen 

Z{) = r0 (cos (p0 + i sin <p{)) 
also 

wo = r<ř ( c o s i 9>o + * s i n i 9>o) 
ist, und beschreibt z eine geschlosscne Linie, welche den Null­
punct einmal in der Richtung der wachsendcn Winkel umwindet, 
so ist bei der Ruckkunft noch z() 

z = r0 (cos (<p0 + 2 ri) + i sin (g?0 + 2 ri)) 
gevvorden; mitliin ist dann 

iv == r / (cos ( | y0 + 3r) + i sin ( | gp0 + n)) 
= — w0. 

Wird die geschlossene Linie zweimal von der Variablen durchlau­
fen, oder beschreibt letzterc einc andere geschlossene Linie, welche 
den Nullpunct zweimal umwindet, so wáchst das Argument von 
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z um in, also, das von w um 1%, und folglich erhalt dann dic 
Function ihren ursprunglieheu Werth wicder. 

Man lasse nim die Variablc von dem Puncte z == 1 nach 
einem belicbigcn Puncte Z geben, und zwar zuerst auf einer 

^ 4> Linie 1 e Z (Fig. 12), welche den Nullpunct 
nicht umwiudet, und auf wclchcr die Win-
kel (p wacbscn. Auf diesem Wege mogen 

\ r und (p in Z die Werthc R und &, und 
\ ^ io den Werl.li W crreicben, sodass 

J x IV = R1 (cos \ 9 + i sin £ «•) 
' A ( - — -̂X,— ist. Gebt man dann aber auf der andcrn 

x ^ r ^ ^ Seite des Nullpuncls von 1 nach Z auf einer 
den Nullpunct nicht umwindenden Linie 1 dZ, 

so nimmt der Winkel cp ab und erreicht in Z den Werth # — 2TC. 
Daher wird jetzt in Z 

z = R (cos (2 tf — #•) — í sin (2rc — #)) 
und 

i 
w = Bl (cos (jr — i ft) —i sin (jr — \ %)) 

d. h. 
w = — w. 

Liísst man endlich z zuerst von 1 aus eine geschlossene Linie 
lbcl um den Nullpunct und dann dic Linie \dZ beschreibcn, 
so wáchst (p zuerst von 0 bis 2TC und nimmt dann um den AVinkel 
2 7T — 9 ab, so dass dann <p in Zden Werth 2TV + & — 2 ^ = ^ 
erhalt; in diesem Falle gcht also w nach dem Durchlaufen der 
Linie lbcl von 1 mit dem Wcrthe — 1 aus und erlangt auf 
1 dZ in Z den Wertli + W. 

Zwcitcs Bcispiel. In der Function 

w = {z — l) ýž 
ist zuerst z = 0 ein Vcrzwcigungspunct, und es verhált sich diese 
Function in Beziehung auf diesen Punct ahnlich vvie die vorige. 
Bctrachlen wir daher den Punct z=l, fur welchen ebenfalls 
iv = 0 wird. Die Variable z bcschreibe um ihn eincn Rrcis mit 
dem Rádius r , von dem Puneíc a = ] + r der Hauptaxe (Fig. 13) 
ausgehend. Setzt man 

z — 1 = r (cos cp + i sin qp) 
so wird 

w = r (cos (p + / sin qp) ^ 1 + r cos qp -\- i r sin qp. 
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I)a nun r constant bleibt, untl cp von 0 bis 2TC wáchst, so an-
dert der Factor r (cos cp + / sin cp) scinen Wcrth nicht. Um das 
Vcrbaltcn des zweiten Factors zu untcrsuchen, sei 

1 + r cos cp = Q cos ip r sin cp = Q sin f; 
dann bedeulel. p die Gcradc ~0z9 I«K1 ̂  die Ncigung derselbcn 
gegcn dic Ilauptaxc, und es wird 

1 
w = r (cos qp + / sin cp) y2 (cos i ip + i sin -i # 

Umgieht nun der Kreis den Nnll- ^ . ^ 
punct nichl, so dnrchlauft ^ von 
0 an eine Heihc von Werthen, 
welche wieder mi! dem Werthc 
0 endigen, daber andert to sei-
nen Wcrth nicht. Ist al>er der 
Kreis so gross, dass der Null-
punct, welcher ein Verzweigungs-
punct ist, ebenfalls innerlialb des-
selben liegt, so wiiehst ý von 0 
bis 2TC, und dann geht also der 

i 1 
ursprungliche Wcrth w = rQ2\\\ — r p 2 uber. Fs bestatigt sicli 
also, dass nur der Punct z = 0 ein Yerzwcigungspunct ist, der 
Punct z = 1 aber nichl. 

Man kanu die gegebene Function (z— \)Y'z als aus der 
folgenden 

w' = j/(z — l ){z — b) z 
entstanden betrachten dadurcli, dass b gleicli 1 gewordcn ist. 
Eine den Punct z = 1 umgebende Linie kann dann betrachtet 
werden als eine Linie, Avclche dic heiden Piuicte z = l und 
z = b zugleich umgah, und bei wcleher dann dicse heiden Puncte 
zusammcngefallcn sind. Nun sind fiir dic Fnnction w sowohl 
z =='0, als auch z = 1 und z = b Vcrzweigungspunctc. Eine 
geschlossene Linie, welche von činem Puncte z0 aus heidc Puncte 
1 und b umgieht, kann ersetzt werden durch zwei geschlossene 
Linien, von dencn jede nur einen derselben umgieht. Geht nun 
w mit dem Werthc w'() aus z0 ans, so geht bcim Umkreisen 
des Punctcs, b, w0' in — tv{)\ und dann beim Umkreisen des Pnnc-
tes 1 wieder — w{)' in w{)' uber. Dic Function kommt also mit 
dem ursprunglichen Werthc nach z{) zuruck. Dies bleibt nun 
hestehen, wenn b sich dem Puncte 1 naber!,, und wir sehen, 
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dass wenn diese Verzweigungspuncte auf einandcr fallcn, der ge-
meinschaftliche Punct aufhort, ein Verzwcigungspunct zu sein. 
Es lcucbtct eii), dass dies allgemein gelten muss: so])ald bei zwei 
Verzweigungspuncten nur zwei und zwar die námlichcn zwei 
Functionswerthe gegenseitig in einandcr ůbcrgchen, so licbcn 
diese Verzweigungspuncte beim Zusammenrallcn einandcr auf, und 
es entstcht ein Punct, der kein Verzwcigungspunct ínelir ist. 

Dr i t t es Bei spicl. Sei 

worin a und b zwei complexe Constanten bedeuten. Ilicr liabcn 
wir zwei Verzweigungspuncte z = a und z = b. Lásst man nim 
zuerst z čine gesehlossenc Linie von činem beliebigen Puncte z{) 
aus um den Punct a besebrciben, welcbc aber b nicht umgiebt, 
und setzt zu dem Ende 

z — a = r (cos <p + i sin cp) 
wahrend 

z{) — a = r0 (cos cp() + i sin <p{)) 
sei, so ist der Anťangswerth von w, der liicr mit ivx bczeichnet 
werden moge, 

_ r0* (cos \ y0 + i sin | y0) 
wi — í * 

[a — b + r0 (cos <pt) + /sin (p{))f 
Nachdcm die geschlosscne Linie cinrnal in der Richtung der wach-
senden Winkel durchlaufen ist, ist <p0 um 1% gewachsen, und 
daher der entstchende Werth von w, weleher mit iv2 bczeichnet 
werden soli, 

_ r0*Jcos Q <p(} + %n)_+± sin (1 y0 + | n)) 
[a — b + r{) (cos cp{) + i sin g>0)]* 

geworden. Dabei kann der Nenncr, also die Grosse ]/z — b ihren 
Werth nicht geandert bahen, weil fůr diese z= a kein Verzwei­
gimgspunct ist, sondern nur z — b, also z eine geschlosscne Linie 
beschriebcn hal, die den Verzwcigungspunct dieser Grosse nicht 
enthalt. Bczeichnet man mit a den Werth 

a = cos f7t-{~tsmf7t= —• 
sodass a cinc Wurzel der Gleichung «3 = 1 ist, so kanu man 
a uch schreiben, da 
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co3(^ 0 +f rc ) + í s i n ( | g > 0 4 4 ^ 
ist, 

iv2 = aiox. 
Liisst man min die Variable aufs Ne ne eine gescblossene Linie 
um den Punct a lierum bescbreibcn, so gcht jctzt ta mit dcm 
Wertbe w2 = awY von z{) aus und erlangt folglich nacli Vollen-
dung des Umlaufs den Wertli 

tv3 = atv2 c== a2ta1. 
Nacb činem dritten Umlaufe endlich erlangt ta den Wertb ahvx, 
erhált also den ursprunglicben Wertb wi wiedcr, da a3 = 1 ist. 
Wáre man, statt ursprůnglicb mit tleni Wertbe wv von z{) aus-
zugeben, zuerst mit tlem AVertbe ta2 ausgegangen, so hátte man 
nacb resp. cin und zwei Umláufen die Wertbe ta:] und wv er-
balten; ware aber ta{) der nrsprungliche Wertb gewcsen, so wiirtle 
dieser in u\ nnd w2 úbcrgcgangen sein. 

Aehnlich verháll es sich, wenn man z eine gescblossene 
Unie bescbreibcn liisst, die nur den Punct b umgiebt. Man setze 
alstlann 

z — b = r (cos (p + i sin cp) 
nnd lasse ta mit dem Wertbe tax von z{) ausgclien, wo taí jelzt 
folgendcn Ausdruck hat 

\b — a + r{) (cos <p{) + i sin <p0)]3 

taA 
r* (cos-J-y0 + ísin-J-y,,) 

Nach einem Umlaufe des z in der Richtung der wachsenden Win-
kel wird der Wcrlh von ta 

_ [b— a + r0 (cos y 0 + / sin (p{))ý 

r{? (cos ( | 9 0 + | n) + i sin [\ <p{) + f %)) 
wobci sich jetzt der Zahler nicht geandert haben kann, wcil der 
Verzweigungspunct desselben, a, nicht umschrieben worden ist. 
Man erhált also jctzt fůr ta den Wertb 

—i = a2wi9 d. li. den Wertb w*. 

Nach einem zvveitcn Umlaufe erhált man 
w 
ac 2 z= awx, also w2\ 

endlich nach einem dritten Umlaufe stcllt der ursprunglicbe Wertb 
ta{ sich wiedcr cin, da 

W\ 
3 = W \ 

ist. 
Dui i íg -e , Funcl. coinpl. Var. A 
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Man sieht hicraus, dass die Functionswerthe bei mehrmali-
gem Umkrcisen eincs Verzweigungspuncles sich cyclisch mit ein-
ander vertauschcn. Beim Umkrcisen des Punctcs a in der Rich-
tung der wachsenden Winkel gehen 

toi iv2 w3 

nacli dem ersten Umlaufe der Reihe nach uber in 
iv 2 iv % wy , 

und nach dem zwciten Umlaufe in 
W<i W\ W2 ' 

bei einem drillen Umlaufe stollen sich dalier die ursprunglichen 
Werlhe 

Wí IV2 W% 

wieder ein. Ebenso gelien beim Umkrcisen des Punctcs b in der 
Richtung der wacbsenden Winkel die Werlhe 

ws iv 2 wt 

in w% w{ iv 2 

und in iv2 w% tv^ 
uber und crhalten nach dem drillen Umlaufe die ursprunglichen 
Werlhe 

iv] w% w% 
wieder. 

Untersuchen wir nun nocli, was einlritt, wcnn z eine ge-
schlossene Linie bcschreibt, welche beide Puncte, a und b, enl-
liált. Eine solclie kanu stets ohne Ueberschreitung cines dieser 

Puncte in eine andere ůbergefuhrt 
werden, die aus einer successiven 
Umkreisung des cinen und des an-
dern besteht (Fig. 11). Man lásst 
dann z zuerst von zQ aus den Punct 
a umkrcisen, nach zK) zuruckkchren 
und dann den Punct b umkreisen. 
Auf diesem Wege crhált w bei der 
letzten Růckkunft nach z0 densel-

ben Wcrth, als wcnn z die geschlossene Linie um beide Verzwei-
gunspuncte durchláuft (§ 9). Geht nun w mit ivx aus z{) aus, 
so erhalt es nach der Umkreisung von a den Werth ccivi = iv2, 

alsdann nach der Umkreisung von b den Werth w%~ — wx; die 

Function bekomint also ibren ursprunglichen Werth wieder. Re-
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tracbtet man in dicscr Beziclmng statt der gcgebcncn Function 
die folgendc 

io = ý{z — a) (z — b), 

bei welcber, wic man leicbl fibcrseben wird, aucli bei ciner Um-
kreisung des Punclcs b dem ursprunglicbcn Functionsvvcrlbe der 
Factor a binzugefugt wird, so gcbt bei der Umkreisung von a 
w{ in aio{—to2, nnd bei der Umkreisung von b, u\z' in aw2=-w^ 
fibcr. Ein Umlauf um beide Punctc verwandclt also w{ in w.{; 
ein zweiter Umlauf wird daber w% in to2, nnd ein dritlcr w2 

in w[ verwandeln. 

V i e r t e s Bei s p i c l . Die Function 
.<w--—-— 

welcbe die Wurzcl der Gleicbung Gten Grades 
[z — i)i t0* — 3 (z — b)2 {z ~ c) xo* — 2 {z— a) (z — b) uP> 

+ 3 {z — b)2 [z ~ c)2 wl — G {z — rt) (z — b) (z—c) to 
+ (z — a? ~(z — l>f [z - cf = o 

ist, bal. die Puncte a, b, c zu Vcrzweigungspunctcii. Fulirt man 
der Kurze wegen 

yz — a = t , ]/z — b = u , ^/z — e = t> 

ein und gicbt dem Bucbstabcn a dieselbe Bcdeutung wie in dem 
vorigen Beispiele, so kann man die 6 Functionsweríbe folgender-
massen scbreiben: 

t . / 
v IVy = h V 

* 1 

w9 = a V v 
1 u 2 t i 
«' u 

t to, = — 
4 7ť 

2^ = a — 
° u 

2 ' 
io» == cr — 

Betracbten wir nun zuerst Umláufe der Variablen um den Punct 
a\ dabci gebL i in ač, a2/, <f, uber, wabrend u nnd v unge-
iindert bleibcn; demnacb gcbt uber: 

?#! , w 2 , w^ w4 to5 ?oG 

nacb dem ersten Umlauf in to2 to:{ tox tOró w{) toA 

„ ,, zwciten ,, „ w% tov to2 w0 w± iob 

dritten „ „ iox to2 to^ w4 Wr0 toQ . 
. Um diesen Vcrzwcigungspunct berum pcrmutircn sicb also nur die 

Wertbe tvl9 io2, to^ Tur sicb, und ioA, wh, w^ fiir sicb. 
4 * 
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Bei Umlaufen um den Punct b blcibcn / und v ungeándert, 
und u venvandclt sicli in au, aluy u, •• 

u\ w2 

Also gehn uber: 

ta3 

w., 
IVy t0o 

IV, 10 a 

IV « 

to4 

IVa W 

G 
nach dem ersten Umlauť in 

„ zwciten „ „ 
„ drilten „ „ wx w2 to3 w4 wh tv(. 

hier pcrmutiren sicli also diesclbcn Funclionswcrlhe, wie bei a, 
nur in inngekehrter Aufeinanderfolge. 

Bei Umláufcn um den Punct c endlich bleibcn / und u un­
geándert, und v verwandelt sicb in — v, + v, Dahcr gelin 
bier uber: wx 

nacb dem ersten Umlauf in w, 
zweil.cn 

10. w3 
I0i{ 10A 

WK tVa 

W9 Wo 

wu 10<X UK Wr Wi\ 

tOr0 

In diesem Beispiele baben wir also crstlich zwei Verzwei-
gungspuncte a und b, um welcbe lierum die drei Werthe toiy 
to2, ivH eyelisch in cinander ůbcrgelm, niemals aber in einen der 
drei iibrigen Werthe; ebenso pcrmutiren sich hier w4, wb, tv(. 
eyelisch unter einander und gehen nie in einen der drei crstc-
rcn uber. Alsdann haben wir noch einen Verzweigungspunct c, 
in welchein die drei Paare tvt, wA; tv2, ivb; ^03, ivG jedes unter 
sich ihre Werthe vertauschen, ohne dass jemals ein Werth aus 
einem andern Paare dazu trátc. 

Lasst man z einc geschlossene Linie beschreiben, welcbe 
zwei Vcrzweigungspunctc umgiebt, so kann man eine solche wie-
der durch zwei successive Umkrcisungen je cines Punctes ersetzen. 
Werden die Puncle a und b umschlosscn, so verhalt sich die 
Sache ebenso wie bei dern vorigen Beispiele, wir wollen daher 
nur Umlaufe um a und c verfolgen und stehen das Ergebniss in 
folgender Tabelle zusammen: 

Umlaufe 

i 
2 
3 
4 
5 
6 

101 

w6 
w:\ 
wA 

w2 
w0 

um a 

gelit liber 
>> )> 
?» 19 

?) >> 

ft 'f 

?> )> 

in 
>> 
>» 
? J 

>> 
Df 

w'l 
ivti 

%vs 

w5 

wn 

wx 

um c 

IV2 111 IVr, 

tOa „ t03 

Wl ,, w4 

Wh „ IV2 

W>3 „ WQ 

W\ » wl 

um 

Wy 

ivh 

«>3 
wi 

w2 

™<j 

beide 

in tv5 

„ wB 

„ IV A 

„ tv2 

» Wfl 
„ wt 

Dabei erreicht also w seineu ursprunglichen Werth erst nach 
6 Umlauíen um die Puncle a und c 
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§ ii. 
Die im Vorigen angeslelllcu Helraehluugen zeigen, dass man 

bei eincr mchrdeuligen Function, indcin man der Variablen com-
píexe Wcrthc zucrlheill und dicselbc einc ftcilic slclig anf einan-
dcr folgendcr Werlbe diircblanfen lasst, die mit demselben Werlbe 
endigen, mil, dem sie begonncn baben (geomelrisch ausgcdnickt, 
indem man die Variable eine gesclilosscnc Linie bescbrcibcn lasst), 
von činem der Werlbe, die eine Funclion fur densclben Werth 
der Variablen anznncbmen vermag, zn cínem andcrn auf stelige 
VVcisc ubergehcn kann. Es ist fcrner gczeigl wordcn, dass eine 
bestimmte stctigc ílcihcnfolgc der Werlbe der Variablen (ein be-
stimmtcr Wcg) aucb slcls zu eincm bcslimmlcn Functionswcrlhe 
fubrt, mit alleinigcr Ausnabme dcs Fallcs, wo der Wcg der Va­
riablen durch einen Vcrzwcigungspunct hindurch fiihrt, ein Fall, 
der abcr immer dadurch vcrmicden werdcn kann, dass man die 
Variable in der Nahé des Verzweígungspunctcs einc bclicbig 
kleine Ausbiegung macbcn lasst. Ilicran knupft sich nun der 
naturliche Wunsch, sich von der Verschicdenhcit der Werlbe 
eincr mehrdeutigen Function zu befreien, um einc solche Avie 
eine eindeutige behandeln zu konnen. Nach den fruheren Aus-
einandersetzungen ist hierzu nur erforderlich, dass man sich von 
der Verschiedenartigkeit der Wege befreic, wclche die Variable 
zwischen zwei bestimmten Puncten durchlaufen kann. Nun be-
merkte schon Cauchy, dass man dics, wenigslcns in beschránkler 
Weise, dadurch crreichen kónne, dass man gcwisse Theile der 
Ebene, iřl welcher die Variable z sich bewcgcnd gedacht wird, 
abgrenzt und der Veránderlichen nicht gestattet, die Grcnzcn 
cines solchen Gebietes zu iiberschrcitcn. Da namlich einc Func­
tion, von einem Puncte z{) der Variablen ausgchend, in eincm 
anderen Puncte zt nur dann verschiedene Werthe annehmen kann, 
wenn zwei von der Variablen durchlaufenc Wege einen Verzwei-
gungspunct einschliessen (§ 9), so ist es stets leicht, ein Stůck 
der z-Ebene abzugrenzen, innerhalb dessen von z{) nach zí zwei 
solche Wege nicht móglich sind. Innerhalb eines solchen Ge­
bietes bleibt dann die Function eindeutig, da sic in jedem Puncte 
zt auf jedem Wegc nur einen einzigen Werth erhált. Cauchy 
nannte dann die Function m o n o d r o m in diesem Gebiete, wo-
fur Riemann das deutsche Wort e i n á n d r i g setzte. Allein auf 
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diese Weise wird der Variableu čine Scbranke auťerlegt, welcbe 
man nic lit immer einballen kann, da die Unlersucbungen oťt fiber 
das Gebicl, innerliall) dessen eine Funclion einándrig isl, binaus-
íubren. Daber liat Riemann cín andcrcs Miltel crsonncn, sicb 
von der Mclndcutigkcit der Funclionen zu befreien, welcbes voll-
stándig 2um Ziele fubrl. 

Bicmann nimmt an, dass wcnn eine Funclion w-deutig isl, 
also jedem Werlbe der Variablen n Wertbe der Function zuge-
boren, die Ebene der z aus n uber einander liegendcn Scbicb-
len oder Blattern bestebc (oder dass n solclie Hlatter uber der 
Ebene der z ausgebreilet scien), uber welcbe die Variable sicb 
IVei biu bewegen kann. Jedem Puncle in jedem Blalte cnlspricht 
nur ein einziger Werlb der Funclion, und den n unmillelbar 
uber einander liegendcn Punctcn aller n Blátter die n verscbie-
denen Wertbe der Function, die dcmselben Werlbe von z ange-
bóren. In den Verzweigungspuncten nun, wo mebrerc sonst vcr-
scbiedene Functionswerlbc einander gleicb sind, bángen mebrere 
jener Blátter zusammen, sodass der betreíTcndc Verzweigungs-
puncl zu glcicbcr Zeil in allen diesen zusammenbángcnden Blál-
tern licgend gedacbt wird. Die Anzabl dieser so in einem Ver­
zweigungspuncte zusammenbángcnden Blaller kann fur jeden Ver-
zweigungspunct verscbieden sein und ist gleicb der Anzabl der 
Functionswerlbe, welclie beim Umlaufe der A7ariablcn um den 
Verzwcigungspuncl cycliscb in einander ubergebcn. In dcm 
letzlen Beispicle des vorigcn §, wo die Funclion 6-werlbig ist, 
wcrden wir die z Ebene als aus 6 Blattern bcstebeud anncbmen. 
Um jeden der Verzweigungspuncte a und b bcruni geben einer-
seils die Werlbe tvíf to2, iv% und andrerscits die Werlbe w4, 
tvb, ^#tí in einander uber; daber nebmcn wir an, dass in jedem 
dieser Puncte einerscits die Blaller 1, 2, 3, andrerscits die Blal­
ler 4, 5, 6 zusammenbángen. Um den Punct c berum dagegen 
geben erstens ioi und ivv zwcitens w2 und wb und drittens iv3 
und w§ gegenseitig in einander uber; daber bángen im Puncte c 
einmal die Blátter 1 und 4, dann die Blátler 2 und 5 und end-
licb die Blátter 3 und 6 zusammen. Um nun den stetigen Ueber-
gang eines Functionswcrlbes in einen andern zu vermilteln, wer-
den sogenannte Verzweigungsscbn i t t e gcfubrt. Dies sind 
ganz beliebige, nur sich selbst nicbt scbneidende, Linien, welclie 
entweder von einem Verzweigungspuncte aus ins Unendlicbe gebn 
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oder zwei Verzweigungspuiictc mil einander verbinden. Ueber 
diese Verzweigungsschnitle binuber clcnkl man sicb nun die Blát-
ter nicbt so zusammenhángend, vvic sie naturlich uber einander 
liegcn, sondern so, wie die Funcíionswertlic in einander iibcr-
gelicn. Legen wir z. B. in dem letztcn Beispiele dcs vorigcn § 
einen Verzweigungsschnitt von a nacb b (Fig. 14), so lasscn wir, 
indcm wir den Punct a in der Richlung der vvacbsenden Winkel 

Fig. 14. 

uníkreisen, uber den Verzweigungsscbnilt binuber das Blatt 1 mil 
dem Blatte 2, dann 2 mit 3 und endlicb 3 wietler rnit 1 zusam-
menhángen. Wir wollcn die rccbte Scite dcs Vcrzweigungsschnit-
tes ~af) diejcnigc nennen, wclcbe ein Beol)acbter zur Recbten bal, 
wenn er sicb in a befindct und nacb b binsiebt. Gebt dann z 
von einem Puncte z{) im Blatte 1 (w mit dem Wcrlbe iv^) aus 
und umkreist den Punct a in der Ricblung der wacbsenden Win­
kel, so gelangt es, indem es den Verzweigungssebnitt von der 
Recbten zur Linkcn iiberscbreitet aus dem ersten Blatte in das 
zweite und befindct sicb noch darin, wenn es nach z{) zuriíck 
oder vielmehr in den unmittelbar unter z{) im 2ten Blatte liegenden 
Punct g koinmt, sodass jetzt w den AVerth iv2 erlangt hat. Wird 
dann der Kreislauf fortgesetzt, so gelangt z, wenn es zum zwei-
ten Male den Verzweigungsschnitt von der Rechten zur Linken 
iiberschreitet, in das 3te Blatt und befindet sich noch darin, wenn 
es nach dem in diesem Blatte unter z{) beíindlichen Puncte h 
gekommen ist; jetzt hat to den Werth w<ó erhalten. Ueberschreitet 
endlich z den Verzweigungsschnitt zum dritten Male, so nehmen 
wir an, dass nun die rechte Seite des 3ten Blattes sich durch 
das 2te Blatt hindurch mit der linken Seite des lsten Blattes 
uber den Verzweigungsschnitt hinůber verbinde, sodass dann z 
aus dem 3ten Blatte in das lste hinůbertrete und dann vurklich 
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wicder nach z() zurfirkgelangt.*) Jctzt erst isl. die Linie mrklieh 
geschlosscn, nud w bat auch wicder seinen urspningliehen Werlh 
erlangt. In Fig. 11 sind dic Linien mít den Nummern der Blatter 
bezcichnet, in denen sie verlaufen, nnd ausserdem die im 2ten 
mul 3ícn Blatte verlaufenden resp. geslrichclt nnd punctirt. Die 
Puncte z(), g, h, weleho eigentlich direct inilcr einander liegen 
sollen, sind der DenllicbkeU vvegen neben einander gezcichnet. 

In álmliclicr Weisc bal man sich die Sacbe bei allen Ver-
zwcigungspunctcn zu denken, nnd da von jedem soleben Puncte 
ein Verzwcigungsschnitt ausgcbt, so kann die Variablc den Vcr-
zweigungspunct nicht umkroisen, oline den Vcrzwcigungsscbnitl 
zu uberschreiten nnd dadureb nach nnd nach in alle diejenigen 
Blatter zu gelangen, welche in dem Verzweigungspuncte zusam-
menhangen. Wie in jedem Fallc die Veraveigungsschnitte zu 
legen sind, hangt von der zu untersuchenden Function ab und 
kann mcist in verschiedener Weisc gcwahlt werden. In unserem 
Bcispicle darf man a und b durch cinen solchen Schnitt verbin-
den, weil bei der Umkreisung des Punctes b in der Richtung der 
wachsendcn Winkel die Funcíion wv in w%, und dicse in tv2 iiber-
gehL (Fig. 14); nnd daher bei b dieselben Blatter und in dcrsel-

Fig. 14. 

hen Weisc zusammenhangen wie bei a, námlich die rechte Seite 
von 1 mit der linken von 2, dic rechte Seite von 2 mil der lin­
kou von 3, und die rechte Seite von 3 mit der linken von 1. 

*) Dies wiirde sich in Wirklichkeit, z. 13. an einem Modell vollstan-
dig allerdings niclit ausfuhren lassen; aber man kann dadurch ein ganz 
anschauliches Modell herstellen, dass man das erste Blatt mit dem zwei-
ten nur langs eines Theiles des Verzweigungsschnittes, etwa mittelst 
eines iibergeklebten Papierstreifens, verbindet, ebenso das zweite mit 
dem dritten, und dabei eine Lucké lasst, durch welche hindurch das 
dritte Blatt mit dem ersten verbunden werden kann. Dies Verfahren 
llisst sich in allen Fiillen ausfuhren, z. B. auch da, wo die Blatter 1, 4; 
2, 5; 3, 6 gegenseitig in einander ubergehn. 
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Bleiben wir noch bei diesem Beispiele slebn, unii unlersuchen 
wir aneb den im vorigen § besprocliencn Umlauf um a und b 
und um a und c. Bei činem Umlauf um a und b wird der Ver-
zwcigungsschnitl gar nicht ubcrschrilten, sodass z im lslen Blalte 
bleibt; in der That erhált nach činem solcben Umlauf ta in z{) 
seincn Anfangswerlh wicder (vgl. Beisp. 3. § 10). Um die Um-
kreisuug der Puncle a und c zu unlersuchen, lcgen wir von c 
aus einen Vcrzweigungsschnilt ins Unendlichc und lassen hier je 
zwei der Blátler 1, 4; % 5; 3 , 6 gegenseitig in einander uber-
gehen. 

Fiir die hier slallPindenden Ucbergange der Functionswerlhe 
bal len wir S. 52 folgende Tabelle gefunden: 

Umlaufe 
_ - ---/-—__-_:— 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

— =-_=.— 
ivx 

wh 

w% 
w i 
iv2 

WQ 

um a 
j=====z.====-.=r r-... 

gebt ůl)er 
>> ?> 

>> 7) 

">> »> 
J 9 >> 

> ? J > 

in 
J» 

5? 

>> 
>J 

„ 

tV.y 

w6 

wt 
IVr, 

u>3 
w4 

um 
- - - • - - ^ = r 

w2 in 
wKS „ 
" ' i » 

^ 5 -

^ 3 » 

Wi „ 

c 
-_-_r^r— 

^ 5 

W 3 

^ 4 

^ 2 

^ 6 
W i 

um 

w\ 
W5 
W1 

wx 
u>2 
w6 

beide 
- - — _ — — r -. 

in wh 
„. w3 

M ^ 4 

„ W>2 

» w« 
„ Z^j 

Diese Uebergange 
sind in Fig. 15 darge- Fig. 15. 
stellt, indem jede Linie 
mil der Nummer des 
Blaltes bezeichnet ist, in 
welcber sie verláuft. Die 
eigcnllicb unter dem 
Ausgangspuncte 1 lie-
genden Puncle sind der 
Deutlichkeit wegen ne-
ben einander gezeichnet, 
und den letzten Punct 1 
hat man sich mít dem 
crsten als zusammen-
fallend zu denken. 

Dieses in unserem Beispiele aus 6 Bláttern beslehende Ge-
biet fur die Veránderliche z biltlet nun eine einzige zusammen-
hangende Fláche, indem die Blátler in den Verzweigungspuncten 
zusammenliangen und lángs der Verzweigungsschnitte in einander 
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íibergehen. In dieser Flacbe isl w eine vollkommen eindeutige 
Fuiictioii des Orles in der Fliiehc, da sie in jedem Puncte der lelzle-
ren denselbcn Werth erlangi, auf wclehcm Wege aneb dic Variable 
zu dem Puncte gelangen mogc. Bcschrcibt z zwischen zwci Punc-
len zwci Wege, wclehe einen Verzweigungspunct einschliessen, so 
niuss cineř von beiden nothwendig einen Verzwcigungsschnitl iíbcr-
schreitcn und dadurch in ein andercs Blatt gelangen, so dass die 
Endpuncte der beiden Wege nicht mehr als zusammcnfallend, 
sondern als zwci verschiedenc Puncte der z-Flache zu betrachten 
sind, in denen dann auch verschiedene Functionswerthc stati ba­
hen. Beschreibt aber z eine wirklich geseldossene Curve, d. h. 
fallen Anfangs- und Endpunct der Curve in den namlichen Punct 
des namlichen Blattes zusammen, so erhalt auch die Function den 
Anfangswcrth wieder. Nur wenn die Variable durch einen Ver­
zweigungspunct hindurch geht, kann sie nach Belieben in jedeš 
der hier zusammenhangenden Blatter i\bcrgehn, und dann bleibt 
es unbestimmt, welchen Werth die Function annimmt. (§ 8). 

§ 12-
Um nun im Allgcmeincn nachzuweisen, dass vwrklich in allen 

Fallen durch eine die ^-Ebenc /z-fach bedeckende Flachc, deren 
cinzelne Blatter in den Verzwcigungspuncten und langs der Ver-
zwcigungsschnittc in der oben crlauterten Wreisc zusammenhangen, 
eine n-deutige Function in eine eindeutige vcrwandelt werden 
kann, haben wir nur unser Augenmerk auf irgend eine scheinbar 
geschlossene Linie zu richten, worunter wir eine Linie verstchen 
wollcn, deren Endpunct unter oder uber dem Anfangspuncte in 
cínem anderen Blatte wie der letztere liegt. Wenn eine solche 
scheinbar geschlossene Linie, welche einen oder mehrere Ver-
zweigungspuncte beliebig oft umwinden mag, und von der wir 
nur voraussetzen, dass sie durch keinen Verzweigungspunct hin-
(lurchfůlirt, von der Variablen durchlaufen ist, so wird jeder der 
n Functionswerthc entweder ungeándert geblieben oder in einen 
anderen ubergegangen sein, sodass die n Werthe wieder sámmt-
lich, nur in einer anderen Anordnung, auftreten. Nun kann aber 
jede beliebige Anordnung von n Elementen aus einer anderen 
Anordnung durch eine Beihe cyclischer Vertauscliungen erzeugt 
werden. Unter einer eyel ischen Ver tauschung j^ter Ord-
nung versteht man namlich eine solche, bei welcher man aus 
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den vorhandenen n Elementu belicbige p lieransgrein und min 
au die Stelle des erslen ein zweiles, an Stelle dieses ein drittes 
u. s. \v., endlieh an Stelle des ^ten wieder das erstc setzt. Eine 
solche eyclisclie Vertausclmng Mer Ordnung liat die Eigenschafl, 
dass naeh p Wiederholungeii dcrselhcn, und niclit frúher, die tir-
sprungliche Aiionluiiiig wieder zum Vorsrliein kommt; ilcnn da 
an die Stelle jedeš Elementes ein anderes, an die Stelle des /Hen 
abcr das erste tritt, so kanu jedeš Element erst dann wieder an 
seiner ursprimglichen Stelle erschcinen, wenn die sammtlichcn 
p — 1 anderen Elemente an derselbcu Stelle auígetrclcn sind, dann 
abcr tritt jedeš Element aneb wirklich wieder an seine ursprung-
liebc Stelle. Um nun nacbzuweisen, dass jede Anordnung aus 
einer anderen dureb eine Heihc eyeliseber Vcrlauschungen cr-
zeugt werden kanu, nebmen wir an, irgend eine Anordnung ent-
stebe aus einer anderen so, dass an die Stelle eines Elementes, 
z. B. 1 ein anderes, z. I*. 3, gclretcn sej. An die Stelle von 3 
tritt dann enlweder 1, und dann liaben wir sclion eine cyclische 
Verlauschung zweiter Ordnung, oder ein anderes z. B. 5. An 
die Stelle dieses letzteren tritt nun wieder enlweder das crsle 1, 
und dann liaben wir eine cyclische Vcrtauschung dritter Ordnung, 
oder wiederum ein anderes, das nothwendig von den schon be-
nutzlcn 1 , 3 , 5 verschieden sein muss. An die Stelle dieses 
kann entwcder das erstc treten, wodurch eine cyclische Vcrtau­
schung geschlossen wiire, oder wieder ein anderes; einmal aber 
muss die cyclische Vcrtauschung sich schliessen, wcil ubcrhaupl 
nur eine endliclie Anzahl von Elcmcntcn vorhandcn ist, und das 
erste Element 1 sich an irg-end einer Stelle der zweiten Anord­
nung vorfmden muss. Auf diesc Wcise ist dann eine Reilic von 
Elementen abgefertigt. Begiunt man nun mit irgend einem der 
noch nichl verwcndeten Elemente, so kann man das vorige Ver-
fahren wiederholen, bis alle Elemente erschopft sind und hal so 
eine gcwisse Anzahl eyelischer Vertauscbungen erhalten, wclche 
nach einander angcwendet, die zweite Anordnung aus der er-
sten erzeugen. Hat ein Element bei der zweiten Anordnung seine 
Stelle nichl geándert, so kann eine Nicht-ánderung als eine cy­
clische Verlauschung erster Ordnung angesehen werden. Ein 
Beispiel moge das Vorige ^láutern. Seien die 11 Elemente 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
in die Anordnung 
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3 11 5 2 7 10 1 O 6 8 4 
iibergegangen; so sieht man, dass nach der Reihe 

1 3 5 7 
in 3 5 7 1 
iibergcgaugen sind ; diese bilden also eine cyclisclic Vertauscluing 
vierier Ordnung. Gchl man dann von 2 aus, so zeigl sich, dass 

2 11 4 
in 11 4 2 
íibergelm; also hal man einc zwcilc eyclische Verlauschung drit-
ter Ordnung. Das náclistc noch nichl verwendele Element isl 6. 
Dann geht G 10 8 9 
in 10 8 9 6 
uber, nud man hal eine drille eyclische Verlauschung vierier 
Ordnung. Jelzt sind alle 11 Elemenle crschopťt, und ťolglich 
wird die zweitc gcgcl)cnc Anordming aus der ersten durch die 
gefundenen drei cyclischen Vcrtauschungen erzeugt. 

Kchrcn wir min zu unseren Functionswerthen zurůck, so 
folgt, dass was auch immer fur einc Anordming derselben durch 
eine scheinbar gcschlosscne Linie cnlstehen mag, dieselbe immer 
durch einc Rcihe cyclischer Vcrtauschungen der Funclionswerlhc 
hervorgebrachl werden kann. Damit ist zuerst die Einfúhrung 
der Verzweigungspuncte und der von ihnen ausgehenden Verzwei-
gungsschnitlc gerechlfcrtigt, um welchc herum die Functions­
werthe nur eyclische Vcrtauschungen crleiden. Abcr diese míis-
sen auch ganz bcstiinmtc scin, denn die Werthándcrung, welchc 
jeder Functionswcrlh bei ciner einmaligen Umkrcisung des Ver-
zwcigungspunctes erfáhrt, erfahrt der namliche Functionswcrlh 
bei einer zweiten Umkrcisung wieder, sodass andre als die be-
slimmten Glieder der cyclischen Vertauscluing hicr nicht vorkom-
men konnen. Dadurch rcchtfcrtigt sicli, dass in jedem Verzwei­
gungspuncte nur eine Anzahl ganz bestimmter Blátter zusammen-
hangen. Da endlich jeder scheinbar geschlossenc Weg in eine 
Reihe von Umkreisungen der einzclnen Verzweigungspuncte um-
geformt werden kann (§ 9), so konnen uberhaupt nur solche 
Anordnungen der Functionswerthe vorkommen, welche durch die 
bestimmten bei den Umkreisungen der Verzweigungspuncte statt-
flndendcn cyclischen Vcrtauschungen erzeugt werden konnen. 

Damit ist dargethan, dass alle Anordnungen, welchc die 
Functionswerthe einer w-werthigen Function eingehen konnen, 



Absclm. III. Mehrdeutige Functionen. § 13. Gl 

durch die cyclischen Vertauschungen um die Verzweigungspnncte 
hcrum hervorgebracht werden; und dcnkt man sich nun die Blát-
ter der Flácbc langs der Verzweigungsschnilte in der Weise zu-
sammenhángend, wie die cyclischen Vertauschungen es verlangen, 
so verlheilen sich fůr jeden Wcrth von z die einzelnen Func-
tionswerthe auf die einzelnen Blátter, und die Function wird in 
der That zu eincr eindeutigen Function des Ortes dieser Fliichc. 

Hierdurch ist die Vieldcutigkeit der Functionen aufgehobcn, 
und wir werden nun im Folgenden stcts annehinen, dass das Ge-
biet der Vcránderlichen aus so vielen Bláttern bestehc, als nolhig 
šiml, um eine zu betrachtcnde vieldcutige Function in eine ein-
deutige zu verwandeln, und werden zwei Puncte nur dann als 
idenlisch betrachten, wenn sie auch demsclben Blatte der Fláclie 
angehoren. Demgcmáss ncnncn wir eine Linie nur dann wirk-
lich geschlossen, wenn ihr Anfangs- und Endpunct* in dcm 
namlichen Puncte des namlichen Blaltcs zusammenfallen. Endigt 
dagegen eine Linie in činem Puncte, der unter oder uber, dcm 
Anfangspuncte in eincm anderen Blatte licgl, so nennen wir dic 
Linie s c h e i n b a r geschlossen. 

S 13. 
Ilieran knůpfcn sich noch folgende Bemcrkungen. Bcim 

Ueberschreiten cines Verzweigungsschnittes sctzt sich, wie erláu-
tert worden ist, ein Blatt in cin anderes fořt, in der Art, dass 
wenn die Variable sich auť demsclben forlbewcgt, die Function 
sich stetig ánderl. Wenn dagegen dic Variable in dem namlichen 
Blatte von der einen Seite eines Verzweigungsschnittes auf die 
anderc Seite desselben hiniiber tritt, so erleidet die Function eine 
Unterbrechung der Stetigkeit; in der That wird angenommen, 
dass der auf der rechten Seite eines Verzweigungsschnittes be-
findlichc Thcil cines Blattes mít dem auf der linken Seite liegen-
den Thcile desselben Blattes íibcr den Verzweigungsschnitt hin-
ůl)er nicht im Zusammenhange steht. In zwei Punctcn, welche 
cinander unendlich nahé liegen, aber in dcm namlichen Blatte 
auf verschiedenen Seiten eines Verzweigungsschnittes sich befin-
den, sind daher dic Funclionswerthe nicht auch nur um ein 
unendlich Rleines von cinander verschieden, sondern um eine 
endliche Grosse, falls die beideu Puncte nicht gerade einem Ver-
zweigungspuncte unendlich nahé liegen. Blan druckt dies auch 
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kurz so aus, dass man sagt, die Function bat in dcraselben Blatte 
zu beiden Sciten eincs Vcrzweigungsscbnittes verscbicdenc Wertbe, 
wábrend sic auf den in einander ubergebenden Bláttern zu bei­
den Seiten des Vcrzweigungsscbnittes gleicbc Wertbe bat. INimmt 
man z. B. bci ]/l den von dem Verzwcigungspuucte z = 0 aus-
gcbenden positiven Theil der Ilanptaxc als Vcrzweigungsscbnilt 
und bctracbtet zwei Puncte 1 + £ und 1 — s, wclcbc zu beiden 
Sciten des Verzweigungsscbníttes unendlicb nalití an dem Puncte 1 
liegen, indein £ eine unendlicb kleine (etwa rein imagináre) Grosse 
bedeute; nimmt man ferner an, auť der linkou Seite der positi­
ven Uauptaxe bátten im ersten Blatte die Wertbe von yz das 
Vorzeicbcn + und daber im 2ten Blatte das Vorzeichen —, so ist 
Tur z = 1 + £ im erslen Blatte ]/z~ = + jKí + J, fiir z = 1 — e 
dagegen in demselben Blatte Yz~:= — Yl —i-, denn gebt man 
von z = 1 auf einer gescblossenen Linie in der Bicblung der 
wacbsenden Winkel um den Nullpunct borům nacb 1 zurúek, so 
gebt Yz~ von + 1 in — 1 uber (§ 10. Beisp. 1). Daber baben 
die Wertbe von fz auf der reebten Scite des Vcrzwcigungsscbnit-
les im ersten Blatte das Vorzeicbcn —, und im zweiten Blatte 
das Vorzeicbcn + . Lásst man min z den Vcrzweigimgsscbnitt 
ubersebreiten und von 1 —£ im ersten Blatte nacb 1 + £ im 
zweiten Blatte gelangen, so gebt — Y~\~ZT~B in — y~Y+s 
iiber. Diese Aenderung ist stetig, da der Unterscbicd gleicb 
— y i _|_ 8 -f- J/ i _T7, also mil, Vcrnacblássigung unendlicb klei-
ner Grossen zweiter Orduung gleicb — (1 + -2-s) + (1 — -£- s)=~—£, 
daber unendlicb klein ist. Tritt aber z von 1 — £ auf dem 
rcebten Tbeile des ersten Blattos nacb 1 + £ auf dem linken 
Tbeilo desselben Blattes binúbcr, so gebt — y~\ _ £ in + y i + g 
uber, und daniť ist der Unterscbied gleicb y^Zfl + y i — a 
= 1 + Ý £ + (1 — i ř) — 2, also niebt mebr unendlicb klein. 
Die Function maebt also in der Tbat einen Sprung. 

Riemctnn nennt die Verzweigungspuncte aucb Win dun g s-
p u n c t c , weil die Flácbe sich um einen soleben Punct wic cinc 
Scbraubcnflácbe von unendlicb kleiner Gangbobe bcrumwindct. 
liangen dann in eincm soleben Puncte nur zwei Bláttcr der Fláclie 
zusammen, so beisst derselbe cin e infaeber Vcrzweigungs-
punct oder cin Windungspunc t c r s t e r Orduung , liangen 
aber in ibm n Bliitler der Fliicbe zusammen, so beisst er cin 
AVind ungspunct {n —- l ) ter Orduung. Fiir manebe Unter-
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sucliungcn ist es nim wiclitig zu zeigen, dass ein Windungspunct 
[n — l) ter Ordnung immer so angeseben werden kann, als wenn 
in ihm n — 1 einfachc Vcrzvveigungspunctc zusammengerallen 
waren. Nebmen wir bcispiclsweise n = 5 an, so gelangt bei 
činem Verzweigungspuncte, in welehem 5 lilálter zusammenhan-
gen, dic Variablc nacb jedem Umlaufc in das nachstfolgende Blatt, 
und čine Curvc muss 5 Umlaufc um den Verzvvcigungspunct ma-
eben, ebe sic wieder in das erste zurfickgclangt und sich sclilicsst. 
Passelbe QndcL abcr auch stati, wenn man 4 einfachc Verzwei-
gungspunctc a, b, c> d annimmt, in weleben der Reihe nach fol-
i»endc Binder zusammenliiingen; 
i n a b c d 

1 und 2 1 und 3 1 und 4 1 und 5. 
ín Fig. 1G sind ad, bb\ cc, dď 
die Vcrzweigungsschnitlc, und 
dic Zahlcn bedeuten dic Num-
mern der UliUter, in welclien 
dic Linicn verlaufen. Ucl)er-
schrcitet dic Curvc von z{) aus 
den Schnitt aa\ so triu sic aus 
1 in 2 und blcibt bci dem gan-
zen Umlauf in 2 , weil dies 
Blatt in keincm der Puncte b, 
c, d mit einem anderen zusam-
menhangt. Bcim ersten Um­
laufc kommt also dic Curvc aus 
1 in 2. Wird nun ad zum zwcitcn Male iiberschritlen, so tritt 
sic aus 2 in 1 und dann bei W aus 1 in 3. Dann abcr blcibt 
sic bis zur Ruckkunft nach z{) in 3 , also bringt der 2te Umlauf 
sie nach 3. Erst bei bb' tritt sic wieder aus 3 in 1 und dann 
bei cc aus 1 in 4. In dicser Weise bringt jeder neue Umlauf 
die Curvc in das nacbstfolgende Blatt; nach dem 5ten Umlaufc 
gelangt sie daher in das erste Blatt zuruck und sclilicsst sich. 
Man šicht also, dass die Uebergange hier in derselben Weise 
stattfinden, wie bei einem Windungspuncte 4ter Ordnung, náhern 
sich daher dic 4 cinfachen Verzweigungspuncte und fallen schliess-
lich zusammen, so blcibt allcs ungeandert. Es zeigt sich zugleich 
in dicsem cinfachen Falle, dass dic Anzalil der Umlaufe, wclche 
eine Curvc um ein Ccbiet machen muss, um sich zu schliesseu, 
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um 1 grosscr ist, als die Anzalil der in diesem Gebiete enthal-
tenen einfachen Verzweigungspunctc, da der Windungspunct 4ter 
Ordnung 4 einfachen Verzweigungspuncten aequivalent ist. Es 
soli spáter gezeigt werden, dass diesc Beziebung allgemein gilt. 

§ 14. 
Es scheint bier der geeignete Ort zu sein, ciner Vorstcllungs-

art Erwahnung zu tliun, welchc aneb im Uncndliclien entweder 
eine bestimmte Fortscbrcitung oder eine Vcrzweigung moglich 
maclit. Nach Riemann kanu man sich namlich die Ebene, dc-
ren Punctc die Werthe einer verándcrlichen Grosse darstellen, 
im Unendlicben gcschlosscn* als eine Kugel mit unendlich gros-
sem Rádius denken. Der unendlich entfernte Punct kanu dann 
als ein ganz bestimmter in dieser geschlossenen Flache aufgefasst 
werden. Besteht nun eine Flache aus n Blattern, so ist jedeš 
als im Unendlicben geschlossen, als eine Kugelílache mit unend­
lich grossem Rádius zu denken, und in jeder dieser Kugelfláchen 
nimmt der unendlich entfernte Punct eine bestimmte Stelle ein. 
Dann ist es auch denkbar, dass mehrere Blatter in dem Punkte 
oo zusammenhangen, und dass dieser ein Vcrzwcigungspunct ist. 
Um bei einer durch einen Ausdruck gegebenen Function w =f{z) 
zu entscheiden, ob z = oo ein Verzweigungspunct ist, braucht 

man nur z = — zu setzen. Geht dann / (z) in <p (u) uber, so 
liefei t jeder Verzweigungspunct z = a von / (z) fiir (p (u) einen 
Verzweigungspunct w = — , und umgekehrt jeder Verzweigungs­
punct u = b von cp (u) einen solchen z= - von f (z); daher 
ist z = oo ein Verzweigungspunct von f (z) oder nicht, je nacli-
dem u = 0 ein Verzweigungspunct von cp (u) ist oder nicht. Bei 
einer im Unendlicben geschlossenen Flache, bei welcher z z= oo 
ein bestimmter Punct ist, kanu man nicht mehr einen unbestimmt 
ins Unendliche gehenden Verzweigungsschnitt ziehen, sondern, 
wenn ein solcher ins Unendliche geht, so endet er in dem be-
stimmten Punctc z = oo. Zur Erláuterung dieser Vorstellungs-
art geschlossener Flachen und einiger dabei zur Sprache kom-
inender Nebenumstandc mógen ein Paar Beispiele vorgefúhrt wer­
den, wobei wir uns in BctreíT der Bezeichnungen der Kurze 
wegen auf die in § 10 und 11 angewendelen beziehen. 
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1) Die sclion betrachtete Function 
3> fw = y~ + V~-< 

geht durch die Substitution z 1 . - in 
u 

v <»>=fraí + VT=r 
Yu 

uber, dahcr ist u = 0 imd also auch z = oo cin Verzweigungs-
punct, und zwar hangen, wic man sieht, Jiier dicselben BláLter 
zusammen, wie im Puncte c. Man wird daher einen Verzwei-
gungsschnitt von a nach 1/, und einen zweitcn von c nach oo 
ziehen. 

2) Die Function 

/ > ; -v-(z--a)(z — b) 

geht in 
<p (u) = y (1 — au 

iiber; daher ist z = oo kein 
Verzweigungspunct, sondern nur ^ 
die Puncte 0, a und č>. Man y 
kann nun hier einen Vcrzwei- Jf 
gungsschnitt von a durch oo nach J/7 

b, und einen zweiten von 0 nach 
oo legen (Fig. 17). Dann gehen 
aber uber den Theil a oo hin-
iiber die Blátter in anderer Weise 
in einander liber, wie iiber den 
Theil b oo, námlich so wie die 
Zahlen in der Figur es andeu-
tcn 

V J 
Um den Verzweigungspunct 0 in der Richtung der wach-

also 1 in 2 senden Winkel herum geht f (z) in f-^- = a f 
und daher auch 2 in 3, und 3 in 1 uber. Umkreist man nun 
den Punct oo, so geht beim Ueberschreiten von 0 oo, 1 in 2, 
dann beim Ueberschreiten von b oo, 2 in 3, und endlich beim 
Ueberschreiten von a oo, 3 in 1 uber. Hier kommt man also 
sclion nach dem ersten Umlauf in das erste Blatt zurůck, dic 
Function ándert ihren Werth nicht, und der Punct oo ist daher 
wirklich kein Verzweigungspunct. 

D u r e g o , Funcl. compl. Var. £) 
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<y 2 jř/ r > 2 J ó 

v 

Man liátte hier aucb die Puncte a und b durcb einen in der 
Endlichkeit verlaufenden VerzweigungsschniU verbinden kónnen 
(Fig. 18). Danu muss es aber auf dieser Linie einen Punct c 

_,. <0 geben, wo die Scheidung statt 
Fig*. 18. D ° 

íindet, sodass uber ac hin-
\̂  j^~^ uber die Blátter in anderer 
2j Jj Weise zusammenhángen, als 

2 / ý uber bc. Legt man dann den 
J K zvveiten Verzweigunosschnitt 

von 0 nach c, so bleibt auch 
beim Umkreisen des Punctes 

' c die Function ungeándcrl, 
sodass c kcin Verzweigungspunct ist. Man kann hier die Sachc 
in áhnlicher Weise, wie es im 2ten Beispielc des § 10 schon er-
láutert wurde, so ansehn, als wenn der Punct c durch das Zu-
saiTiinenfallen dreier Verzweigungspuncte d, e, f entstanden wáre, 
welche sich gegenscitig aufgehoben haben, sodass die gegebene 
Function aus der folgenden 

z — a > z — b (z—J)2 

z — d z — e z2 

dadurch entstanden gedacht wird, dass d = e = / = c geworden 
ist. Man kann hier die Verzweigungsschnitte auch noch auf eine 
dritte Art wahlcn, indem man einen solchen von a nach 0, und 
einen zweiten von () nach b zieht. 

3) Pie Function 

f {z) = }/{z — a) [z — b) 
geht in 

#9> w -v-(l — au) (1 — bu) 

iiber, daher ist z = oo ein Verzweigungspunct. Man kann hier 
einen VerzweigungsschniU von a nach oo und einen zweiten von 
b nach oo legen (Fig. 19), und die Blátter so zusammenhángen 
lassen, wie die Figur andeutet. Ein Umkreisen des Puncts oo 
fúhrt dann zuerst iiber b oo von 1 nach 2, und dann iiber a oo 
von 2 nach 3, also bei einem Umlaufe von 1 nach 3, sodass die 
Function sich ándert, und z = oo wirklich als Verzweigungspunct 
auftritt. Man bemerke dabei, dass wenn die Bewegungsrichtung 
auch hier die der wachsenden Winkel sein soli, die Umkreisung 
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cinen Kras mít grosscm 

von oo aus gesebn in entgcgen- ^ig 19. 
gesetzter Richtung stattíinden 
muss. Denn setzt man 

u = r (cos cp — i sin q>), 
so folgt 

z = — (cos (p + i sin <p). 
Beschreibt also u einen Kreis um 
den Nullpunet mit kleinem Rá­
dius und in der Richtung der 
abnehmenden Winkel, so beschreibt 
Rádius und in der Richtung der wachsenden Winkel. In diesem 
Falle geht cp (u) bei einem Umlauf in a2 <p (u), also auch f (z) in 
a2 f (z) iiber, d. h. man kommt aus 1 nach 3, wie es die Fi­
gur zeigt. 

Man kann auch hier die Puncte 
a und 1) durch einen im Endlichen 
verlaufenden Verzweigungsschnitt ver-
binden, darauf einen Scheidungspunct 
c annehmen und von diesem einen 
zweiten Verzweigungsschnitt nach oo 
ziehen (Fig. 20). Auch dann andert 
sich die Function beim Umkreiscn 
des Punctes c nicht. 

rt 

Fig. 20. 

/ \ 
2 3/ J * Z 

% 15. 
Bedeutet iv eine mehrdeutige Function von z, W aber eine 

rationale Function von w und z (oder auch von iv allein), so ist 
die z-Fláche fur die Functiou W ebenso beschaffen, wie fůr die 
Function w. Denn bezeichnet man mit ivy. und ivx irgend zwei 
demselben z zugehorige Werthe von w, mit W* und Wi die ent-
sprechenden Werthe von W, so muss Wn in IVi ůbergehen, so 
oft wK in w% ůbergeht, weil jedem Werthenpaare von z und w 
nur ein einziger Werth von W entspricht. Die Uebergange der 
W-Werthe hángen daher in derselben Weise von den von z durch-
laufenen Umkreisungen ab ; wie die w- Werthe. Daher hat die 
z-Fláche fůr W dieselben Verzweigungspuncte und Verzweigungs-
schnitte wie fůr to, und in jedem Verzweigungspuncte hángen 
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aucb die námlichen Blátter zusammen. Aus diesem Grunde nennt 
Riemann alle rationalen Functionen von to und z ein System 
gle ic l iverzweigtcr Functionen. 

Vierter Abschnitt. 

Integrále mit complexen Variabelen. 

§ 16. 
Man kann das bestimmte Integrál von einer Function einer 

complexen Veránderlichen genau in derselben Weise deíiniren, 
wie dies bei reellen Variablen geschieht. 

Es seien z() und z irgend zwei complexe Werthe der Varia­
blen z. Man denke sich die Puncte, welche diese beiden Werthe 
reprásentiren, durch eine beliebige ununterbrocbene Linie ver-
bunden und nehrne auf derselben eine Reihe eingescbaltetcr Puncte 
an, welche den Werthen zif z2, . . . zn der Variablen entspre-
chen. Ist ferner f {z) eine Function von z, und bildet man die 
Šumme der Productc 

f M (zi — z») + f (*i) iz2 — z\) + +f (zn) iz — Zn)> 
so ist der Grenzvverth derselben, wenn die Anzahl der zvvischen 
z{) und z langs der beliebigeri Linie eingeschalteten Werthe ins 
Uncndliche zunimmt, die Diílerenzen zt — z{), z2 — zí9 etc. 
also ins Unendliche abnehmen, das bestimmte Integrál zvvischen 
den Grenzen z0 und z, also 

j f (z) dz = lim [/"(z0) [zx — z0) +f[zi)(z2 — zt) + 
Í +í (Zn) (Z - Zn)l 

Man sieht, dass diese Definition von der gewohnlich bei reellen 
Variablen gegebenen in nichts Wesentlichem verschieden ist. Ein 
Unterschied besteht allerdings darin, dass, wie es die Nátur einer 
complexen Veránderlichen eríbrdert, der Weg, den dieselbe zwi-
schen der unteren und der oberen Grenze durchláuft, d. h. die 
Reihe der dazwischen liegenden Werthe, nicht vorgeschrieben ist, 
sondern durch jede ununterbrocbene Linie gebildet werden kann. 
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