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Ahsclin. V. Der Logarithmus und die Exponenlialfunclion. § 22. 89 

wenn das Integrál liings einer den Punct z = l uiugebenden ge-
sclilossencn Linie gcnomnien wird. Denselben Wertb bat das In
tegrál aucli, wenn die geschlosscne Linie cinen der drei anderen 
Verzweigungspuncte — 1, + y , — y umgiebt. 

Die Untersucliung, welehen Wertb das Integrál B bat, wcnn 
die Voraussetzungen des vorigen Satzes niebt erfúllt sind, kann 
erst spiiter (Abscbnitt VIII) vorgenoinmen werden. 

Fiinfter Abschnitt. 

Der Logarithmus und die Exponeiitialfunction. 

§ 22. 
Da wir in der Folgc von. einigen Eigenschaftcn des Loga

rithmus Gebrauoh zu maeben genotliigt sein werden, so mússen 
wir fůr einen Augcnblick die allgemeinen Betracbtungen unterbrc-
clien und uns zuerst mit dieser speciellen Function besebaftigen. 
Dabei ersebeint es niebt unzweckmassig, diese Untersucliung ctwas 
vollstandiger zu fůhrcn, als es fůr die beabsicbtigte Anwendung 
nothwendig gewesen ware, und aucb gleicb daran die Betrach-
tung der aus dem Logarithmus folgenden Exponentialfunction an-
zuschliessen. Da wir es hier alsdann mit einern speciellen Falle 
der in den Abschnitten IX und X anzustellenden allgemeinen Un-
tersuchungen zu tliun bahen, so kann dies Beispiel aucb dazu 
dienen, fůr jene spáteren Betracbtungen die Vorstellungen zu 
fixiren. 

Wir bezeiebnen nach Riemann mit dem Namen Logarithmus 
jede Function f(z), welche die Eigcnschaft hat, dass 

f(z.u)=f(z)+f(u) (5) 
ist. Dadurch ist die Function bis auf eine Constante vollstándig 
bestimmt, denn wir werden daraus alle ihre Eigenscbaften ablei-
ten kónnen. Setzt man zuerst u = 1 und lasst z beliebig, so folgt 

f(z)=f{z)+f(l) 
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also 
f{\) = Log 1 = 0. 

Selzt man aber « = (), so crhiilt man 
/"(O) =f(z)+ /(O); 

giebt man min dem z einen Wcrtli, fur welclicn f[z) íiicht glcich 
Null ist, so folgt 

/*(0) —Log 0 = oo; 
aus demselbcn Grundě Avird auch Log oo unendlicli gross. Man 
kanri ferner den Logaritlmius duřeli ein Integrál ausdrueken. 
Denn differentiirt man die Glcicbung (5) parliell nach ti, so folgl 

zf'{zu) =f'(t(), 
und wenn man dann ti = 1 setzt 

zf(z)=f'{l). 
Die Constante /"(l) bczcichnen wir mit ?n. Von dicser Constantcn 
hangt der Wcrth des Logarilhmcn einer Žahl ab. Die Logarith-
men aller Zahlen, die man crhillt, wenn man der Conslanten 
m einen bcstimmten Wcrth beilegt, bilden zusammcn cín Loga-
rithnicnsystcm, und man ncnnt die Constante m den Modulus 
dicses Logarithmensystcms. 

Aus der Gleichung 
z f (z) = m -

lolgt nun 

(tí) d/\z) = d Log z = m (1y > 
also 

f(z) = mj<!i + a. 
Da /(]) — O ist, so crhiilt die Constante C den Wcrth Null, wenn 
man dem integrál die unterc Grcnze 1 zucrthcilt und z recllc 
Wcrthe durchlaufen lasst. Wir setzen daher auch im Allgemcincn 

T Cdz 

Log z = m I — 
i 

und haben damit den Logarithmus durch einc bestimmtes Integrál 
ausgcdruckt. Fur die Analysis sind die Logarithmcn desjenigen 
Systems die einfachslcn, in welehem die Constante ?n den Wcrth 
1 hat. Diese ncnnt man naturliche Logarithmcn, und wir wer-
den im Folgcnden solche unter dem Zeichen log z verstchen. 
Dann ist also 
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nud dalier 

SelzL man 

k 

Log ~ = w.log z. 

z = r (eos qp + z sin qp), 
so erlmlt man 

ífo — (cos (p + i sin qp) dr + r (— sin q> + i cos qp) r/qp 
= (eos q; + / sin 9?) (dr + i r dep), 

also 
dz dr . . -. 

Geht íiuii z anf irgend einem Wege von 1 nach einejn beliebigen 
Pnncle z, so durchláuft r die reellcn Wcrllie von 1 bis r, nnd 
qp von 0 bis qp, dalier ist 

/T=/: 

"1 

oder 
log z = log r + i <P- (7) 

llierdurcb ist log z auf die Form einer complexen Grosse ge-
r 

I* dr 
braehl, denn da r in dem Integrál / — nur reelle und positive 

*i 

Wertbc annimnit, so ist auch log r reell; und man sieht zugleich, 
dass log r positiv oder negativ ist, je naelidcm r grosser oder 
kleiner als 1 ist; denn da r immer positiv ist, so bewegt sicb 
der darstellende Punct auf der positiven Ilauptaxc im ersten Falle 
nach der positiven, im letztcren Falle nach der negativen Seite, 
und daher sind im ersteren Falle alle Elemente — positiv, im 

letzteren alle negativ. 
Wir ersehen ferner, dass der Logarithmus von dem Intcgra-

lionswege abhángig ist; denn bezeichnet qp den Wertb, den die-
ser Winkel erreicht, wcnn z auf einer den Nullpunct nicht uni-
windenden Linie, bei weleher die Winkel wachsen, von 1 nach 
z geht, so ist qp — 2it der Werth, den dieser Winkel annimmt, 
wcnn dic Linie auf der anderen Seite des Nullpuncts, also in 
der llichtung der abuchmenden Winkel von 1 nach z fuhrt; 
und wird der Nullpunct von einer Linie n Mal in der Richtung 



92 Absclm. V. Der Logaritlimus und die Exponentialfunction. § 22. 

der wachscnden Winkel umwunden, so erreicht q) in z den Wertb 
(p + 2 ?ITC. Deinnach isL vollslandig 

log z — log r + iq) + 2n7ti. 
Hicrdurch bestatigen sieh unserc allgcmcinen Bctrachtungen. Die 

Function — bal keinen Verzweigungspunct, dagegen den Unste-
tigkeítspunct z = 0. Liisst man z eine geschlossene Unie um 
den Nullpunct beschreiben, so ist der Wertb dcs auf diese Linie 
in der Ricbtung der wachscnden Winkel erstreckten Integrals 
= 2tf/, weil 

p = [lim z±A = 1 

ist (§ 20). Durch die am Scblussc des § 20 angestellten Be
tracbtungen erb alt man dasselbe Resultat Avie oben. 

Ilieraus folgt nun, dass die Function log z in kcinem Puncte 
der Ebene einen vollig bestimmten Wertb bat und in irgend zwei 
unendlicb naben Punctcn durch passende Anordnung des Integra-
tionswcgcs Wcrthe crbaltcn kann, die um ein Viclfachcs von 2 7ti 
von einander verschieden sind. Um diese Unbestimmtbcit so viel 
als moglich zu beschránken, denke man sich aus dem Nullpunctc 
eine ins Uncndlichc vcrlaufcnde Linie oq (Fig. 31) gczogen, welche 

Fig. 31. sich selbst niebt schneidet. Eine solche Linie 
/? wird nach Riemann ein Querschni t t ge-

-f nannt. Dann muss von je zwei von 1 nach 
z íuhrenden Wegen, wclchc den Nullpunct 

>r_" cinschliessen, der eine nothwcndig den Quer
schnitt durchschneiden, und folglicb nimmt 

^—- log z auf allcn den Querschnitt nicht ůber-
schreitenden Wegen in jedem Puncte z einen einzigen ganz be
stimmten "Wertb an, der sieh auch mit z uberall stetig andert. 
Nur auf den Puncten des Qucrschnitts selber bleibt die Unbe-
stimmtheit bestehen. Bezeichnct man nun die uncndlichc Ebene, 
in welcher z sich bcwcgt, mit T, und denkt dieselbe liings dcs 
Qucrschnittes oq wirklich durcbgeschnitten, so entsteht cinc 
Fláche, die mit T' bezeichnet werden moge. Innerhalb dieser 
kann nun der Querschnitt nicht ůberschritten werden, und daher 
ist log z innerhalb T' eine cinwerthige uberall stetige Function 
von z. In der Fláche T dagegen wird log z beim Ueberschrei-
ten dcs Querschnittes unstetig. Denn sind z{ und z2 zwei zu 
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beiden Seiten des Qucrschnittcs unendlich nahé an einander lie-
gende Punctc (zi etwa reclits und z2 links von der Richtung oq), 
und lasst man z von 1 aus uber zl und z2 čine gcschlosscne 
Linie um den Nullpunct beschrcihen, so ist 

J (1 zi z2 C 1) = J (1 Z±j — J (1 cz2) — liti. 
Ilezoiehnen also u\ und w2 dic Wertlic, wclchc log z, zunachst 
in T' betrachtet, in zy und z2 annimmt, sodass 

ivL = / (1ZJ w2 =zj(lc z2) 
ist, so liat man 

ivx — w2 = 2 7ti, 
Dcnkt man sich also nim die Flachc T wieder hergestellt, so springt 
log z, wenn z von z^ nach z2 gcht, plotzlich von w^ in w{—liti, 
oder wenn z von z2 nach zv gcht, plotzlich von iv2 nach w2 + 2?z/ 
uber. Dieses gilt, an welcher Stelle dic gcschlosscne Linie den 
Querschnitt auch ůberschrciten mag. Langs des ganzen Ouer-
schnittes ist dahcr log z unstetig, und zwar sind fůr allc Punctc 
anf der rcchten Seitc desselben dic Werthc von log z um liti 
grosser als auf der linken. Dicser cons tan te Wcrth, um wel-
chen allc Functionswcrthc auf der einen Seite grosser sind, als 
dic benachbarten auf der andern Seitc, lieisst nach Ricmann der 
Pcr iodici t iUsmodul der Function oder des Integrals, insofern 
erstere durch ein Integrál dargestellt ist. 

§23. 
Aus dem Logarithmus leitet sich die Exponentialfunction in 

folgender Art ab. Unter dem Zeichen 
a 

soli čine Function von w verstanden werden, fůr wclche 
log (aw) = tv.log a 

ist. Bezeichnct nun e die reelle Žahl, fůr welche log c den Wcrth 
1 hat, ist also e durch die Gleichung 

/V* 
deflnirt, so hat man 

log (ew) == w. 
Daher ist ew die inverse Function des Logarithmus, denn fůr 
ew = z folgt nun iv = log z. Eigentlich ist zwar log e nicht 
bloss = 1, sondern auch = 1 + 2nni; man berůcksichtigt aber 
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dz 

dz 
dw 

= 

= r 

dw 
dz 

zf 
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nnr den orsíoron Werlli, d. li. man lassí ín dcm vorsíclicndcn 
01 

v. l 
dz dz " " 

folgí min 

also 

m £=«-• 
Nimnií man ffír z čine complexo Grosse, wclolic den Modul 1 
líní, selzí man also 

z í = ros cp + i sin cp, 
so liaí man in der Gleielinng (7) 

log z = log r + ?cp 
r — \ ímd dalicr log r = 0 zu selzen. Pcmnacli isí 

log (cos (p + i sin <p) t== icp 
nnd folglioli 

cos <jp + ? sin qp = Č?V/\ 

Die Exponcníialfunclion isí pcriodiseli, denn da einem Werllie 
von z niclil Idoss der Werlli w, sondern ancli die Werllie w + 2nm 
angel mřen, so isí 

iv w + 2 n ni 
also anderí sicli ď" niclií, wonn w nm oin Vielfaclics des P e r i o -
d ic i í a l s m o d u 1 s 2 i t i vermclní oder verminderí wird. 

Versuchcn wir nim, die Flaclic T7' der z anf ciner Ebene 
W der iv abznlňlden. Wir nelimen dazu am cinfachslcn als 
Onersclinitl, einc dnrcli 0 nnd 1 geliende Geradc an (Fig. 32). 

Fi<r. 32. Nnn isí 
w = log r + icp, 

wcnn 
z r= r (cos qp + / sin cp) 

geseízí wird. Dahcr sind 
log r nnd cp die rechtwink-
ligcn Coordinaíen dcsPnnc-
íes w. Lasscn wir dann 
z cinen Kreis mií dcm Ha-

dins 1 nm den Nnllpnncí in der Riolitung der wachscnden Winkel 
von a nacli b bcschreilicn, so isí log r = 0, nnd folglich isí w 
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rcin imaginar und gcht auf der y-Axe von 0 bis 2ntf (Fig. 33). 
Gcht man ferner mií, z von a límgs der linkcn Scitc des Qucr-
schnittes ins Uncndliche, so bleibt cp = 0 nnd log r gclil von 0 
durch dic positiven Werlhe ins Uncndliche, also beschrcibt w 
den positiven Theil der Ilauptaxe. Gcht aber z von a auf der 
linken Scite des Querschnittcs nach 0, so bcschreibl w den nega
tiven Thcil der Ilauptaxe 
ins Uncndliche. Ist z zu-
crst um den Nullpunct 
henun nach b auf dic 
reehte Seitc des Qucr-
schnitts gelangt nnd geht 
dann liings der rcchl.cn 
Scite desselben nach co 
oder nach 0, so ist w zu-
erst auf der //-Axc von () 
bis 2TTÍ gcgangcn nnd besclircibt dann, da nun cp constant = 2 ? r 
bleibt, cinc der Ilauptaxe parallelc Gcradc, cinmal nach der po
sitiven nnd dann nach der negativen ltichtung. J)cn beiden Sci-
ten des Qucrschnitts in T' entsprechen daher in IV zwci ver-
scliiedcnc Linicn, der linken dic Ilauptaxe A B, der rcclitcn cinc 
durch liti mit der Ilauptaxe paťallcl laufende Gcradc CD (Fig. 33). 
Lasst man nun z an irgend ciner Stelle von der linken Scitc r 
des Qucrschnitts auf činem Krcisc um den Nullpunct auf die 
rechte Scitc d gelangen, so bleibt r und daher auch log r con
stant, nnd cp wáchst von 0 bis 2TT. Folglich beschrcibt w cinc 
der y-Axc parallelc Gcradc cď von der Ilauptaxe AB bis zu 
der Parallclcn CD. Daraus folgt, dass allen Punelcn z in der 
ganzen unendlichen Ausdchnung der Flachc Tr, in welcher cp 
niclit uber 2TC hinaus wachscn kann, nur solche Puncte ID ent
sprechen, dic innerhalb des von den beiden Parallclcn AB und 
CD gebildeten Strcifens liegen. Dic Function cw oder z nimmt 
also innerhalb dicses Strcifens ihrc sammtlichen Wcrthc an, und 
zwar jeden nur cinmal, denn irgend zwei vcrschicdcncn Wcrthcn 
von w = log r + icp geboren auch verschiedene Wcrthc von r 
oder cp und also auch verschiedene Wcrthc von 

ew r=. z = r (cos cp -f- i sin cp) an. 
Will man dic Flachc T' begrenzen, so kann dics cinerseils 

dadurch geschehen, dass man um den Nullpunct einen Krcis mit 
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einem sebr kleincn Rádius Q beschreibt; dicsem entspricht, da p 
constant bleibt, in W eine der y-Axe parallele Gerade ns zwi-
schen den beiden Parallelen AB und CD, wclclie sehr weit vom 
Nullpunctc entfcrnt auf der negativen Seite liegt. Diese riickt 
ins Uncndliche, wenn Q bis zum *Verschwindcn abnimmt, also 
der Kreis in den Nullpunct zusammenschrumpft. In allen Punctcn 
dicser ins Uncndliche geriickten Geraden ns hat daher ew den 

Werlli Null. Andrerseits 
kann die Begrenzung von 
T durch einen Kreis um 
den Nullpunct mit einem 
sehr grossen Rádius R gc-
bildct werden. Diesem ent
spricht in W eine auf der po
sitiven Seite sehr weit ent-
fernte Gerade mr parallel 
der ?/-Axc. Wachst R ins 
Uncndliche, so riickt auch 
diese Gerade ins Uncnd
liche, und in allen ihren 
Puncten ist ew unendlich 
gross. Die Fláche T' kann 
im Unendlichen geschlos-
sen angenommen werden, 
dann wird der Kreis mit 
dem grossen Rádius R 

durch cinen kleincn Kreis um den Punct 00 vertreten, welcher 
in dicsen Punct zusammenschrumpft, wenn R ins Uncndliche 
wachst. Dann bilden also die beiden Scitcn des von 0 nach co 
gehenden Querschnilts allein die Begrenzung der geschlossenen 
Fláche T\ und dieser entspricht der nach beiden Sciten ins Un
cndliche gehende Streifen zwischen den Parallelen AB und CD. 

Lassen wir jetzt den Winkel cp iiber 2it hinaus wachsen, so 
setzt sich die Function w oder log z stetig fořt; dann kann man 
sicli den Querschnitt wie einen Verzvveigungsschnitt denken, uber 
den hinuber die Fláche Tř sich in ein zweites Blatt fortsetzt. In 
diesem zweiten Blattc verhált sich dann alles wie im ersten, nur 
dass in allen Puncten desselben cp um 2?t> also to um 2 7ti grosser 
ist, als an der entsprechenden Stelle im ersten Blatte. Daher 
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erball man in W einen zweiten Slrcifen zwiscbcn den Parallelen 
CD und EF, welcbe duřeli liti mul \%i bindurcbgcben. Selzt 
man diese BetracbUing fořt und wendet sie aneb auf negative 
Wertbe von cp an, so wird die Ebene W in unendlieb viele pa-
rallele Streifen getlicilt. In jedem nimmt die Fiinction ew ibre 
sámmtlicben Wertbe cinmal an und liat in je zwei entsprceben-
den Puncten zweier verschiedener Streifen die gleieben Wertbe. 
Auf der positiven Seite jedeš Streifens gebt ew in Unendliclie, 
auf der negativen Seite aber nabert es sieb der NrtlI. 

Sechster Abschnitt. 

Allgemeino Eigenscliaften der Fiuictionen. 

§ 24. 
Die Grundlagc fur die folgenden Untcrsuebungen biblet der 

íiberaus wicbtige, in § 20 bewiesene Satz: Wird das Integrál 
I f[z)dz auf die Begrcnzung eines Fláchentbeils ausgedebnt, in 
welcbem f[z) keine Verzweigungspuncte besitzt (oder cinandrig 
ist), und nur in einem Punete z = a unstctig wird, nud zwar 
so, dass (z — a)f{z) sicb fur z = a einem besíimmleu endliebeu 
(irtmzwertbe p niihert, so ist 

/ f{z) dz — 2 7tip. 
Ist min g>(z) cíne Function, die in einem Flacbenlbeile T keine 
Verzwcigungspunete besitzt und darin iibcrall stetig bleibt, und 
bedeutet i einen beliebigen Punct dieser Flftebe, so liat die 
Function 

m = Ě! 
in T die im vorigcn Salze vcrlangten Eigenscliaften. Sie besitzt 
ebenfalls keine Verzweigungspuncte und wird nur fur z = i un
stetig, und zwar so, dass 

[z-i)az) = tp[z) 
Dur i ' g*o , Funrl. coni|tl. Var. H 
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