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Abschn. X, Periodicititsmoduln, § 19, 167

umgicbl die Verzweigungspuncte ¢ und d; in Fig. 48 dagegen
beginnt ¢, in 4 und endigt, indem er dic Verzweigungspuncte @
und ¢ umgicbt, in cinem andern sciner Puncte, in 2. Dadurch
wird dann auch der Querschnitt ¢, in Fig. 48 anders als in Fig. 47.
Dieselben zwei Arten der Zerschneidung finden auch Anwendung,
wenn noch mehr cinfache Verzweigungspuncte vorhanden sind;
bei der zweilen Art gehoren dann immer je zwei Querschnitte
paarweise zusammen. In unserem Beispiele ist die Fliche 5-fach
zusammenhingend, und die Querschnitte bilden mit ihren beiden
Seiten die vollstindige Begrenzung ciner einfach zusammenhingen-
den Fliche, die in einem ununterbrochenem Zuge durchlaufen wer-
den kann, was durch die Pfeile angedeutet worden ist.

Zehnter Abschnitt,

Von den Periodicititsmoduln.”)

S 49.

Denken wir uns als das Gebict der Verdnderlichen z cine
beliebige Fliche, aus so viclen Blattern bestchend und mit solchen
Verzweigungspuncten, wie es die Natur einer zu betrachtenden
Function / (z) erheischt. Sind in derselben firr die Function / (z)
Unstetigkeitspuncte vorhanden, so umngeben wir dieselben mit klei-
nen geschlossenen Linien und schliessen sie dadurch aus. Vor-
liufig wollen wir annehmen, dass dies mit allen Unstetigkeits-
puncten geschehen sei, wir werden aber sehr bald sehen, dass
gewisse Arten von Unstetigkeitspuncten nicht ausgeschlossen zu
werden brauchen. Die so entstehende Fliche nennen wir die
Fliche 7. Ist nun diese mehrfach zusammenhingend, so ver-

*) Zur Erliuterung der in diesem Abschnitte cnthaltenen allgemei-
nen Betrachtungen kann die in § 22 und 23 angestellte specielle Un-
tersuchung des Logarithmus und der Exponentialfunction dienen. Wei-
tere Beispiele finden sich in § 52.
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wandeln wir sie durch Querschnitte in eine cinfach zusammen-
hiangende, welche mit 77 bezeichnet werden mige.  Alsdann bil-
det innerhalb 7" jede geschlossene Linie dic vollstindige Begren-
zung eines Flichentheils, in welchem /'(z) endlich und stetig ist.
Bildet man daher die Integralfunction

w=q_f;(z)dz,

indem man von cinem Dbeliebigen festen Anfangspuncte z,, aus lings
cines belichigen, ganz innerhalb 77 liegenden Weges bis zu einen
Puncte z integrirt, so machen irgend zwei solche Wege vereinigt
cine geschlossene Linie aus, dic einen Flichentheil vollstindig
begrenzt, in welchem f(2) tberall stetig ist, und folglich erlangt
w auf allen solchen Wegen in z denselben Werth (§ 18). Ausser-
dem ist, da /(2) innerhalb 77 iiberall endliche Werthe behill,
auch e immer endlich, und daher ist w ecine Function der obe-
ren Grenze z, die innerhalb 7" iberall einwerthig, endlich und
sletig bleibt.

Anders aber verhilt es sich, wenn wir dic Function w in
der Flache 7 betrachten, also den Integrationsweg auch dic
Querschnitte tuiberschreiten lassen. Um dies zu untersuchen, wol-
len wir zuerst den Fall ins Auge fassen, dass kein Querschnitl
durch cinen spiteren, von ihm ausgehenden, in Abschnilte ge-
theilt wird. Nun gehort jeder Querschnitt mit zur Begrenzung
vou 77, und zwar beide Seiten desselben, sodass dicse zusam-
menhingen und man eine geschlos-
sene, ganz im Innern von 77 verlau-
fende Linic & ziehen kann, welche
von der cinen Seite des Querschuitls
auf die andere Seite desselben fithrt.
Sind danu z, und z, (Fig. 49) zwei
zu beiden Seiten cines Querschnitles
cinander unendlich nahe liegende
Puncte, so fragt e¢s sich, ob

Fig. 49.

wenn man die Integrationswege immer noch ganz in 7" verlaufen
lasst, in 2y und 2z, gleiche (eigentlich um cine unendlich kleine
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Grosse verschiedene) oder verschicdene Werthe annimmt.  Bezeich-
net man aber dic Werthe von w in z; und z, resp. durch w,
und w,, so ist

-w2=j;(z) dz :(/f;’(z) dz +f;(z) dz,

das erste Integral auf cinem belichigen in 77 verlaufenden Wege,
das zweile auf eciner geschlossenen Curve & genommen, die inner-
halb 7" von z, nach z, fihrt. Es ist also

Daher haben w, und w, gleiche oder verschiedene Werthe, je
nachdem das auf die geschlossene Linie ) ausgedehnte Integral

) L/‘/(z) dz

Null ist, oder cinen von Null verschicdenen Werth 4 hat. Im
ersteren Falle bleibt 0 beim Ueberschreiten des Querschnittes
stetig, im letzteren Falle dagegen springt 2 plitzlich von w, zu
wy,=1w, + A4 uber und ist daher unstetig. Allein dieser Sprung
ist an allen Stellen des ndmlichen Querschniltes der gleiche, da
der Integralwerth sich nicht dndert, wenn man dic geschlossene
Liniec b so erwcitert oder verengert, dass sie an zwei anderen
cinander unendlich nahe liegenden Puncten z; und z, zu beiden
Seiten des nidmlichen Querschnittes anfingt und endigt (§ 19).
Diese Grosse 4, welche also lings des ganzen Querschnittes con-
stant ist, und um welche die Functionswerthe auf der cinen
Scite des Querschnittes grosser sind, als auf der anderen, nennt
man den Periodicititsmodul, welcher diesem Querschnitt
angebort. Ganz dasselbe findet nun Dbei jedem Querschnitte statt,
da die beiden Seiten cines jeden zusammenhingen, und also eine
geschlossene Linie von einem Puncte der cinen Scite zu cinem
unendlich nahen auf der anderen Seite durch das Innere von 77
gezogen werden kann. Jedem Querschnitt gehort also ein Pe-
riodicititsmodul an, der firr einen und denselben Querschnilt con-
stant bleibt (immer noch unter der Voraussetzung, dass kein
Querschnitt  durch cinen spiteren in Abschnilte getheilt wird).
Denkt man sich nun aber die Function 0 auch in 7, also auch
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iiher einen Querschnilt hinither, stetig fortgesclzt, so erlangl sie
aul dem den Querschnilt iiberschreitenden Wege z,2, 02,2, in z,
cinen Werth, der um den Periodicititsmodul 4 grisser ist, als

Pig. 49, der Werth, den sie aul dem Wege
2,z erreicht, weleher den Quersehnitt
nicht iberschreitet. Denn im erste-
ren Falle ist der Werth von w in
z, als die stetige Forlsetzung von
w, zn betrachten, wihrend auf dem
zweilen Wege w0 den Werth 20, er-
langt, und

wy, = 1w, + A
war. ¢ Es findet hier cin dhnlicher
Vorgang statt, wie der, den wir frither
bei den Verzweigungsschnitten ken-
nen gelernt haben (vgl. § 13), und so lange diec Fliche 7 nur
aus cinem einzigen Blatte besteht, kann man auch -wirklich jeden
Querschnitt  wie einen  Verzweigungsschnilt ansehen, dber den
hiniiber die Fliche sich in cin anderes Blatt fortsetzt, nur misste
man sich dann unendlich viele Blitter unter cinander liegend
denken, da bei jedem neuen Ueberschreiten des Querschniltes
der Functionswerth 20 auf’s Neue um A4 zunimmt, und der ur-
springliche Werth niemals wieder eintritt. Wenn aber dic Fliche
T selbst schon aus mchrerern Blittern besteht, daun hort jene
Vorstellungsart auf, fassbar zu sein, und man kann nur dic Ana-
logie mit den Verzweigungsschnilten festhalten, wonach iiber einen
Querschnitt hiniiber ebensowohl eine Unterbrechung der Stelig-
keit, wie eine stetige Fortselzung der Iunction denkbar ist.

Das Zeichen von A indert sich, wenn die geschlossene Curve
b in entgegengesetzter Richtung durchlaufen wird; wir wollen
aber den Periodicititsmodul stets so annehmen, dass er gleich ist
dem Integrale lings der geschlossenen Curve d, wenn diese in
der Richtung der wachsenden Winkel durchlaufen wird.

Denkt man sich jetzt alle moglichen Wege, welche von
cinem festen Ausgangspuncte z, nach cinem belichigen Puncte z
innerhalh der Fliche 7 fihren, so konnen diese Wege entweder
keinen Querschnitt tiberschreiten, oder aber einen oder mchrere
Querschnitte ein oder mehrere Male durchschueiden.  Je nach
der Beschallenheit dicser Wege kann daher  in einem und dem-




Abschin. X, Periodicititsmoduln.  § 49. 171

selben Puncte z schr verschiedene Werthe erhalten, und ist also
cine vieldeutige Function der obern Grenze des Tntegrals. Allein
da diese Verschiedenheit der Werthe von 2 in z nur durch die
Ueberschreitungen der Querschnitte bewirkt wird, so kinnen sich
diese verschicdenen Werthe nur um Vielfache der Periodicitiis-
moduln von cinander unterscheiden. Bezeichnen daher 4,, 4,,
Ay, cle. die Periodicititsmoduln der ecinzelnen Querschnilte, n;,
ny, Ng, elc. positive oder negative ganze Zahlen, und w und
w0’ zwei verschiedene Werthe von 20 in z, so muss
w =w + w4, + nydy + nydy + -+

scin.  Ein Beispiel moge Tig. 50.

dics  ecrliutern.  Fig. 50
stelle eine 3-fach zusam-
menhingende Fliche vor,
die Querschnitte scien abd
und c¢d, die Periodicitiits-
moduln fir dieselben resp.
Ay und 4,, so genommen,
dass der Uebergang von
der einen Seite des Quer-
schnitts  auf die andere
lings einer geschlossenen
Curve in der Richtung der
wachsenden Winkel gesche-
he. Bezeichnet man dann
den Werth, den die Function w auf cinem Wege erlangt, dadurch,

dass man den Weg dem Buchstaben e in Klammern hinzufigt,
so ist

w(zyez) = w(z2) + 4,
w(zg/92) =w(242) — 4, + 4,
w(zghz) = w(z.2) + 4,.

Es erhellt hicraus, dass die Integralfunction

w = f flz)dz
Ld
Zy
cine Vieldeutigkeit ganz besonderer Art besitzt, namlich dass die
verschiedenen Werthe, welche sie fiw denselben Werth von z
annelimen kann, sich nur wn Vielfache constanter Grossen von
cinander unterscheiden. Nimmt man nun die inverse Function,
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d. h. Dbetrachtet man z als Funclion von 2w, so ist diese cine
periodische Function, da sic ungeindert bleibt, wenn man das
Argument 20 um beliebige Vielfache der Periodicititsmoduln ver-
mehrt oder vermindert. Iierdureh rechtfertigt sich auch der
Name Periodicititsmodul, da man der Sprache der Zahlentheoric
analog sagen kann, dass z fiir solche Werthe von w gleiche
Werthe crhillt, welche nach cinem Periodicititsmodul cinander
congruent sind, d. h. deren Differenz gleich einem Vielfachen
des Periodicititsmoduls ist.

§ 50.

Wir haben bisher angenommen, die Querschuille scien so
gezogen, dass keiner von ihonen durch cinen spiteren, von ihm
ausgehenden, in Absclmitte getheilt wird.  Wenn nun dies aber
der Fall ist, z. B. so wie in Fig. 51, wo der cine Querschnill ad
durch den zweiten ce in
di¢ heiden Abschnitte ac
und cd getheilt wird, so
kaun e¢s vorkommen, dass
der Periodicititsmodul B,
des cinen Theils ac von
dem B, des andern Theils
cd verschieden ist. Denn
B, ist gleich dem Inte-
gral [/(z)dz auf dic Linic
b, Dbezogen, B, gleich
demselben Integrale aul
b, ausgedehnt. Haben nun
diesc Integrale verschic-
dene Werthe, so sind
auch die Periodicititsmoduln B, wund B, verschiedenc. Damn
bleibt also der Periodicititsmodul nicht lings cines ganzen Quer-
schnitles constant, sondern nur von einem Knoten des Schnitt-
netzes bis zum niichsten. Dem Querschnitte ce gehort nun auch
cin Periodicilitsmodul By an, wir haben daher drei Periodicitits-
moduln, trotzdem unsere Fliche nur zwei Querschnitte zur Ver-
wandlung in eine cinfach zusammenhingende nothig hat.  Allein
in einem solchen Falle bestchen immer Bezichungen zwischen
den cinzelnen Periodicitiitsmoduln.  In unserem Beispiele ist das

Fig. 51.
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Integral ausgedelmt auf 0, gleich der Summe der Integrale aus-
gedelmt auf b, und 0, (§ 19), und daher

By =D + DBy;
wir haben also in der That nur zwei von cinander unabhiingige
Periodicititsmoduln, d. h. ehen so vicle als Querschuitte vorhan-
den sind.

Um nun im Allgemeinen zu zeigen, dass es immer nur so
vicle von cinander unabhingige Periodicititsmoduln gicbt, als
Querschnitte, erinnern wir daran, dass die Querschnitte meist
aul mebrfache Weise gezogen werden konnen.  Tmmer aber giebt
es cine Art der Zerschneidung, bei welcher jeder Periodicitits-
modul lings cines ganzen Querschnittes constant ist. Denn ist dic
Fliche cine begrenzie, so darf man nur jeden Querschnitt in
einem Puncle der iusseren Begrenzung beginnen und in cinem
solchen enden lassen. Ist aber dic Fliche unbegrenzt, sodass
der erste Querschnitt cine geschlossene Linie scin muss (§ 47),
so muss nun allerdings der zweite Querschnitt in einem Puncte
des crsten anfangen, lisst man ihn aber auch in demselben
Puncte endigen, also eine geschlossene Linie sein, und verfahrt
auf dieselbe Weise bei den iibrigen Querschnitten, so haben auch
hier dic Abschnitte gleiche Periodicititsmoduln. Das am Ende des
§ 48 angclihrte Beispiel zeigt in Iig. 47 eine solche Zerschnei-
dungsart; in Fig. 48 bestcht dagegen der Querschnitt ¢, aus
zwei Abschoitten, (nimlich aus der Linie A% und der um die
Puncte @ und e herumgehenden geschlossenen Linie) welche ver-
schicdene Periodicititsmoduln haben,

Sei nun cine (n + 1)-fach zusammenhingende Fliche zuerst
so durch n Querschuitte in cine einfach zusammenhingende zer-
schnitten worden, dass dabei kein Querschnitt durch einen
andern in Theile mit verschiedenen Periodicititsmoduln zerlegt
werde; dann haben wir bei dieser Zerschneidungsart gerade so
viel Periodicititsmoduln als Querschnitte. Dicse seien

‘ o Ay, Ay, e Ay -

Zweitens sei_dieselbe Fliche auf eine andere Dbeliebige Art zer-
schnitten worden.  Zerfallen dabei cinzelneAQu‘crschnitte in mech-
rere Theile, so ist dic Anzahl der Periodicititsmoduln grosser
als n; seien diesclben

Bl’ 32, cvee Dm y m > n.

Liisst man nun dic Variable z von ecinem beliehigen Puncte z,
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aus cine geschlossene Linie beschreiben, welche nur einen Quer-
schuitt des ersten Systemes iberschreitet, far welchen 4 der
Periodicitatsmodul sei, und Dbezeichnen w0, und 20 dic Werthe,
welclie die Function beim Beginn und nach Vollendung der ge-
schlossenen Linie hat, so ist
w = w, + 4.

Denkt man nun aber die Fliche aul die zweite Art zerschnitten,

kann dieselbe geschlossene Linie mehrere Querschnitte des
zweiten Systemes iiherschreiten; der Werth von e wird daher
nach § 49 auch in der Form

w=wy+ B + By + -+ h,DB,
enthalten sein miissen, wo dic % positive oder negative ganze
Zahlen (Null eingeschlossen) bedeuten.  Demnach ist
A, =0B + By 4 - + h,D
Lasst man umgekehrt die Variable z von z, aus eine geschlossene
Linie durchlaufen, welche nur ecinen Querschnitt des zweiten
Systemes iiberschreitet, fir welchen der Periodicititsmodul 2
sei, so ist der Endwerth der IFunction cinmal
700 + 1’)1.;
~wird aber, wenn man aufl die Ueherschreitungen der Querschnitte
des ersten Systemes Ricksicht nimmt, auch in der Form
wy + 914y + g4y + -0+ 9,4
enthalten sein, worin die g chenfalls positive oder negative ganze
Zahlen (oder Null) bedeuten. Ilieraus folgt
By = 9\4, + 924y + - + 9,4,

Wir crhalten demnach zwischen den beiden Systemen der Perio-
dicititsmoduln 4 und B folgende zwei Systeme von Gleichungen

m:*

Al = ]lll 1)) + ]lll B + e + h,m Bm
/1 = ]’1 B + ]lzn .B + : + k,’m B, I
Ay = OB, + 1By -« + B

und , ) )
])) : 1 A + g) + + gn An
By, =yg," 4, + 02" A +- + y"n A |
Bm — 91(m)A + 9 (m)A + + gn(m)A”.

Da nun der Annahme nach 7 > n ist, so kann man aus II die
die 7 Grossen 4 eliminiren und erhilt dadurch m — n Beziehun-
gen zwischen den Grossen B. Da man aber diese Bezichungen
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auch dadurch erhalten kann, dass man dic Werthe der 4 aus I
in Il substituirt, so miissen sic homogene lincare Gleichungen
mit ganzzahligen Coefficicnten scin.  Demnach ergiebt sich: wenn
frithere Quersclmitte durch spitere in Theile zerlegt werden,
fitr welche die Periodicititsmoduln verscliicdene Werthe haben,
sodass im Ganzen m Periodicititsmoduln existiren, wihrend nur
n Querschnitte vorhanden sind, so Dbestehen zwischen diesen 7
Periodicititsmoduln 7 —n lineare homogene Bedingungsgleichun-
gen mit ganzzahligen Cocllicienten, und nur #n von ihnen, d. h.
cbenso viele als Querschnitte existiren, sind von cinander unab-

hingig.

§ 51.

Wir haben Dbisher angenommen, dass aus der z-Fliche
simmtliche Unstetigkeitspunete durch kleine Umhiillungen aus-
geschicden seien, so dass die Function /(z) in der entstehenden
Fliche 7' endlich bliech. Nun wollen wir aber zeigen, dass es in
der That nicht nothwendig ist, alle auszuschliessen, und unter-
suchen, bei welchen dies nicht zu geschehen braucht.

Der Periodicititsmodul 4 fir irgend einen Querschnitt ist,
wie § 49 gezeigl wurde, der Werth des [ntegrales ff(z)dz aus-
gedehnt iber cine geschlossene Linie &, welche von der cinen
Scite des Querschnittes durch das Innere der einfach zusammen-
hingenden Flache 7 auf die andere Seite desselben Querschnit-
tes fihrt. Nun kann aber dicses Integral in vielen Fillen den
Werth Null haben. Denken wir uns, dass dic Linie b cine aus
der z-Fliche ausgeschicdene Stelle umgiebt, die einen Unstetig-
keitspunct @, (der nicht zugleich Verzweigungspunct ist) der
Function /(z) enthielt. Alsdann hat das Integral ff(z)dz nach
§ 42 nur damn ecinen von Null verschiedenen Werth, wenn in
dem Ausdrucke, welcher angiebt, wie f(z) unsletig wird, das
Glied

’

[
~T—a
vorhanden ist; in allen ibrigen Fillen wird das Integral gleich
Null. Letzteres findet also z. B. statt, wenn /(z) in e unendlich
wird wie

”

C
(z—a)?
oder wie
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J o) c("+1)
(z—a)" + (z—a)ntt o
wo n ¢ine von 1 verschiedene posilive ganze Zalhl bedeutet. 1In
cinem solchen Falle Dleibt nun diec Function 20 beim Ueber-
schreiten des Querschnittes stetig, dalier ist es nicht nothwendig,
die Unsteligkeitsstelle auszuschlicssen, und der Querschnitt braucht
gar nicht gezogen zu werden. Denkt man sich z. B. cin einfach
zusammmenhiingendes Stiick der z-IFliche, in welchem nur Un-
stetigkeitspuncte der in Rede stehenden Art enthalten sind, so
crhilt das Integral ff(z)dz auch auf zwei Wegen, die cinen
solchen Unsletigkeitspunct einschliessen, denselben Werth, weil
es, um den Unstetigkeitspunet herum genommen, den Werth Null
hat (§ 20). Innerhalb cines solchen Flachenstiicks ist daler die

Function
A
w = j [ () dz
20

chenfalls cine cinwerthige Funclion der oberen Grenze, wie wenn
das Flichenstiick gar keine Unstetigkeitspuncte enthielte; nur wird
w in den Unstetigkeitspuncten selbst unendlich gross.

Dics ist die eine Art der Unstetigkeilspuncte, dic nicht aus-
geschlossen zu werden brauchen; bei diesen wird auch stets das
Ziehen des Querschnitts erspart. Gehen wir zu Verzweigungs-
puncten itber, so erhilt das Integral [ / (z) dz lings der ge-
schlossenen Linic & den Werth Null, wenn diese einen Windungs-
punct (7 —1)ter Ordnung umgiebt, in welchem f(z) von keiner

. . . m—1
hoheren Ordnung unendlich wird, als von der Ordnung —

(§ 21), und iberhaupt, wenn in dem Ausdruck, welcher angiebt,
wie /(z) in dem Verzweigungspuncte unendlich wird, das Glied,
das von der ersten Ordnung unendlich ist, fehlt (§ 42). In die-
sem Falle braucht also der Unstetigkeits- und Verzweigungspunct
cbenfalls nicht ausgeschlossen zu werden. Aber da jetzt die z-
Flache aus mehreren Bliltern bestcht, so kann sie auch ohne
irgend welche Ausschlicssungen mehrfach zusammenhingend scin.
Daher kann jetzt der Fall vorkommen, dass kein Querschnitt
tiberfliissig gemacht wird; soll aber dann der Periodicititsmodul
cinen von Null verschiedenen Werth haben, so muss die ge-
schlossene Linie » mindestens zwei Verzweigungspuncte umgeben,
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da sic immer ecine Linic sein muss, die fiir sich allein noch nicht
cinen Flachentheil vollstindig begrenzt.

Endlich kénnen wir auch entscheiden, wann der unendlich
entfernte Punct ausgeschlossen werden muss. Der Werth des
Integrals ff(z) dz fir eine den Punct z = oo umgebende Linie
richtet sich (§ 43) nach der Beschaffenheit, welche die Function

22f(2)
fir z = co hat. Dicser Punct muss also ausgeschlossen werden,
wenn _
lim [2/(2)] ooendlich und von Null verschieden

ist, und iberhaupt dann und nur dann, wenn in der Entwicke-
lung von /'(z) nach steigenden und fallenden Potenzen von z ein

Glied von der Form .
g

z
vorhanden ist.

Wenn nun fiir cine gegebene Function /(z) aus der z-Flache
alle diejenigen Puncte ausgeschlossen worden sind, die nothwen-
dig ausgeschlossen werden missen, und nur diese, so ist in-
nerhalb der so entstandenen Fliche 7 das Integral
ff(z) dz, bezogen auf eine geschlossene Linie, welche
fiir sich allein einen Flichentheil vollstindig be-
grenzt, stets gleich Null. Dabei wird natirlich vorausge-
selzt, dass dic geschlossene Linie nicht durch einen Unstetig-
keitspunct oder Verzweigungspunct hindurch fihrt.

§ 52.
Es sollen nun zur Erlauterung der vorstehenden DBetrach-
tungen cinige Beispiele vorgefithrt werden.

1. Der Logarithmus.

Wir crinnern zuerst an die schon § 22 und 23 hehandelte
Function log z, oder an die Integralfunction

dz
W — —_—

z

Mier ist /(2) :—i— einwerthig, dic z-Fliche besteht daher aus

cinem Blatte. Ferner ist z=0 ein Unstetigkeitspunct, und in
ihm ist ‘
Durége, Fancet, compl, Var, ’ 12
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lim 7/.(2) =— lim =z - } — 1.

Dieser Punct muss daher ausgeschlossen werden.  Nimmt man
dic z-Fliche im Unendlichen geschlossen an, so muss auch der
Punel z = oo ausgeschlossen werden, weil anch

. [lim z f(z)]:_ =1

=X
istl.  Durch Ausschliessung dieser beiden Puncte wird die Fliche
7 zweilach znsammenhiingend, und ein Querschnilt, welcher die
beiden die Pancte 0 und oo umgehenden Kreise verbindet, ver-
Fig. 52. wandelt sie in eine cinfach
- zusammenhiingende Fliche

b (Iig. 32). Der Periodicitils-
/ - ‘\\ modul A st gleich dem
nOT
o e e Integral 4
w )b | > dz
\ - / z
\\\ / ausgedchnt aufl eine den
~— Nullpunct in der Richtung
der wachsenden Winkel umgebende geschlossene Linie, er ist also

A =2 mi.

Eine solche Linie umgicht zugleich auch den. Punct oo, und fir
diese erhilt man (§ 43)

Pz . . = 5

J— F=--2m | lim ——~ = 27i,
= o

wenn die Integration in der positiven Begrenzangsrichtung aus-
gefihrt, also der Querschnitt in der entgegengeselzten Richlung
tiberschritten wird, wie vorhin.

2. Der Arcus Tangens.

0 :J dz .
142

» [

HMier ist
1
f(z) — 1 +:2
‘ *

chenfalls cinwerthig und wird von der ersten Ordnung unendlich
fiw z =74 und z = — ¢, dagegen ist fir z = oo

s T = T 1 P

lim z /' (z) = lim 5 T = lim L= 0.
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Man braucht dahey nur die Puncte z=4¢ und z = — ¢ durch
Kleine Kreise auszgsehliessen und erhilt dann, wenn die z-Fliche
im Unendlichen gegehlossen angenommen wird, eine zwei- Fig. 52.
fach znsammenhingende Fliche, welche sich durch cinen .
die Kleinen Kreise ym 4 ¢ und — ¢ verbindenden Quer- @
schnitt in eine eipfach zusammenhingende verwandelt,

Der Periodicititsmodul A ist das Integral

J dw 4

ausgedehnt aul eipe den Punct <4 ¢ in der Richtung der
wachsenden Winkel umgebende geschlossene Linie, und e
daher, wie schon § 20 ermittelt wurde,

4= m
Dieselbe Linie kann auch angeschen werden als cine, welche den
Punct — 7 in der Richtuug der abnehmenden Winkel umgicht,

und licfert dann denselben Periodicititsmodul.

Nimmt man dic z-Fliche nicht im Unendlichen geschlossen
an, sondern begrenzt sie durch eine geschlossene Linie, die man
damn ins Unecndliche sich ausdchnen lisst, so wird die Fliche 7
durch Ausschliessung der beiden Puncte 4+ ¢ und — ¢ zu eciner
dreifach zusammenhiingenden. Man muss also dann zwei Quer-
schnilte anwenden, um sie in eine einfach zusammenhingende zu
verwandeln.  Da nun aber das Integral

Pz

ausgedehnt auf eine geschlossene Linie entweder den Werth + =
oder —z oder Null hat, je nachdem dic Linic den Punct + ¢
oder —¢ oder beide in der Richtung der wachsenden Winkel
umgicbt (§ 20), so haben dic auf dic heiden Querschnitte bezo-
genen Periodicititsmoduln, je nach der Art, wic sic gezogen wer-
den, entweder die Werthe 4 7w und — 7, oder der cine hat den
Werth 4+ 7 und der andere den Werth Null. Die Function
w = arc tg z dndert sich daher hicr auch nur um Vielfache
von .

Dic inverse Function z = fg w ist nun um die Grisse =
periodisch.  Die Abbildung der im Unendlichen geschlossen an-
genommenen z-Iliche auf der Fliche der w2 geschicht hier in
ganz ihnlicher Weise, wie ¢s § 23 bei der Exponentialfunction
gezeigt worden ist; an dic Stelle der die uncte 0 und oo ein-

12 #
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schlicssenden Kreise treten hier nur diejenigen, welche die Puncte

-+ ¢ und —¢ umgcben. Nimmt man den Querschnitt, welcher
T'ig. 52. Tig. 53.

oz

i
diese Kreise verbindet, lings der Ordinatenaxe verlaufend an, so
wird die 0-Fliche in Streifen getheilt, welche von Geraden e-
grenzt werden, die mit der Ordinatenaxe parallel laufen und
durch die Punete 0, + @, + 27, + 37, elc. hindurchgehen.
In jedem dieser Streifen nimmt die Function z =1{g w ilhre
simmtlichen Werthe an, und zwar jeden nur cinmal, weil abge-
sehien von den Periodicititsmoduln jedem Werthe von z nur ein
Werth von w entspricht, da die z-Iliche nur aus cinem Blalte
besteht. :

Wir wollen nun diese Function auch in umgckehrter Weise
betrachten, indem wir von der periodischen Function ausgehn.
Bedeutet z = () cine cinwerthige einfach periodische Function
mit dem Periodicititsmodul A, d. h. cine cinwerthige Function,
welche die Eigenschaft besitzt, dass

9w+ 4) = )
ist, so lisst sich dic Ebene der w0 so in Streifen theilen, dass
die Function in jedem Streifen ibre simmtlichen Werthe annimmt,
und in je zwei in verschicdenen Streifen licgenden Puncten, de-
ren Diflerenz gleich A oder gleich ecinem Vielfachen von A ist,
gleiche Werthe hat (Fig. 54). Zieht man nimlich cine Dbelichige
sich selbst nicht schncidende Linie BC, so Dbilden die Puncte
w + 4, welche darch Addition von A4 aus den Puncten der Li-
nic ZC entstehen, ecine diescr parallele Linic DZ. Die Function
@ hat also auf DZ dicsclben Werthe, wic auf BC. Dasselbe
findet auf allen Linien statt, dic mit den vorigen in gleichen Ent-
fernungen parallel laufen. Ist ferner e ein Punct im Inneren



Abschn. X, § 52. 2. Der Arcus Tangens. 181

des Streifens BCDE, so liegl w 4 A im Inneren des anstos-
senden Streifens DEFG, w + 2.1 im lnneren des nichstlolgenden
Streifens u. s. . In die-

Fig. 54,
8 sen Punclen hat daher

- dic  Function wicderum

,_/ gleiche Werthe, Da nun
w2 d -G . o

- also je zwei Puncte

I — //\ und w 4+ n 4, in denen dic
v 2 55 /N .

2% 5 Function gleiche Werthe
hat, in verschiedencn
Streifen liegen, so muss

sie in jedem Streifen ihre
- __——  simmtlichen Werthe ecr-
halten. .

Wir wollen nun weiter annehmen, die Funclion z = ¢ (w)
erhalte in einem und demselben Streifen jeden Werth nur  ein-
mal und werde nur in ecinem endlichen Puncte w = r dicses
Streifens unendlich gross von der ersten Ordnung. Dann wird
sic natirlich auch in den entsprechenden Punclen w = r + nd
der abrigen Streifen unendlich gross von der ersten Ordnung.
Nun kann man nach § 29 setzen

D \”/_'u,/,/\ -
70 70

B— N?

z=@w)== ;;{“;; + ¥ (w), (36)
wo ¢ cine gegebene Coustante, und ¢ (w) cine Function bedeutet,
die in dem zu betrachtenden Streifen nicht mebr unendlich gross
ist, sondern nur noch in den iibrigen Streifen. Daraus folgt
o= ) = — s + ¥ () (37)
Da nun ' (w) in dem Streifen chenfalls endlich bleibt, so wird

dz . .
i auch nur fir w = r unendlich gross, also nur da, wo z un-
aw

endlich wird, und dics muss in gleicher Weise von allen Strei-
fen gelten. Wilirend aber z von der crsten Ordnung unendlich

. .o dz . .
gross ist, ist == von der zweiten Ordnung unendlich gross. DBe-
° dw

trachtet man also ;(i% als cine Function von z, so ist sie nur fir
z=o00 und zwar von der zweiten Ordnung unendlich gross. Da
ferner z in einem und demsclben Streifen jeden Werth nur ein-
mal annimmt, so entspricht in c¢inem und demselben Streifen
jedem Werth von z nur ein Werth von 2. Demnach ist w eine



(38)
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Function von -z, welche zwar fir jeden Werth von z unendlich
viele Werthe hat, die sich aber nur um Vielfache des Periodici-
titsmoduls, also um constante Grossen, von cinander unterschei-

- . . o . . . - . .
den.  Folglich ist %7 cine cinwerthige Function von z, da die
=

Constanten bei der Differentiation verschwinden.  Die reeiproke

A . odz . . . N .

Function - muss daher cbenfalls eine cinwerthige FFunction von
«ww

z sein.  Verbindet man dieses mit dem Vorhergehenden, so er-

. . dz . . . 5 . .
giebt sich, dass ey cine cinwerthige Function von z ist, welche
w

nur fiir z =00 und hier von der zweiten Ordinng unendlich
. \ . . Sdz . \ . .
gross ist. Iolglich ist (nach § 31) e cine ganze Function zwei-
ten Grades von z. Eine solche muss nach § 86 auch zwei Mal
den Werth Null annehmen. Bezeichnet man mit ¢ und o die
Werthe von z, fiir welche dieses geschicht, und mit € cine Con-
stanle, so isl
' dz
dw

w __/ .
"———u (=—10)
Demnach ist eine einfach periodische Function, welche in jedem
Streifen alle Werthe cinmal annimmt und nur fir cinen endlichen
Punct in demselben unendlich gross von der ersten Ordmuug wird,
die inverse Funclion des vorstehenden algebraischen Integrals.
In diesem konnen die Werthe ¢ und & nicht cinander gleich
scin, denn in dicsem Falle wiirde die Function

w— d=
) C(z—a)

nach § 51 eine einwerthige Function der oberen Grenze sein,
und dann konnte z nichl cine periodische Funclion sein.  Dic
Constante € lisst sich durch ¢ ausdriicken; denn aus (38) folgl

dz
N T rlw:l

und mit Benutzung der Gleichungen (36) und (37

=C(z—a) (z—10)

und daher

-+ Y ()

¢=| lim =72~

(w—‘{ + ?IJ(I(})) w=r
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oder
—c+4 (w—1r)y (w) _
(e (0o—7) P (w))? ¢

w ::J'__—(' =
(z—a) (z—0)
Der Perviodicititsmodul .f ist gleich dem Werthe dieses Integrals,
wenn es lings einer geschlossenen Linic genommen wird, dic
entweder den Punct @ oder den Punct & umgiebt. Integrirt man
um « in der Richtung der wachsenden Winkel, so folgt

A=2mi [llm —el—a ] — 2mic
A

C = lim

Hiermit wird

—a) (z—10) b—a’

bei der Integration win & wiirde man den entgegengesetzten Werth
erhalten.  Giebt man dem - Integral die untere Greuze £, d. h.,
crhialt z in dem Puncte w==0 den Werth 2, so i&, da z==00

wird far w=r,
— cdz
r= (~—u =)

3. Der Arcus Sinus.

W= &z
V1— 2

ITier besteht die z-Fliche fie du, I unumn

f(z) V* T
aus zwei Blattern.  Wir haben (ll(, zwei Verzweigungspuuncte
z=+ 1 und z= — 1, welche zugleich Unstetigkeitspuncte

sind. Da in ihnen aber /(z) nur von der Ordoung 4 wnendlich
wird, so brauchen diese Puncte nicht ausgeschlossen zu werden,
dagegen muss dies mil z = oo geschelm, weil

[lnn i/-l—:;] = lim Z/E

also endlich ist, vnd zwar muss in jedem Blatle der Punct oo
ausgeschlossen werden, da er kein Verzweigungspunct ist.  Aus
dicsem Grunde ist ¢s bei diesem Beispiele fiir den Zusammen-
hang der Fliche gleichgiiltig, ob man die beiden Blatter der
z-Fliache im Unendlichen geschlossen annimmt, oder ob man in

1

= 1/7_"1
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jedem eine geschlossene Linic als Begrenzung gezogen denkt, die
man sich dann ins Unendliche ausdehnen lisst. In Vig. 55 isl
dic letztere Darstellungsart der leichteren Ausfilhrbarkeit wegen
gewihlt. Der Verzweigungsschnitt
ist von — 1 nach + 1 gelegt, und
die im zweiten Blatte verlaufenden
Linicen sind durch Puncte angedeu-
tet. Diese Flache 7' ist zweifach
zusammenhingend , und der Quer-
schnitt muss, um die Fliche nicht
zu zerstiicken, den Verzweigungs-
schnitt iiberschreiten. Er ist durch
dic Linic adc, von welcher der
Theil de¢ im zweiten Blatte ver-
lauft, bezeichnet worden. Der Pe-
riodicititsmodul ist das Integral
dz

ausgedehnt in der Richtung der wachsenden Winkel auf eine ge-
schlossene Linic, welche die beiden Puncte 1 und 41, sci
es im ersten oder im zweiten Blalle, umgiebt. Nimmt man au,
dass in den Puncten, welche im crsten Blatte in unmittelbarer
Nihe des von — 1 mnach 4 1 fithrenden Verzweigungsschnittes
auf der linken Seite liegen, der Quadratwurzel das positive Vor-
zeichen Deigelegt werde, und lisst man die geschlossene Linie
im ersten Blatte verlaufen, so kann sie bis zu dem Verzweigungs-
schnitt verengert werden, und dann wird

—.1 ;l-'l “—!—1

A: _(_L - — ilf_‘—-:—-Q ‘*.(L‘T:.‘
yi—= Vi—z yi=—=
-+ —1 —

Wir haben § 43 gesehen, dass man den Werth dieses Integrals
dadurch bestimmen kann, dass man die geschlossene Linic als
eine den Punct oo umgebende betrachtet, und erhilt danach

x4:—'27[.

"Fir eine im zweiten Blatte verlaufende Linie wirde sich ebenso
+ 2 ergeben baben; und in der That uberschreitet ecine im
zweiten Blatte in der Richtung der wachsenden Winkel um — 1
und 4 1 herumgehende Linie den Querschnilt in entgegenge-
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setzter Richtung, wie eine cbensolche lLinic im ersten Blatte.
Daher ist die inverse Function sin 2 des vorliegenden Integrals
um 27 periodisch. .

Um dic Abbildungsart der z-Fliche aul der w-Fliche zu
linden, lassen wir z die ganze Begrenzung der Fliche 7 in po-
sitiver Richtung darchlaufen, von a beginnend, wo e den Werth
w, habe. Wird die im ersten Blatte befindliche dussere Begren-
rung von der Variablen z durchlaufen, so geht v von w, bis
w, — 27 auf einer Curve, deren Ge-
stalt von der Gestalt der Begrenzungs-
curve in z abhiingt (Fig. 56). Jetzt geht
z auf der linken Secite der Querschnitts-
richtung @c¢ von @ nach ¢, und w von
w, — 27 bis zu cinem Werthe, der mit / .

Fig. 56.

w, bezeichnet werden moge. Wiederum

kann dic Curve, auf der dies geschicl.lt., /

je nach der Gestall des Querschnitlts @c¢ 70,/\‘,// Io,277
verschieden sein.  Ferner durchliuft z /

von ¢ aus die dussere Begrenzung des g Yl

zweiten Blattes; dann geht 0 von w,

nach w, 4+ 2#, wo die Ucbergangscurve auch erst durch dic
iussere Begrenzung des zweiten' Blattes der z-Fliche bestimmt
wird; endlich schliesst z seinen Umlauf, indem es auf der linken
Scite der Querschnittsrichtung ce zum Ausgangspuncte zuriick-
kehrt; dann geht auch ew von w, 4+ 2z nach w, zurick; dic
Curve, auf welcher dies geschicht, muss dem Wege (w,_ 2, w,)
parallel sein, weil diese Dbeiden Linien den beiden Sciten des
Querschnitis entsprechen, und w in je zwei uncndlich nahen
Puncten der heiden Seiten um 27 verschiedene Werthe hat. Delint
man jetzt die dusscren Begrenzungen der Iliche 7' ins Unend-
liche aus, so riicken auch die Curven (w,, w,— 2m) und
(w., w, 4+ 2m) ins Uncudliche, und z oder sin v nimmt scine
simmtlichen Werthe innerhalb ecines Streifens an, der von den
parallelen Curven 42 und €D begrenzt wird. In einem solchen
nimmt aber z jeden Werth zweimal an, denn da die z-Fliche
aus zwei Blittern hesteht, so gehoren, abgeschen von den Pe-
riodicititsmoduln, jedem Werthe von z zwei Werlthe von w an,
und daher erhilt z oder sin 2 in zwei verschiedenen I'uncten 2w
denselben Werth. Nimmt man den Querschnitt ac lings der Or-
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dinatenaxe verlaufend an, sodass zu beiden Seiten desselben z=1y
zu setzen ist, (wo ¢ rveell); so erhilt man

¥
Ty

w=1 ——
Vig e

0

sodass auch w vein imagindr oder wm Vielfache des reellen
Periodicititsmeduls 27 von einer rein imaginiren Grosse ver-
schicden ist.  Alsdann wird die 20-Ebene in  Streifen getheill
durch gerade Linien, welche der y-Axe parallel laufen und durch
dic Puncte 0, + 27, 4+ 4=, cte. hindurchgehen.

Um nun zu bestimmen, in welcher Beziehung zwei Puncle
w und 0" stehen, welchen in demselben Streifen gleiche Werthe
von z culsprechen, lassen wir die letztere Variable zuerst vom
Puncte 0 im ersten Blalte zu dem unmittelbar davunter liegen-

Fig. 57. den 0" im zweiten Blatte fibergehn, ohne
s den Querschnitt zu iiherschreiten.  Dies

P <o . w
P kann geschehen (Fig. 57), indem man lings
" des Verzweigungsschnitles um + 1 herum

rég‘ — . A 3 * H o 9 Qo IO

-7 ——===2 amichst auf dic andere Scite desselben,
wnd dann diber il hintiber ins zweile
Blatl gelangt.  Aul diesem Wege erhilt

man in 0 fiw 0 den Werth

1

bz Podz

Vt—z . Vi—z2 -

4] 1

Demnach entspricht dem im zweiten Blatte liegenden Puncte z = ('
der Punct 20 = . Geht man npun im crsten z-Blaite von 0
nach z, so gehe w von 0 nach 2. Geht ahcp z im zweiten
Blatte von 0" nach 2’, wo 2z’ unmittelbar unter z liegen mige,
so geht 20 mit dem Werthe z aus, und weil in diesem Theile dic
Quadratwurzel Y12 das negative Vorzeichen hat, so wird

w o= —

wahrend

war; folglich ist
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oder die Summe der beiden Werthe von i, fiir welche z oder
sin 20 denselben Werth erhilt, ist constant gleich dem halben
Periodicititsmodul, abgesehen von Vielfachen des letzteren.

4. Das elliptische Integral.

:

"= / V-
0

llier besteht die z-Fliche ehenfalls aus zwei Blittern, und

hat die vier Unsteligkeits- und Verzweigungspunete 41, — 1,
1 1 . .
+ Keiner von diesen braucht ausgeschlossen zu wer-

&k
den, da die Function wter dem Integralzeichen in jedem nur
von der Ordoung & unendlich wird.  Auch der Punet oo braucht

nicht ausgeschlossen zu werden, da hier

lim z/(z) = lim

Vi-

1

(22—1)(1-k

ist. Demmnach Dbraucht hier gar kein Punct ausgeschlossen zu
werden.  Dics hiingt damit zusammen, dass, wie wir schon § 45
sahen, das vorliegende Integral fir jeden Werth von z endlich
bleibt, und daher nur durch Hinzufiigung cines unendlich grossen
Vicelfaclien eines Periodicititsmoduls unendlich werden kaun. Neh-
men wir dic z-Fliche im Unendlichen geschlossen an, so haben
wir es also hier mit ciner gar nicht (oder nur durch einen helie-
bigen Punct) hegrenzten Fliche zu thun, die aber mchefach zu-
sammenhiingend ist. Bei ciner solchen muss nach § 47 der erste
Querschnitt eine geschlossene Linie sein.  Denken wir nus einer-
1

— %
durch Verzweigungssclmitte verbunden®), so nehmen wir zum

ersten Querschnitt cine Linie g,, welche die beiden Ponete — 1
4+ 1 im oberen Blatte umgiebt (Fig. 58). Eine solche zerstiickt
die Flache nicht, da man von der cinen Scite derselben zur

s Lo 1
seits die Puncte — 1 und 4 1, andreerseits die Puncle 4 o
v

*) In Fig, 58 ist gleich angenommen worden, dass k reell und klei-

. . 1 1 ..
ner als Lins sci; dann geht der von - nach — i fithrende Ver-
A

k
zweigungsschnitt dureh o« hindurch. Wir werden aher anfangs & als
eine ganz heliehige Grosse bhetrachten und erst nachher auf die An-
nahme zuriickkommen, dass & recll und kleiner als Lins sei.
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anderen gelangen kann, - Die Art, wie dies geschicht (vgl. § 46. 4)),
giebt uns zugleich an, wie der zweite Querschnitt ¢, zu legen ist, nim-
lich indem man von cinem Puncte @ des ersten Querschnitls eine
Linie zicht, welche den Verzweigungsschnitt (—1, 41) iiber-
schreitet, dadurch in das zweite Blatt gelangt, dann iiber den
andern Verzweigungsschnitt hiniber wieder in das erste Blatt
zuritckkehrt, und so im Ausgangspuncte, aber aul der andern
Scite des Querschnitts (in @™) endigt.  Jetzt bilden diese Deiden

N

—_—

Linien zusammen cinen ununterbrochenen Zug, bei welchem jeder
der Dbeiden Quersclmitte zweimal in cntgegengesetzier Richtung
durchlaufen wird. Die Pfeile deuten an, wie dies in posiliver
Richtung geschieht. Tn dieser Fliche 77 bildet nun jede geschlos-
sene Linie fir sich die vollstindige Begrenzung eines Flichen-
theils, und daher ist die Fliche einfach zusammenhiingend.  Die
Begrenzung  derselhen wird von den beiden Seiten der Quer-
schuitle gebildet, welehe beide innere Seiten sind. Die urspriing-
liche Fliche war also dreilach zusammenhingend.

Der Periodicititsmodul 4, fiir den Quersehnitt ¢, ist das
Integral fdw, in der Richtung der wachsenden Winkel ausge-
dehnt aul cine geschlossene Linie, welche von der einen Seite
dieses Querschnittes aul die andere Seite desselben fihet, also’z. B.
lings ¢,, Diese Linic kann verengert werden, bis sie zusammen-
falll mit zwei geraden Linien, von denen dic cine im ersien

1 . . .
Blatte von . nach 1, und dic andere im zweiten Blatte von 1
't

1 .. . .
nach Py fithrt.  Nehmen wir an, dass daun im ersten Blatte der
c
Quadratwurzel das Vorzeichen 4 zugetheilt werde, und setzt man
der Kiwze wegen

Vl—z2) (1 —k22) = A (2, k),
so folgt
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1
kL

] .
[ a: dz
4, = J AR f A(zk) — — 2 J A, /c)

1 1
P
Der Periodicititsmodul 4, fir den zweiten Querschuill ist ehenso
gleich dem Integral lings der Linic ¢,, und diese kann wic im
vorigen Beispicle bis an den Verzweigungsselmitt verengert wer-
den und gicbt dann wic dort
it ! %

_ ;J; ¥ az 9 a
2 ) AGR) T jd(z,lc) - A (=,k)

11 “ h |

oder auch, wie man leicht ﬁ])crsi(-ht

A“—_[lj zlc) :

Das eclliptische Integral hat also zwei von cinander verschiedene
Periodicititsmoduln;  demnach ist die inverse, die sdgcnnnnle
elliptische Function, dic nach Jacobi mit sin am w hezeich-
net wird, doppelt periodisch.

Bilden wir jetzt dic Fliche der z auf der Fliche der 2 ab,
so ergiebt siclr folgendes: Geht z von @ lings des Querschnittes
¢, in der Richtung der wachsenden Winkel und zngleich in der
posiliven Begrenzungsrichtung, also im Innern der Linie ¢, wie-
der nach @ zuriick, (in Fig. 58 von @ nach @) so wichst w0 von
w bis w + A,. Dicser Ucbergang geschicht anf ciner Curve,
deren Gestalt von der Dbeliebig zu wiihlenden Gestalt der Linic ¢,

abhingt (Fig. 59); geht nun z weiter lings der Linie ¢, in den-
selben Rlchtungcn wicderum nach Tig. 59.

a (also von @ nach a”), so wichst
w von w4 A, bisw + 4, + 4, weed,  mwredjd,

2 2
chenfalls auf ciner Linie, die sich /
. . ’ A 704/
mit der Gestalt von g, indert. = /e,

Durchliuft dann z von o” aus die
Linie ¢, immer noch in der po-
sitliven Begrenzungsrichtung, aber
jetzt in der Richtung der abnelunenden Winkel (also von «” nach
a”), so geht w von w + A, 4+ A, bis w + 4;, da ¢s um 4,
abnimmt. Die Curve, aul welcher dieser Uchergang von v ge-
schicht, muss der Curve (w, w + 4,) parallel sein, weil in je

70, g,
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zwei 7z beiden Seiten der Linie ¢, liegenden mnendlich nahen
Puncten die beiden Werthe von 20 um die Grosse A, verschie-
den sind, und daher den beiden Seiten dieses Quersclmitles in
w zwei verschiedene aber parallele Linien entsprechen.  Geht
endlich z von @ lings des Querschnilles ¢, nach @, so geht
von w + A, nach w aul ciner Linie, die aus denselben Grim-
den wie vorhin der Livic (044, w + 4, + A,) parallel sein
muss.  Den Dbeiden Seiten des Querschnities ¢, entsprechen also
die Parallelen (w0, w 4+ Ay)) und (w 4= A, w 4 4, + 4,), und den
heiden Seiten des Querschuitles ¢, die Pavallelen (w0, 20 4 4)) und
(w0 + A,, w + 4,4 4,). Nun entsprechen simmtlichen Puncten z auf
der ganzen unendlichen z -Fliche nur solche Puncte 20, welehe
innerhallh des krummlinig begrenzten Parallelogramms liegen, denn

durch jeden beliebigen Punct der Fig. 59.
z-Fliche kann man cine Linic ,
legen, welche von der einen Seite we2d,  we2ded,

von ¢, nach der andern Scile % j
- . ) | y
von ¢, fliihel, ohue cinen Quer- wrd,  wydd,

schnitt zu iiberschreiten; dalier

fithet die entsprechende Linie w ?L— 7 ed
von der Linie (w, w 4 4,) durch ’

das Innere des Parallelogramms nach der Linie (w44, w4 4,4 4,). -
Demnach nimmt z oder sin am 20 scine simmtichen Werthe
in diesem Parallelogramm an, und zwar jeden Werth zwei Mal,
weil die z-Fliche aus zwei Blittern Desteht.

An dieses Parallelogramm schlicssen sich nun an allen Sei-
ten andere Parallelogramme an.  Denn lisst man z. B. z von «
bis mach @” gehen, so ist w nach w 4 4, gegangen. Lisst man
nun aber e @iber den Querschnitt ¢, hinitber sich stetig fortsetzen,
so geht jetzt e mil dem Werthe w 4 4, aus ¢ aus; an die Scile
(w + Ay, w4+ A, 4+ 4,) schliesst sich daher cin neaes Parval-
lelogramm an, in dessen Ecken w die Werthe

w A A, w A A+ Ay, w24+ A, w+ 24,
hat.  Ebenso ist es an den dibrigen drei Seiten.  Auf  diese
Weise wird di¢ ganze Ebene der 2w durch zwei Schaaren
paralleler Linien in Parallelogramme getheilt.  Nimmt man an,
dass & veell und Kleiner als 1 ist, so licgen die vier Puncte 41,

1 1 . . .
1L+ =, aaf der IHauptaxe; verengert man nun die hei-
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den Querschnitte so, dass sie zu beiden Seiten der ITauplaxe
verlaufen, so werden die Pavallellinien Gerade, welche vesp. der
a- und y-Axe parallel laufen.  Denn in diesem Talle ist

: (l:w7~"‘

J V1= ey
reell; man pllegt den ch th dieses Integrals nach Jacobi mil &
zu bezeichnen; das uml('rc Integral

dz
[ V== (1=

dagegen ist rein imngm;u‘. Setzl man Ji=72 = %" und trans-
formirt das Integral durch dic Substitution
Vi—ri2"
== ———E———— s

so erhilt man

V=) (1— k%"’
was analog mit —¢% " bezcichnet wird. Demnach sind die Perio-
dicititsmoduln ,' abgeschen vom Zeichen,
4K und 26K

Man kann auch hicr wieder bestimmen, in welcher Dezie-
hung je zwei Werthe von w stehen, welche demselben Werthe
von z, d. h. zwei unmittelbar unter einander liegenden Puncten der
z-Fliche entsprechen. Dem Werthe z =0 im ecrsten Blatte
entspricht 20 = (0. Um nun zu 0" im zweiten Blalt zu kommen,
kann man sich den Querschnitt ¢, so erweitert denken, dass er

1 .
ausser den Puncten 1 und E auch noch den Nullpunct umgicht.

Dann kann man innerhalb 7” von 0 aus lings des Verzweigungs-
schuittes um 4 1 herum aul dic andere Seite, und dann iiber
den Verzweigungsschnitt hiniiber nach 0" kommen, (Vgl. S. 186)
und dann crhiillt w in 0" den Werth

1 0 .

> ds Pdr
J_/r(:,/:) _Jd(z,k)_2K’
0 1

ist also gleich der Ililfte des cinen Periodicititsmoduls. Geht
man nun weiter von (' nach 2z, wo 2’ unmittelbar unter z im
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zweiten Blatt liege, so ist, wenn der Werth von 2 in 2" mil o/
bezeichnet wird,

’ ¢ dz
W =2 K Jd(z’k) ,
0
withrend
‘ 0 — jd—
A (k)
0
war, und man ecrhilt
w4 w=2K.

Nimmt man das Integral fdw lings ciner geschlossenen Linie,
welche alle vier Verzweigungspuncte umgiebt, so verliuft cine

Tig. 58.

solche ganz im ersten Blatte und bildet daher fir sich allein cine
vollstindige Begrenzung. Demnach hat dies Integral den Werth
Null.  Verengert man diese Linie bis zur ITauptaxe, auf welcher
dic vier Verzweigungspuncte liegen, so zerlegt sich das Integral
in folgende Theile (die Linie moge in der Richtung der abneh-
menden Winkel durchlaufen werden):

1) Von —1 bis +1; 2) von 41 bis +71C—; 3) von +11? durchoobis—m%
6) von +1 bis —1; 5) von +% bis +1; 4) von —lleurchoobis +%'

Dabei ist die Quadratwurzel in 6) und 4) negativ zu nehmen,
weil Dei diesen der Integrationsweg auf der rechten Scite der

. 1 . .
Verzweigungsschnitte (— 1, + 1) wnd (4, ——716) licgt, in allen

itbrigen positiv. Demnach heben sich 2) und 5) auf, und 1) und
3) werden verdoppelt. Da ferner

1 M.’ ;

az

*dz _
1):22/2(-276) =2 |4en

0

n:r-



Abschn. X. § 52. 4. Das clliptische Integral. 193

ist, so erhilt man

1 D
dz dz
,/“‘(z,k) +fd(:,i~) 0.
0 1
&
und daher
i d.
J Ak K
1
ko
[Ticraus folgt anch der Werth des Integrals zwischen den Grenzen 0
. ce . 1
und oo, denn da dieses sich in die Theile 0---1, 1--~—;‘. AR

zerlegt, so erhilt man

¢ dz s ;. I el
szlf— K — K = — ik,
0
oder da man diesem Werthe den Periodicitatsmodul 274 hinzu-

fiigen kann, auch
[o o]

> dz R
'/ Jog =K'
0

Innerhalb des Parallclogramms mit den Ecken 0, 4 &, 4 K + 2iK°
und2K” wird also z unendlich fiir w = ik’ und w = 2 K+ iK’".

Wir wollen auch hier nach Riemann die Beziehung zwischen
der doppelt periodischen Function und dem elliptischen Integral
in umgekchrter Weise, nimlich von der doppelt periodischen
Function ausgehend, betrachten. Sei ¢(w) ecine einwerthige dop-
pelt periodische Function, also von der Eigenschaft, dass zugleich

9w + 4) =) wd gl + 4) = ph)
sei. Dann miissen die geraden Linien, welche die complexen
Grossen 4, und 4, darstellen, verschiedene Richtung haben.
Denn haben sie gleiche Richtung, so miissen 4; und 4, nach
§ 2. 3) cin reclles Verhiltniss besitzen. Dieses kann entweder
rational oder irrational sein. Ist es rational, so sind 4, und 4,
commensurabel und daher Vielfache einer und derselben Grosse
B. Man kann also selzen
Ay =mB A, ==,nB, .
wo m und n zwei ganze Zahlen bedeuten, die relative Primzahlen
zu einander sind, und hat dann
QW) =g@@w + mB) = ¢(w + nb).

Dureége, Funet, compl, Var, 13
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Da es nun in diesem Falle zwei ganze Zahlen « und b gieht,
fir welche _

ma — nb =1,
und da ausserdem i ’

@(w + maB — nbB) = @ ()
ist, s0 isl auch
¢ + B)=p(w),

und daher ist dic Function ¢(w) in diesem Falle ecinfach und
nicht doppelt periodisch. laben aber 4, und A4, cin reclles
irrationales Verhillniss, sodass sic incommensurabel sind, so
giebl es stets zwei ganze Zahlen 22 wnd 2, finr welche

md, + nd,

kleiner als cine noch so klein angenommene Grosse wird.  Da
nun auch .
@ (w + md; + nd,) = @ (w)

isl, so hehilt jetzt die Funclion ¢ (w) bei belicbig kleinen Aende-
rungen der Variablen denselben Werth wund ist daher cine Con-
staute. Demnach muss bei eciner doppelt periodischen Function
das Verhiltniss der beiden Periodicititsmoduln imaginiir sein, also
miissen die Geraden 4; und 4, verschiedene Richtung haben. Dann
aber kann man die Ebene der e durch zwei Schaaren paralleler
Linien in Parallclogramme theilen, sodass g(w) auf je zwei Parallelen
dieselben Werthe erhilt; sic nimmt dann ferner in jedem Paral-
lelogramm ihre simmtlichen Werthe an und hat in je zwei
entsprechenden DPuncten verschicdener Parallelogramme gleiche
Werthe.

Da nun die einwerthige Function ¢ (2) fir irgend cinen
Werth von v unendlich gross werden muss (§ 28), so muss sie
in jedem DParallelogramm unendlich gross werden. Ilchen wir
daher irgend ein Parallelogramm heraus (Iig. 60), und seien
r, ', r”, cte. die Puncte desselben, in welchen ¢ () unendlich
gross wird. Bildet man das Integral

L/ ‘t;o (e0) dw ,

lings der Begrenzung .des Parallclogramms genommen, so ist
dasselbe (nach § 19) gleich der Summe der Integrale um die
Unstetigkeitspuncte 7, ', 77, etc. Wird also ¢ () in diesen
Puncten unendlich, wie resp.
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’

N C c (‘“ .
= 4 e, = + -, — + -, ele,
S0 ist
j Q@) dw=2mi(c+ ¢ +¢ + )
Nun hat aber ¢ (w) aul der Scite Fig. 60.
CL dicselben Werthe wie aufl DI E

und auf CD dieselben wie auf EF,
und beim Durchlaufen der Be-
grenzung desParallelogramms wer-
den die parallelen Seiten in ent-
gegengesetzter Richtung durchlau- :
fen; die Integrale lings dieser Seciten heben sich daher auf, und
es ist

N
/(p(uz) dw = 0.
Folglich ist auch
c +c’ +C” + e = ().

Hieraus geht hervor, dass ¢ () in jedem Parallelogramm mehr
als einmal unendlich werden muss, und zwar mindestens entweder
zwei Mal von der ersten Ordnung oder einmal von der zweilen
Ordnung. Bezcichnet im Allgemeinen 7 die Auzahl, wic oft p(w)
in jedem Parallelogramm unendlich gross wird, so kann zunichst
gezeigt werden, dass @ (w) auch jeden Werth % innerhalb eines
Parallelogramms n Mal annehmen muss. Dazu betrachten wir

das Integral
? o 9 (w) dw
'/ d lOD ((p (w) h) Odel./w (w) — A’

ausgedehnt auf die Begrenzung des Parallelogramms. Auch die-
ses hat den Werth Null, weil sowohl ¢ (w) — % als auch ¢’ (w)
auf den gegeniiberliegenden Seiten gleiche Werthe haben. An-
drerseits aber ist dieses Integral auch gleich der Summe der In-
tegrale, um die Puncte, fiir welche ¢'(w) unendlich gross wird,
und um die, in welchen ¢ (w) — & verschwindet. Die ersteren
sind diesclben wie die, fiir welche @ (w) oder ¢ (w) — & unend-
lich wird (§ 29). Ist nun im Aligemeinen « cin Punct, fir wel-
chen @ (w) — & cntweder uncndlich klein oder unendlich gross
wird, und zwar von der pten Ordnung (p positiv beim unendlich
klein Werden), so kann man setzen (§ 34)
QW) —h=@w—afPw),
13*
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wo P (w) fir w=ea weder Null noch unendlich ist, und erhilt

o _ dw ’llJ (w dw
Jd log (o (20) — A) p‘/w_“ +j Py o

= 2mi p.
Auf das ganze Parallelogramm ausgedehnt ist also

/‘d log (@ (w) — h) = 27i Zp,

und daher

2p=0.
Nun wird ¢ (2w) — 2, wie @ (w), n Mal unendlich gross; bezeich-
net man mit 2z die Anzahl, wie oft es verschwindet, so ist

Ep=m —n—=20,

und daher

m=n.
Da also (g («) — &) n Mal verschwinden muss, so wird ¢ (20) auch
n Mal = &.

Wir betrachlen nun im Folgenden nur den cinfachsten Fall,
wo @ (w) in jedem Parallelogramm zwei Mal unendlich gross
wird, also auch jeden Werth zwei Mal annimmt, und setzen zu- .
erst voraus, ¢(w) werde in zwei Puncten » und s unendlich
gross von der ersten Ordnung. Dann kann man setzen, ¢ (w)
mit z bezeichnet,

c= )= (i),
und weil
c+ =0
sein muss,
z:tp(w):w_r (w),

wo ¢ eine gegecbene Constante bezeichne, und () cine Func-
tion, die in dem betrachteten Parallelogramm nicht mehr, also
nur noch in den anderen Parallelogrammen, ndmlich in den
Puncten r + md, 4 nd,; s + mA, + nd, (lir m und » alle po-
sitiven und negativen ganzen Zahlen gesetzt) unendlich wird. Wir
suchen nun zuerst die Bezichung zwischen den beiden Werthen
w auf, fur welche @ (w) gleiche Werthe erhilt. Zu dem Ende sei
v=—1r + s — w.
Setzt man in (39) v slatt w, so ist

¢ () = = + ¥

v—r D—S
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Da man ‘aber

vV —r=— (w—>)
v—s=-—(w—r)
hat, so folgt -
P =— 5+ 5+ v

w—S_s w—r
und daber ‘
P ) — @) = v(w) — ¢ ).
Dicse Dillerenz bleibt also in dem ersten Parallclogramme end-
lich. Nun wird in cinem anstossenden Darallelogramme o ()
unendlich gross in w=17r 4 4, und w =35 4+ 4;; man kaunn

daher auch- selzen
. €4 . €y
() TTw—r—A, w—s—A, + ¥ (),
wo jetzt ¥, (w) fir alle Puncte des zweilen Parallelogrammes
endlich bleibt. Fihrt man nun
vy=r+s+24 —w

cin, so ist
w—r—d4,=— v —s—4)
w—8§—d=— (v —r—4),
und daher hat man auch

o) =— == + o=, + i)

w—r—A4,

Demnach ist
P (w) — @) =¥, (w) — ¥, (v))
und bleibt innerhalb des zweiten Parallelogramms endlich. Da
aber v, sich von » nur um das Doppelte des Periodicititsmoduls
A, unlerscheidet, so ist
P@) =@, ) — W) =9k — 9
und daher bleibt die Differenz
- P(w) — o)
sowohl in dem ersten, als auch in dem zweiten Parallelogramm
endlich. Geht man auf diese Weise von Parallelogramm zu Pa-
rallelogramm fort, so zeigt sich, dass diese Differenz in keinem
Parallelogramme, also gar nicht unendlich wird und daher con-

stant sein muss. Um den Werth dieser Constanten zu ermitteln,

r S .
sclze man w — T+ , dann wird

=
v:r_-[—.s‘

B ::w’
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und da die Function ¢ cinwerthig ist, auch
P (1) =  (w).

Da also die Differenz ¢ (w) — @ () fir cinen Werth von w den
Werth Null hat, so hat sic diesen stets, und daher ist

Qr + s — w) = @ (w).
Demnach sind w und » 4 s — w die beiden zusammengehori-
gen Werthe, finr welche die Function ¢ (w) gleiche Werlhe
erhalt.

Nun folgt aus (39)

dz ¢

‘P,(w) = = )2 + (w_c_s)z + z//(w);

—-(w—r

also ist die Derivirte ¢’ (w), abgesehen von den Periodicititsmo-
duln, auch nur fir w=7r und w==s unendlich gross, aber von
der zweilen Ordnung. Sie wird daher in jedem Parallelogramme
vier Mal unendlich und nimmt also auch jeden Werth vier Mal
an.  Sie ist ebenfalls eine einwerthige Function von e ; wichlig
aber ist es zu untersuchen, ob sie auch eine einwerthige Func-
tion von z ist. Nun erhdlt dic Derivirte Z—; in je zwei entspre-
chenden Puncten verschiedener Parallelogramme, in denen z
gleiche Werthe hat, ebenfalls gleiche Werthe.  Man hat also nur
die Puncle v und w desselben Parallelogramms zu betrachten.
Differentiirt man die Gleichung

P(w) = @)
nach w, so erhill man, da
dv
w =1
ist,
P (w) = — ¢'(v).

- . . dz
Demnach erhilt zwar z fir » und w gleiche Werthe, T aber
. Iz . . . . J .
enlgegengesetzle, also ist Eh}; nicht cine einwerthige Function von
z, da es fir denselben Werth von z zwei verschiedene Werthe
annehmen kann. Da aber diese gleich und entgegengesetzt sind,

2
dz . . . o . .
so folgt, dass (E&) eine einwerthige Function von z ist. Nun

. dz . . .
wird o ur da unendlich, wo auch z unendlich ist, und zwar

von der zweilen Ordnung, wo z von der ersten Ordnung unend-

2
. . . dz . .
lich ist; demnach wird (31»(—’) an derselben Stelle von der vierten
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2
) . iz . . . ~ .
Ordnung unendlich; also ist <:7:E> eine cinwerthige Function von

z, welche nur fir z =00 und hier von der vierten Ordnung
unendlich wird, und folglich cine ganze Funclion vierten Grades
von z. Eine solche wird auch 4 Mal Null.  Bezeichnet man dic
Werthe von z, fiir welche dies geschicht, mit «, 8, ¢, 0, und
mil € cine Conslante, so ist

dz
((lw) =0 (Z - Ot) (z — ﬁ) (z - 7) (z — 6): (40)
und hicraus folgt
/' dz
w= [ _  _= s
JVCe—a) —B) c—7) (z—0)
Line doppelt periodischie Function, welche in jedem Parallclo-
gramm zwei Mal von der ersten Ordnung unendlich wird, ist da-
her die inverse Funclion cines elliptischen Integrals.  Die Con-
stanle € kaun durch ¢ ausgedriickt werden. Denn da nach (40)

l: ((]~ >‘ ]
. chw
C = | lim 2 oo
ist, so erhalt man
¢ ( [~ + o + ¥ (@] }

lim _

(o =5 +v] Ao
[~ ¢+ 8= 4 o ¥ ()]

= lim— ———
c(w—r) 4
[c — _w————s' + (w—r) w(w)]
1
T &)

und dadurch wird

¢ cdz
W — .
JV (z—a)(z =) (z—y) (z — 0)

Dieses Integral gestatlet eine ganz ihnliche Behandlung wie das

frihere
.fV (1—2% (1~k2~2)

. . 1 .. .
indem hier an Stelle von + 1, — 1, + %, -3 die vier Ver-

zweigungspuncte «, 3, p, O treten; es kann auch durch eine
Transformation in das letztere ubergefilhrt werden.
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Wir gehn nun zu dem Falle iber, wo die Funclion ¢(w)
nur in einem Puncte w =7 und hier von der zweilen Orduung
unendlich wird. In diesem Falle muss man setzen

=g W) == + ¥

denn das in (w — )~ multiplicirte Glied muss fehlen, damit
f (p(%o) dw ausgedehnt auf “die Begrenzung des Parallelogramms
gleich Null werde. Man schliesst hier ebenso wie oben, indem
man s=r sclzt, dass
@2r — w) = @(w)

und daher

Q2r—w = — ¢ W)
ist. Daher ist = nicht, wolhl aber wieder (fii)z cine einwer-

dw dw

thige Funclion von z; nun ist

dz 2¢ ’

o= =i T ¥ (w),
also wird Z—; nur da unendlich, und zwar von der 3ten Ordnung,
wo z von der zweiten Ordnuug unendlich ist. In Bezichung aut

. dz .. . .
z ist also == fir z=o00 von der Ordnung § uneudlich, und

dw
N dz\2 . .
folglich (%) von der dritten Ordnung. Demnach hat man in

diesem Falle
(5)=ct—a =B —n.

Darin ist

dz \2 ’ 2_
. [Iim (;;;) ]zsoo _ [Hm (* o+ ¥ () J

i ((,Tf.-) + ’P("’))3 wr
(— 2¢ 4+ (w—r)? w'(w))?_ 4c?

= lim )= = 4 ;
(c+ (w—r)p(w))? c? ¢
mithin
dz 4
=t (—a) e—h) c—)
und

w=1 ___V;-dz

Ve—a) =B (z—7)
welches ebenfalls ein elliptisches Integral ist.
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Hiermit brechen wir diese Betrachtungen ab, da es nicht
in der Absicht dicses Buches licgt, niher auf die Untersuchung
der periodischen Functionen cinzugehen, sondern die behandelten
IYalle nur als Beispicle zur Erliuterung der allgemeinen Betrach-
tungen angeschen werden sollen. In Betrell der eigenthiumlichen
Natur, welche denjenigen Functionen innewohnt, dic mehr als
zwei Periodicititsmoduln besitzen, moge auf die schone und licht-
voll geschriebene Abhandlung von Prym: Theoria nova func-
tionum ultracllipticarum (lnaug. Diss.) Berlin 1863 ver-
wiesen werden.

Elfter Abschnitt.

Bestimmung einer Function durch Grenz- und
Unstetigkeitsbedingungen.

§ 53.

Wenn man als Delinition eciner Function einen Ausdruck zu
Grunde legt, so ist dadurch ihr Werth fir jeden Werth der Va-
riablen gegeben. Wir haben aber schon frither (§ 25) geschen,
dass es zur Bestimmung einer Function einer complexen
Verinderlichen innerhalb cines gewissen Gebietes nicht noth-
wendig ist, dass ibr Werth fir jeden Werth der Variablen in
diesem Gebicte gegeben sei, sondern dass schon ecin geringerer
Theil von Bestimmungsstiicken hinreicht, von denen die ibrigen
dann cine Folge sind. Riemann hat nun gezeigt, dass man mit
Bestimmtheit angeben kann, welches die zur Bestimmung einer
Function nothwendigen und hinreichenden Stiicke sind, und da-
durch den Weg eroffuet, bestimmte Functionen auch ohne Zu-
grundelegung ecines Ausdrucks fir dieselben zu untersuchen.
Hierauf soll in diesem Abschnitte noch etwas niher eingegangen
werden.

Es ist § 5 gezeigt worden, dass wenn

w=1u+iv
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