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Abschn. XI. Bestimm. e. Funct. durch Bedingungen. § 53. 201

Hiermit brechen wir diese Betrachtungen ab, da es nicht
in der Absicht dieses Buches liegt, niher auf dic Untersuchung
der periodischen Functionen cinzugehen, sondern die behandelten
Fille nur als Beispicle zur Erliuterung der allgemeinen Betrach-
tungen angeschen werden sollen. In Betrell der eigenthiumlichen
Natur, welche denjenigen Functionen innewohnt, diec mehr als
zwei Periodicititsmoduln besitzen, moge auf die schone und licht-
voll geschriebene Abhandlung von Prym: Theoria nova func-
tionum ultracllipticarum (Inaug. Diss.) Berlin 1863 ver-
wiesen werden.

Elfter Abschnitt.

Bestimmung eincr Function durch Grenz- und
Unstetigkeitsbedingungen.

§ 53.

Wenn man als Definition ciner Function einen Ausdruck zu
Grunde legt, so ist dadurch ihr Werth fir jeden Werth der Va-
riablen gegeben. Wir haben aber schon frither (§ 25) geschen,
dass ¢s zur Bestimmung einer Function einer complexen
Verinderlichen innerhalb cines gewissen Gebietes nicht noth-
wendig ist, dass ihr Werth fir jeden Werth der Variablen in
diesem Gebicte gegeben sei, sondern dass schon cin geringerer
Theil von Bestimmungsstiicken hinrceicht, von denen die ibrigen
dann cine Folge sind. Riemann hat nun gezeigt, dass man mit
Bestimmtheit angeben kann, welches die zur Bestimmung einer
Function nothwendigen und hinreichenden Stiicke sind, und da-
durch den Weg eroffuet, bestimmte Functionen auch ohne Zu-
grundelegung ecines Ausdrucks fir dieselben zu untersuchen.
Ilierauf soll in diesem Abschnitte noch etwas niher eingegangen
werden.

Es ist § 5 gezeigt worden, dass wenn

w=1u 4 iv
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eine Funclion einer complexen Variablen
z=x + iy
scin soll, die reellen Theile # und » den particllen Dillerential-
gleichungen
0%
. 0a‘2+8,/_(’8ﬁ+8,/

gen‘ilgeu missen, oder auch, dass

oo b0 o
ox oy’ oy ox
sein muss.  Wir wollen nun, wn mit dem einfachsten Falle zu
beginnen, annehmen, die Funclion 20 sci innerhalb ciner einfach
zusammenhingenden VFliche 7' iiberall endlich und stetig, und
dann zeigen, dass sie in derselben bis auf cine additive Constante
vollstindig bestimmt ist, sobald ilr recller Theil 2 auf der Be-
grenzung von 7' gegeben ist, d. h. wenn die Werthe von u in
allen Puncten dieser Begrenzung auf beliebige Weise gewihlt sind,
wobei wir jedoch vorausselzen wollen, dass sich %, wenn es nicht
langs der ganzen Begrenzung constant ist, von cinem Puncte der-
selben zum andern stetig dndert.

Wir betrachten dazu das Fliachenintegral

-—JJ (=) + (a“)](zxdy,

ausgedehnt auf die Fliche 7. Wenn darin e cine reclle iiberall
in 7 endlich Dblcibende Function von x uud y ist, so hat auch
£ (@) cinen endlichen Werth, und zwar einen positiven, da sammt-
liche Elemente des Integrals positiv sind. Unter allen diesen po-
sitiven Werthen, welche & (e) fir verschiedene Funclionen e« an-
nimmt, muss ecs cinen geben, welcher der kleinste ist. Selzt
man nun an Stelle vou « nur Functionen u, welche an der
Grenze von T gegebene Werthe haben, so wollen wir zeigen,
dass unter diesen diejenige dem Integral £ (v) den klcinsten
Werth zuertheilt, welche der partiellen Dillerentialgleichung
32u

geniigt. Um dies zu bewcisen, bezelclmen wir mit ¢ eine be-
lichige reelle in 7' endlich bleibende Function von x und y, und
mit 2 eine unendlich kleine Constante, und untersuchen, unter
welcher Bedingung stets

Qw4 he) > ()

ist, wihrend ¢ an der Grenze, wo u gegchene Werthe hat, also
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cinen Zuwachs /% 6 nicht erleiden darf, verschwindet. Man
hat nun

Q (u + ho) —‘// [(a(lt+llﬁ)) -l-(8 lt_l.lm))] dxdy

w ou 06 o6
._// [ E)E) + (87/) ] dxdy + 27;]] [8xaw+846:/:| dxdy
. Ll ? a a
+ Iz‘JJ [ 87‘2)24_ (Zj)z] dxdy
oder

Q@+ ho)= Q) + 2/zj gz L g; gj] ddy + 12 &(0). (12)
Demnach ist die Bedingung ddflll dass fir alle Funclionen ¢
und fir jedes positive oder negative 2

Qw4+ ho) > L(u)

sei, die folgende

ou 0o au 06 .
'/'/ [9J ox ' Jy 0 ] dudy = 0. _ (13)

Aul dieses Flachenintegral konuen nun Betrachtungen dhnlicher
Art, wie die § 17 angestellten, angewendet werden. Durch theil-
weise Integration erhilt man namlich

jfgﬁgadxd‘/—f 95,6[1/_/'/622(1&11
Ou 0o o 4 o
/ aJaJde_j ./j 5 dady,

worin die cinfachen Integrale sxch auf die Bcglcnzuug von T
beziehen. Nimml man aber an, dass diese in positiver Richtung
durchlaufen wird, so hat man, wie § 17 erortert worden ist,

dem Integrale
ou
f o ™

das enl"eﬂen"esdztc Zeichen zu gehen.  Demnach geht die Glei-
chung (43) in folgende

_./ (audx——@d/)—(/b/ ( a”)dxd/_—() (44)

tiber. lierin verschwindet das Linienintegral von selbst, weil es
sich nur auf dic Begrenzung von 7' bezieht, und hier ¢ gleich
Null ist. Also muss das Flichenintegral verschwinden, und damit

dics fir jede Function ¢ geschehe, muss

Pu | e
0x? + 3J 0
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sein. Demnach ertheilt unter allen Functionen 2, welche an der
Grenze von T gegebene Werthe annchmen und im Innern von
T endlich Dbleiben, dicjenige dem Integral £ (x) den kleinsten
2,
geniigt.  Man kann nun aber auch zeigen, dass es nur ecine
solche Function « geben kann; denn wire » 4+ & eine zweite,
welche ebenfalls jener partiellen Differentialgleichung geniigt,
welche ferner an der Grenze von 7' auch die gegebenen Werthe
annimmt, sodass an der Grenze & = ( ist, und fir welche £
cbenfalls ein Minimum wird, so wiwde man der Gleichung (42)
" gemiss, indem & an die Stelle von A6 tritt, haben
L u+9)=2 (v + L @),
da die Gleichung (43) oder (44) durch die gegebenen Bedingungen
in Erfallung geht. Aus dieser Gleichung folgt aber, dass & ()
verschwinden muss, sodass das Integral £ (w) nur einen Mini-
malwerth haben kann. Denn zuerst ist jedenfalls 82 (x4 ) nicht
klciner als £ (u), da £ (8) nicht negativ scin kann; wire aber
L (u+ D) grosser als L (v), und daher £ (8) nicht Null, so
wiirde man auch die Gleichung
K (w + h9) = £ (u) + 7* L2 (D)
aufstellen konnen, und dann wiwrde fiir positive oder negalive
Werthe von 7%, die numerisch << 1 sind,
Qw4 hd) < w4+ 9),
und daher £ (v + @) nicht ein Minimalwerth sein.  Demnach
muss £ () verschwinden und £ (w + ) = £ (u) sein. Das
Integral & (%) hat also nur ein Minimum; und dieses wird auch
nur fir eine Funclion % errcicht, denn da alle Elemente von
& (¥) positiv sind, so kann dieses nicht anders verschwinden,

2
Werth, welche der partiellen Differentialgleichung %’é +

als wenn
09N2 | 09\
2:) +(G)="0
d. h.
0% 0%
B = 0 und oy = 0

ist. Daraus folgt, dass & eine Constante ist, und da 'sic an der
Grenze den Werth Null hat, so ist sie iberall Null. Demnach
hat & () nur cin Minimum und erreicht dasselbe auch nur fir
eine Function % von der obigen Beschaffenheit. Nun muss aber
dicses Integral, da es nur positive Werthe annehmen kann, noth-
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wendig fiir cine Function « den kleinstmoglichen Werth erhalten,
und daher existirt auch immer cine und nur cine Function u
von der obigen Beschaffenheit. Wir haben damit folgenden Satz
gewonnen: Es giebt stets eine und nur cine reelle
Function » von & und y, welche an der Begrenzung
ciner cinfach zusammenhingenden Fliche 7 gege-
"bene, entweder constante, oder stetig lings der-
sclben sich édndernde Werthe hat, im Innern von
T iberall stetig ist und der Differentialgleichung
P O
0a* 1 opr T
Soll nun # der reclle Theil der Funclion w = w 4 @ von
z=uax + iy sein, so muss er dicscr Differentialgleichung genii-
gen, und ist daher im Innern einer einfach zusammenhingenden
Fliche 7 vollkommen bestimmt, sobald er an der Begrenzung
von 7' gegeben ist. Dadurch ist dann aber » chenfails bestimmt,
denn das vollstindige Differential dv ist ‘
m:%m+%%
oder wenn man die Gleichungen (41) anwendet,
i
also durch  allcin ausgedriickt. Das Integral dieses vollstindi-
gen Differentials

0 genugt.

dy —

Z, Y
‘ - ' ou on
ﬁ—j@@ﬁ+%w)
Zo> Yo

von einem beliebigen festen Puncte (x,, y,) ausgehend und auf
irgend cinem in 7 verlaufenden Integrationswege bis zu einem
verinderlichen Puncle (x, ) genommen, hat in diesem cinen von
dem Integrationswege unabhiingigen Werth (§ 18); und daher ist
auch v vollkommen Dbestimmt, sobald ihr Werth fir den beliebig
in T zu wihlenden Punct (x,, y,) gegeben ist.  Dieser Werth
mit ¢ multiplicirt Dbildet eine rein imaginiirc‘ Constante, und
folglich ist eine Function w=wu 4 @ ciner complexen
Variablen, die in einer cinfach zusamenhingenden
Fliche 7 e¢ndlich und stetig bleiben soll, in dersel-
ben bis auf ecine additive rein imaginire Constante
bestimmt, wenn ihr reeller Theil « lings der Begren-
zung von 7 gegeben ist; die Constante ist ebenfalls



206 Abscln. XI. Bestimm. ¢. Funct. durch Bedingungen. § 54.

D

hestimmt, wenn der Werth des imaginiren Theils 7o
von w fir irgend cinen Punct der Fliche 7 gege-
ben ist.

In dem besonderen Falle, dass « Lings der Begrenzung von
T constant ist, kann leicht gezeigt werden, dass auch 20 inner-
halb 7 constant sein muss. Denn dic partielle Differential-
gleichung )
ox® ' Oyt

hat jedenfalls die Losung
% = Const.,

=0

und giebt man der Constanten den Werth, den # an der Grenze
haben soll, so geniigt dicse Losung auch der Grenzbedingung.
Damit ist % hestimmt, da bewiesen worden ist, dass jene Diffe-
rentialgleichung nur eine einzige Lisung besitzt, welche zugleich

der Grenzbedingung geniigt. Wenn aber » constant ist, so sind

e ou § . . .
e und % beide gleich Null, und daher ist (nach 45) auch »
constant. Demnach crgicbt sich: Ist der reelle Theil « von
w an der Begrenzung einer cinfach zusammenhin-
genden Fliache 7 constant, und soll » in 7 endlich
und stetig bleiben, so hat auch w inder ganzen Fliche

T einen constanten Werth.

Ist die Fliche 7 im Unendlichen geschlossen, und daher”
nue durch einen Punct begrenzt, so ist auch » nur fiir diesen
Punct gegeben. Dic Bedingung, dass auch » in einem Puncte
bekannt sei, vereinigt sich dann mit der vorigen dahin, dass w
selbst in einem Puncte gegeben ist. In diesem Falle wird aber
der Differentialgleichung ebenfalls nur durch eine Constante ge-
niigt, welche den im Begrenzungspuncte gegebenen Werth von »
hat, und daher ist 2 eine Constante. Wir gelangen also in Ueber-
einstimmung mit § 28 zu dem Resultat, dass cinc in eciner ins
Unendliche geheilden cinfach zusammenbiingenden Fliche tberall
endlich und stetig bleibende Function cine Constante sein muss.

§ bd.

Wir gehen nun dazu iiber, anzunehmen, dass die zu bestim-
mende Function innerhalb der cinfach zusammenhiingenden Fliche
7T auch unendlich werden darf. Dann lisst sich das Princip,
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aul welches sich die Betrachtung des vorigeu § stiitzt, nicht ohne
Weileres anwenden, weil in diesem Falle das Integral

JILE) + @) Jewr

unendlich gross wird. Ist niimlich /(z) = w = u + v fir cinen
Puncl z = @ im Innern der Fliche 7, auf welche sich das Inte-
gral bezieht, unendlich gross, so ist es auch die Derivirte
re ===l il

und daher muss
: | (z—a)/’(2)
fiw z = @ von Null verschieden scin. Setzt man nun

z—a=rc?,
so muss also

reiq)(al — a‘u)

ox oy .

fie » = (0 von Null verschieden sein; demnach auch der Modul
dicser Grosse, so wie dessen Quadrat. Also ist

() + ()=

nicht gleich Nall.  Fihrt man nun » und ¢ in dem obhigen Inle-
gral ecin, so ist das Flichenclement = rdr de, und daher das

Integral gleich
* (* Nardy
r ’

und diescs wird unendlich fir » = 0, weil ¥ fir » =0 von
Null verschieden ist.

Aus dicsem Grunde kann man in diesem Falle das vorige
Integral nicht henulzen. Riemann hetrachtet statt dessen das

folgendc-
JJ [(fﬁ ?)v)l + (a:, + 3‘*) ]dxdy,

ausgedehnt auf die ganze Fliche 7. Dieses hat den Werth Null,
wenn « und B die recllen Theile ciner Function & 4 i der
complexen Variablen  + 4y oder z bedeulen, denn fir eine
solche ist tiberall :
o
gx g,ﬁ und g-;: gﬁ
Aus demselben Grunde bleibt aber, wenn irgend ecine reelle

(46)
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Irunction % von a und y an Stelle von e gesetzt wird, das Inte-
gral &(u) endlich, sobald « nur solche Unstetigkeilen annimmt,
wie der rveelle Theil « ciner Funclion e¢ 4 78 von x 4 .
Denn hedeulet g cine reelle Function von x und y, welche nebst
iliren Differentialquotienten innerhalh 7' endlich und stetig bleibt,
und setzt man
u=u«a 4+ u,

so wird  nur so unstelig wic «; wegen der Gleichungen (46)
aber ist

ou aﬁ
ox ~ 0y ax
ou é)ﬁ
oy + oy

und daher Dbleiben diese GloSbOIl auch an den Unstetigkeitsstellen
endlich. Demnach ist dann das Integral & (%) endlich und kann
seiner Natur nach nur positive Werthe annchmen. Fir irgend
cine Function » muss es also den kleinsten Werth erhalten.
Wenn nun fiir # solche Fynclionen von der obigen Beschallen-
heit gesclzt werden, welche an der Grenze gegebene Werthe
annchmen, so kann wicder gezeigt werden, dass L(w) fir die-
jenige unter diesen am kleinsten wird, welehe der partiellen
&u
oy?
sen, verfilirt man wie in § 53. Man gicht der Funclion % einen
unendlich kleinen Zuwachs %6, indem % cine unendlich kleine
Constante, und ¢ cine Funclion von x und y bedeutet, die inner-
halb 7 endlich und stetig bleibt und an-der Begrenzung ver-
schwindet; hicranf sucht man die Bedingung, unter welcher fiir
Jede solche Function 6 und jedes positive oder negative %

L (u+16) > 8 (u)

. . . u . . .
Differentialgleichung e + 55 =0 geniigt. Um dies zu bewei-

ist. Man ecrhilt

ot = T 8) + (55 + 2
= j j (gL a,, (gu +g(i>2] dxdy
o [ f [ — )+ (G )i
e [ J1GE) + (G) oo

<

oder
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8 (u+ he) = 8 (u) + 2% /:/1 [(3—2 — %—g)gi + (SZ +31:)d! ]rird/

+ ? jj 36) ]dxd!
o
2 ) 01

licrnach ist dic Bedingung (L\llu dass £ (u) cin Minimum sei:
? ‘ 0u @ﬁ O Ou 9{3 A, -
JJ P a/ P ( + % ]dxdﬂ/ =0; (47)

und dann ist

Q (u +he) =8 (u) + h* /J ( ):Iduij (48)

Transformirt man dic Gleichung (47) durch theilweise Integration
wic in § 53, so wird

r au op\ e alf 3211 a?ﬁ .

/] (ﬁv ?’y)awd ody j <(91 ?):/ ——_/(/ e )dld‘/
Ou ?{3 do cu 3’7l

//((71/ m)m,hd/ / ( + )’J’—J‘/ (J2+F)t?77/ xd!/’

und hierin ist cbenfalls dem zweiten, da enthaltenden Linien-
integrale das entgegengesetzte Zeichen zu geben, wenn es wie
das erste in positiver Begrenzungsrichtung  genommen  werden
soll.  Da nun bei der Addition der vorigen Ausdriicke das Glied

——W i { H o P - . .
Oy sich forthebt, so geht die (chwlmug (47) tber in

ow O, 0 82 0*u
oy iy o) = o

Hierin verschwindet das leenml%lal weil 6 an der Grenze Null
ist, und die Grossen ilf — (ﬁ fu + o8 tberall, auch an den
ox oy’ 0Oy O
Unstetigkeitsstellen endlich bleiben.  Damit also dmsu Gleichung
fiir jede Function ¢ erfallt werde, muss
0% 32u
Ox?
sein.  Man schliesst nun, wie im § 53, dass das Integral £ (u)
nur ein Minimum haben, und dass es nur eine Function « geben
kann, welche ibm diesen Minimalwerth ertheilt; denn wire v 4+ 0
cine zweite, welche denselben Bedingungen genigt, for welche
also & an der Grenze Null ist, so folgt wic oben aus der
Gleichung (48), wenn man darin 26 durch & ersetzt, dass das
Integral '
Durcege, Funet. compl. Var, 14

s — 0
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SIS 1G)+ (@) T

verschwinden, und hieraus, dass & constant und iherall gleich Null
sein muss. Hiernach ist # vollstindig bestimmt, sobald es an der
Grenze von 7' gegeben ist und im hmern von 7' nur solche Un-
stetigkeiten annimmt, wie eine Function e, welche den veetlen Theil
einer gegebenen Funclion « 4 ¢ von x + éy bildet.

Alsdann kann auch » bis aul cine additive Conslante he-
stimmt werden,  Denn man hat wieder ‘

v ov
dv = pe dx + o

oder

ou
o

(II

dv —= — 2 dx +

dy.

. . ;)IL (Il . .
Mier konnen num zwar 5- und " unendlich gross werden; zicht
oa oy b

<

man aber von dem vorigen Ausdrucke das vollstindige Diffe-
rential '
B ="Lax+ 70 a
ab, so erhilt man
_ Ou g ou op

dv—p)=— (9,/ + > dr + <gm — ?),:)) dy,
und dieses bleibt nach dem Fritheren auch an den Unstetigkeits-
stellen endlich.  Man erhilt also -

A ] . ')" 0 {4 ')

wo % ecine willkiirliche Constante hedeutet, nnd daml nimmt auch
v nur solche Unstetigkeiten an, wie 8. Die Function » ist daher
chenfalls bestimmt, sobald w = u 4 ¢v nur solche Unstetigkei-
ten annimmt, wic & 4 7. Stalt einer solchen Function kann
auch for jede Unstetigkeitsstelle cine Function von x + iy
gegeben sein, welche uibrigens endlich bleibt, aber an der betref-
fenden Unstetigkeitsstelle so unendlich wird, wic w es werden
soll. Dice additive Constante 4 endlich kann bestimmt werden,
wenn der Werth von » fiir irgend cinen Punct der Fliche 7'
gegeben ist.  Wir erhalten hiernach das Resnltat: Eine Func-
tion w = u 4 v ciner complexen Variabeln ist far
eine cinfach zusammenhingende Fliche 7 bestimmt,
wenn gegehen sind: 1) die Werthe von v an der Grenze
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vou 7, 2) der Wmth von » fir irgend cinen Punct von
T, 3) fir jeden Unstetigkeitspunct eine Function von
x 4 7y, welche dort ebenso unendlich wird, wie w
es werden soll.

Ist dic Fliche 7' nur durch cinen Punct begrenzt, und im
Unendlichen geschlossen, so reduciren sich die Bedingungen 1) -
und 2) wieder daranf, dass e fir irgend cinen Punct gegeben ist.

§ 5b.

"Der vorige Salz enthilt zugleich cinen anderen, nimlich den,
dass man innerhalb einer cinfach zusammenhingen-
den Flache 77 einoe complexe Function m + én, welche
nicht zugleich cine Function von ciner complexen
Verdanderlichen z ist, durch Hlinzufiigung ciner dlin-
lichen complexen Function w + ¢v in ecine Function
von z, und zwar nur auf cine Weise verwandeln kann,
wenn nur m 4 én, wo es unstetig wird, dort ebenso
unstelig ist, wie cine Function « 4 i3 ciner com-
plexen Variabeln.

Denn unter dieser Bedingung blcibcu die Grossen

m n m
gx gl/ d o a + 8@
endlich, und dann ist auch das Integral

am on om on
= 1E-5)+ & +E)] e,

ausgedelmt auf die Fliche 7, endlich. Bedeutet nun g cine
rcelle Function von x und y, die nebst ihren Differentialquotien-
ten innerhalb 7' eundlich bleibt_und an der Grenze von 7' Null
ist, und setzt man

u=um -+ W,
so wird « nur so unstetig wic m, und also auch nur so, wie «;
daher ist auch &(w) endlich, und setzt man alle moglichen Func-
tionen u cin, die an der Grenze gleich m sind, so erhilt £ (u)
fur diejenige den kleinsten Werth, welche der partiellen Differen-
tialgleichung

el gu —0

T .
geniigt. Dicse kann daher den reellen Theil einer Function der
complexen Variablen bilden. Man hat also w so zu bestimmen,

14*
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dass w=m 4 w dicser partiellen Diffecentialgleichung  geniigt,
an der Grenze von 7' gleich m ist, und im Innern von 7' nur
so unstelig wird wie «.  Wir wissen, dass dies stets und nuar
aul c¢ine Weise maoglich ist.

Nun sind aber auch die Grossen

- cu on O n
A= 4o und = 4 -
. v oy oy O

tberall endlich; setzt man daher in der Gleichung (50) 7 an
Stelle von 3, und bildet

o : O on : u 'n
v=mnt . / [_ (’(1}} + ‘(L'u) e + ('()a: - 'ﬂg> Ty ]

so ist 7o der imaginire Theil einer Funetion « 4+ 7o der com-
plexen Variablen z, da

v o on n 'n s u

fx T v Oy ox Uy
und

v on + u . n o

oy Oy oz dy o

ist.  Setzt man also

T on on u 'n
o[ e (ena] -
so wird
m+tin+pu+iv=u+4iv
in der That cine Function von x 4+ #y.

Hicrauf kann nan die Bestimmung ciner Function w=wu 4 &
chenfalls gegrindet werden.  Die Walil der Werthe einer Func-
tion m + dn, die nicht zugleich Funetion der complexen Variablen
z ist, unterliegt vnimlich gar keiner Beschrinkung, chen so wenig
wie dies Dbei ciner reell bleibenden Function einer reellen Va-
riablen der Fall ist.  Denkt man alle diejenigen Puncte, in denen
w unstetig werden soll, mit kleinen Kreisen umgeben, und nimmt
dic Werthe der Function m 4 in so an, dass sie innerhalh und
auf der Peripheric der kleinen Kreise gegebenen  Functionen
a + i3 von z gleich wird, ausserhalh aber sich uberall stelig
indert und endlich bleibt, so ist der auf die kleinen Kreise
bezigliche Theil des Integrals & (m) gleich Null, und der auf
den dbrigen Theil vou 7' sich erstreckende bleibt endlich; daher
kann 7 + in durch Hinzufigung vou g 4+ v in cine Funclion
w von z verwandelt werden, und da diese Verwandlung nur auf
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cine Weise geschehen kann, so ist w0 bis aul eine additive Con-
stante  vollstiindig  bestimmt.  Diese  Constante, welche in dem
Integral v (51) enthalten ist, kann auch als nutere Grenze des-
selhen gedacht werden und st bestimmt, wemn v fiie irgend
cinen Punct gegeben ist; dann aber hat das Iategral v innerhalb
der einfach zusammenhingenden Fliche 7' cinen von dem Inte-
grationswege unabhingigen Werth.

§ 56.

Die vorigen Betrachtungen lassen sich unter einigen Modili-
cationen auch auf den Fall anwenden, dass die Fliche 7' mehe-
fach zusammenhingend und dann dureh Quersehnitte in eine ein-
fach zusammenhingende 77 verwandelt ist.  Wir beziehen hier
die Grenzbedingungen auf die Begrenzung der cinfach zusammen-
hingenden Fliche 7. s Dbleibt dann alles wie vorhin, nur
unterliegt die Walill des veellen Theils » an dieser Grenze, welche
aus der Begrenzung von 7 und den zweimal in entgegengeselz-
ten Richtungen  durchlaufenen Querschuitten besteht, gewissen
Jeschrinkungen.  Sollen néamlich in diesem Falle dic Werthe der
FFunction 2 zu beiden Seiten eines Querschnitts sich nur um den
constanten Periodicititsmodul unterscheiden, so missen auch die
Werthe von u zu bheiden Seiten des Querschnitts nur um cine
coustante Grosse von cinander verschieden sein.  Nun aber i

s,
der Periodicititsmodul gleich dem Integral

./dw:fdu-kz'/dv,

ausgedehnt auf ecine geschlossene Linie, welche von der ecinen
Seite des Querschnittes auf die andere fuhrt; also ist ‘/Adu der
reelle Theil des Periodicititsmoduls.  Um  diese Grosse miissen
die Werthe von 2 zu beiden Seiten des Querschnittes verschie-
den sein. Ist die Fliche 7 eine begrenzte, und sind diec Werthe
von u an den Begrenzungstheilen von 77 gegeben, so sind damit
auch die reellen Theile der Periodicititsmoduln gegeben, weil
die aul diese Begrenzungstheile ausgedehnten Integrale fdu ent-
weder selbst die reellen Theile der Periodicititsinoduln sind, oder
durch lincare Gleichungen mit diesen zusammenhingen. Man kann
aber auch in den Gleichangen, durch welche die Werthe von u
an der Grenze von 7 bestimmt werden, willkirliche Constanten
cinfithren und diese¢ dann so bestimmen, dass die recllen Theile
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der Periodicititsmoduln gegebene Werthe erhalten.  Die imagini-
ren Theile der letzteren sind dann ebenfalls bestimmt, denn da,
wie ohen
dv=— 2 qz + % gy
Oy ox
ist, so ist der imaginire Theil des Periodicititsmoduls fiir cinen
Querschnitt gleich dem Integrale

. ou ou
N )

ausgedehnt auf eine 'gcschlosscnc Linie, dic von der cinen Scite
des Querschnitts anf die andere fithrt; er ist also mit « zugleich
hestimmt. Ist die Fliche 7' unbegrenzt und durch Querschuitie
in dic cinfach zusammenhingende 7 verwandelt worden, so sind
diec Werthe von » an der Begrenzung von 77, d. h. also hicer
an den Querschnitten nur der Beschrinkung zu unterwerlen, dass
sie an je einem Querschnitte entlang von cinem Knoten des
Schnittnetzes bis zum niichsten, zu beiden Sciten gleiche Aende-
rungen erleiden. Diese Bedingungen, welchen die Werthe von »
an der Begrenzung der einfach zusammenhiingenden Fliche 77
geniigen muassen, sind z. B. erfillt, wenn « lings der ganzen
Begrenzung den Werth Null haben soll.

§ 51

Von den vorigen Betrachtungen hat Riemann eine wichtige
Anwendung auf die Aufgabe gemacht, cine Deliebig gegebene
cinfach zusammenhingende Flache 7' vermittelst ciner Funclion
w durch einen Kreis S, der in der 20-Flache mit dem Radius 1
um den Nullpunet beschrieben wird, so abzubilden, dass mit Aus-
nahme der Verzweigungspuncte in 7, das Bild dem Abgebildeten
in den unendlich kleinen Theilen adhnlich ist.  Diese Aufgabe
kommt darauf zuriick, dass cine Function 0 von z so bestimmt
werde, dass wenn z die Begrenzung ciner Dbeliebig gegebenen
einfach zusammenhingenden Fliche 7' durchliuft, « die Peri-
pherie jenes Kreises S beschreibt, und dass jedem Puncte der
z-Flache nur ecin Puncl der w-Fliche entspreche und umge-
kehrt.  Es soll gezeigt werden, dass es immer moglich ist, ecine
Function 2 diesen Bedingungen gemiss zu beslimmen.

Setzt man

Ww=pg0¢ ,
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so missen den Puncten z der Begrenzung von 7' solche Werthe
von w enlsprechen, fir welche ¢ =1 ist, Nun ist
log w = log @ + ¥,
und daher an der Grenze log 9 = (. Selzt man also
log w=u + i,
und bestimmt zunichst log w, so muss » der Bedingung genii-
gen, dass es an der Grenze tberall den Werth Null hat. Bezeich-
net man jetzt mit @ den Punct z in 7, welchem der Mittelpunct
w = des Kreises S entspricht, so wird also w = 0 [ir z =uq,
und wir nchmen zuerst an, dass @ kein Verzweigungspuncl sei.
Da nun jedem Puncte z der Fliche 7 nur cin Punct w der
Kreisfliche S entsprechen soll und wmgekehet, so wird w0 nur
cin Mal Null fir z= ¢, und daher kann man sctzen (§ 34)
w=(z — a) P(z), .
wo ¥(z) lir z = « weder Null noch unendlich ist. Dann hat man
log w =1log (z—a) + log ¥ (2),
und folglich muss log w so unstetig werden, wie iog (z—a).
Selzt man
z—a=re®  log (z —a)=log r + ip,
so besteht dies Unstetigwerden darin, dass erstens log 7, der
reelle Theil von log (z — @), fir » =0 oder z=a negaliv un-
endlich wird, und zweitens, dass ép, der imaginire Theil von
log (z — a), beim Ueberschreiten (von der Rechten zur Linken)
einer beliehigen in 7 von @ aus gezogenen Linie ¢ plotzlich einen
um — 27w grosseren Werth annimmt.  Denselben Unstetigkeiten
muss also auch log w = u + i unterliegen, d. h. » muss fir
z=a oder w==0 ncgaliv unendlich werdeun, und » beim Ueber-
schreiten desjenigen Radius in S, welcher der Linie 7 in 7' ent-
spricht, sich plotzlich um 27 &ndern, und zwar um 2z kleiner
werden, wenn der vom Mittelpuncte aus gesehene Radius von der
Rechten zur Linken aberschritten wird. Man beschreibe nun in
7 um den Punct @ einen beliebig kleinen Kreis @ und wihle
dic Werthe einer Function 7 & én von x und y so, dass diese
innerhalb und auf der Peripherie des Kreises @ gleich log (z—-a)
sei, ferner beim Ucberschreiten der Linie / sich plotzlich um 27é
andere, sonst aber innerhalb 7 idberall endlich und stetig sci,
sodann dass 7 auf der Grenze von 7 den Werth Null habe.
Dann ist das Integral
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[ [E—2y+ 42y s

ausgedehnt aul den kleinen Kreis @, gleich Null, weil hier m 4 in
TFunction von z ist, und auf den tbrigen Theil von 7 er-
streckt, endlich; und daher kann 2 <4 ér in ¢ine Function » 4 v
von z verwandelt werden. Der reelle Theil u = m + p ist da-
bei so” zu bestimmen, dass er der partiellen Differentialgleichung

u ?u . ,
o T e = = ( geniigt, an der Grenze von 7 den Werth Null
P

bekommt und fir z=a negativ unendlich wird, wic der reelle
Theil von log (z—a). Dadurch ist er vollstandig bestimmt. Der
imaginare Theil v ist sodann durch
: Ou on ou on

v=mn +J [—((f& +.( ) dx + :111_(3;1,) d;/] + %
gegeben, worin £ eine willkirliche Coustante bedeutet.  Darin
bleibt das Integral tberall endlich und stetig, und daher wird
nur so unstetig, wie 2, d. h. es dndert sich plotzlich um 2=,
wenn 7 eine solche Aenderung erleidet.

Ist auf diese Weise log w=wu 4 v bestimmt, so erhall man

v « A

w=c¢e == ¢ (cos v + 7 sin v).
In der That ist jetzt an der Grenze v=0, also ¢"=1, fir z=a
aber u = — oo, also ¢*==(. Die Unstetigkeiten von » werden

cinflusslos, und daher indert sich w stetig innerhalh ecines Gebiets
von Werthen, deren Modul <1 ist. Da nun ¢ und » die Po-
lar-Coordinaten des Punctes 20 sind, so entspricht der Begren-
zunug von 7 die Peripheric cines Kreises S, der mit cinem Ra-
dins =1 um den Punct 20 == 0 beschrieben ist. Dieser Kreis,
sowie jeder andere, der einem constanten Werlhe von u ange-
hort, wird nur einmal durchlaufen; denn bheim  Ueberschreiten
des Radius, weleher der Linie 7 entspricht, wird v plotzlich um
27 kleiner. daher nimmt ¢ nur die Werthe zwischen 0 und 2z
an, und zwar jeden auch nur einmal, da sonst v irgendwo cinen
Maximal- oder Minimalwerth erreichen miisste, was nach § 24
nicht moglich ist.  Ueber die in » enthaltene willkirliche Con-
stante & kann man so verfiigen, dass cin bestimmter Punct der
Peripherie des Kreises S einem bestimmten Puncte der Begren-
zung von 7 cutspricht.  Der Punct @, welchem der Mittelpunct
des Kreises S entsprechen soll, kann chenfalls beliebig, und da-
her auch immer so gewihlt werden, dass er aufl keinen Verzwei-
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gungspunct der Flache 7' fillt. Wollte man aber cinen solchen

dazu nehmen, um welchen die Fliche 7 sich 2 Mal windet, so
1

wiirde man, indem man (z—a)* = § setzt, w0 als Funclion von
¢ betrachten und den Mittelpunct des Kreises S dem Puncte §=0
entsprechen lassen.  Dann wiirde also log w so unstetig werden

. . 1 ,
miissen, wie log (z —a).
S ,, el & a)

Da die Werthe von « an der Begrenzung der einfach zu-
sammenhiingenden Fliche gleich Null sein missen, so kann diese
aunch durch Zichen von Querschnitten aus einer mehrfach zusam-
menhingenden entstanden sein, und auch dann kann die Func-
tion w so bestimmt werden, dass der Begrenzung dieser Fliche
7" ein einfacher Kreis S entspricht.

Zwolfter Abschnitt.

Ueber dic Bestimmung des Zusammenhangs ciner
geochenen Fliche.

§ 58.

Wir machen von dem vorigen Satze nun noch einige Anwen-
dungen und beschiiltigen uns zuerst mit der Aufgabe, die An-
zalil der cinfachen Verzweigungspunete zu finden, welche in einer
ihrer Begrenzung nach gegebeuen  cinfach zusammenhingenden
Fliche liegen.  Dabei machen wir Gebrauch von der § 13 er-
wihnten Auffassungsweise, nach welcher man einen Windungs-
punct (m— 1)ter Ovdnung betrachten kann als entstanden durch
das Zusammenfallen von m—1 cinfachen Verzweigungspuncten.
Wenn daher die in ciner gegebenen Fliche enthaltenen Win-
dungspuncte resp. von den Ordnwmigen " — 1, m”"—1, m"” —1,
ele. sind, so hedeutet jener Auffassung gemiss X(m-—1) dic An-
zahl der in der Fliche enthaltenen einfachen Verzweignngspuncte.

Wir bezeichuen die  gegebene einfach  zusammenhingende



		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T18:43:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




