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KAPITOLA L

Uvod.

§1. Mnoziny a mnozinové operace.

I*l. Teorie mnoZin (Menge, ensemble, set) ma centralni postavent
v celé moderni matematice. Podrobnd logickd analysa pojmu mnoziny
zavedla by nds na pole bplse filosofické; musil bych referovati o ruz-
nych néazorech nékdy znac¢né si odporu]lcwh a mnarazili bychom na
mnohé problémy, jejichz vyjasnéni prinese teprve budoucnost. Také
by tyto Gvahy sotva byly uzitetné zacatecnikovi, kterému je predeviim
urcena tato kniha. Pro nase ucely zcela postaci Tici prosté, Ze je mnozina
souhrn néjakych véci, které nazyvame proky (Element, élément, element)
mnoziny. MnoZina je svymi prvky tplné uréena; maji-li dvé mnoziny .4
a B stejné prvky, jsou identické neboli rovné a piseme 4 = B.

Zpravidla budeme znaéiti mnoZiny velkymi latinskymi pismeny
a jejich prvky malymi latinskymi pismeny. Nezridka vSak ucinime
vyjimky z tohoto pravidla. Jednu z téchto vyjimek popisi hned. Pred-
métem nasich Gvah bude zpravidla néjakd skupina S mmnozin, které
budeme znaciti velkymi latinskymi plsmeny, vedle mnozin skupiny S
budou se vsak Vkaytovam mnohdy i mnozmy, jejichz prvky samy
budou zase mnoZinami, totiZ mmnozinami skupiny S. Tyto mnoZiny
mnozin budeme pak zpravidla znaciti velkymi $vabachovymi pi%mem‘
Misto mnoZina mnoZin budeme ostatné radéji fikati systém mnoZin.

Priklady mnozin: [1] mnoZina vSech slov otisténych v této knize;
[2] mnoZina vSech péticifernych prvocisel; [3] mnoZina vSech prvocisel
tvaru 22" 4+ 1(n=>5,6,7,...); [4] mnoZina viech piirozenych &isel

2, 3, 4,...; [5] mnoZina vSech teéen dané kruznice; [6] mnoZina
viech bodi, spole¢nych dvéma danym koulim.

Je udelné pocitati mezi mnoziny také mnozinu prdazdnou (leer,
vide, vacuous), kterd nemd vibec Zddny prvek. Jezto je mnoZina svymi
prvky udplné urdena, existuje jen jedna prdzdnd mnozina; budeme
ji stale znaditi symbolem @. Mnozi autofi zna¢i prazdnou mnoZinu
cifrou 0; nékteri ji znadi symbolem 4. Kdybychom nezavedli prazdnou
mnozinu, nevédéli bychom, existuje-li mnoZina [3], a mnozZina [6]
by existovala jen pro nékteré polohy obou kouli.



Je-li a jakdkoli véc, pak (¢) znamend mnoZinu, kterd obsahuje
jediny prvek, totiZ prdvé véc a. MnoZina @ nemd %4dny prvek, kdeZto
mnozina (@) mé prvek jeden, totiZ mnoZinu 0.

Jsou-li A a B néjaké vyroky, pak jsou &étyii moznosti, které se
navzdjem vyluduji: [1] A plati, B plat{; [2] A neplati, B neplati;
[3] A neplati, B platf [4] A plati, B neplati. Nastane-li nékterd z prvych
tii moZnosti, pravime, %e vyrok A implikuje vyrok B a pifeme.

A = B; (1)

napt. 1<2=1<2;1>2=1>2;1>2= 1< 2, nikoli viak
1< 2 =1>2. Nastane-li nékterd z prvych dvou moZnosti, piSeme

A < B. 2),

Tedy A <> B znamend, Ze plati soudasné A = B i B = A. Jsou-li A,
A;, B tfi vyroky, pak
A, A,= B

znamend, %e soulasnd platnost vyroki A; a A, implikuje vyrok B;
podobné pro vice neZ ti¥i vyroky.
. Jsou-li A a B dva vyroky a platf-h (1), fikdme nékdy také, Ze
je platnost vijroku A postadujici podminkou pro platnost vijrokw B nebo
%e je platnost vyroku B nuinou podminkou pro platnost vgjroku A.
JeZto (2) znamens, Ze plati soudasné A = B i B = A, éteme (2) také,
Ze je plainost vyroku A nuinou a postadujici podminkou pro platnost
vyroku B; (2) éteme nékdy také: A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati B,
nebo: A plati, kdy% a jen kdyZ plati B.

[*2. Abychom struéné naznaéili, %e je véc a prvkem mnoZiny A
piSeme

aed.

Recké pfsmeno epsilon se vyskytuje v této knize ve dvou typech e
a & Prvého typu budeme uZivati vyhradne ve smyslu prévé popsaném. -

Jsou-li 4 a B dvé dané mnoZiny, pravime, Ze je prvd podmnoZinou -
nebo &isti (Untermenge nebo Teilmenge, sous-ensemble, subset) druhé,
kdyz:

zed = zeB,

. j. kdy# mno¥ina A nemé prvek, ktery by nebyl také prvkem mno-
Ziny B. Abychom to struéné vyjadrili, piSeme

A C B nebo BD A.
Pro libovolné mnozZiny plati nisledujici ]ed.noduché zdkony:

Achc =4 co;*)
ACBCA = A=B.

* Ac BcC znamend oviem, Ze plati soudasnd A c\B i BcC.
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Posledni zdkon je pfes svou jednoduchost velice dulezity. Médme-li
dokézatl, %e jsou dvé mnozmy Aa B identické, postupujeme zpravidla
tak, Ze odvodime nejprve:

xed = xzeB

a potom:
zeB = xzeA.
Mnozi autofi pisf 4 C B misto 4 C B, uZivajice A C B pouze v tom
piipadé, kdy je podmnoZina 4 riznid od mnozZiny B.
1'3. Velmi &asto byvé predmétem tivah pevnd mnoZina P a jeji
podmnoziny. Je-li V(x) néjakd vlastnost, kterd mé smysl pro kaidy
z e P (pro kazdy e P budto plati nebo neplati V(x)), oznaéime

E[V(x)]

podmno#inu téch x e P, které maji vlastnost V(z). Podobné
E[V(z), W(2)] |
z

je podmnoZina téch z e P, které maji soucasné obé vlastnosti V(z)

a W(z). Muze-li nastati pochybnost o P, pifeme urcitéji
E[z ¢ P, V()] misto E[V(z)].
x z

Na pi., kdyZ P je mno#ina vSech redlnych éisel, pak
E0<z<1]
z

je otevieny interval s krajnimi body 0 a 1,
E0 < 1]
z .

" je uzavieny interval s tymi# krajnfmi body, kde#to
E0>z>1]=0.
x

14, Jsou-li 4 a B dané mnoZiny,*) pak: [1] nazyvédme jejich
soudtem (Summe, somme, sum) a znatime A + B mnoZinu sklddajiof
se z téch prvki z, pro které plati budto = € A nebo z ¢ B**); [2] na-
zyvime jejich pramikem neboli souéinem (Durchschniti neboli Produkt,
partte commune neboli produst, intersection neboli product) a znatime AB

*) Nepi‘edpoklé.dé se ‘A = B; takovy pfedpoklad by byl vyslovné
uveden.

*¥) Do 4 + B pat¥i i ty prvky, pro které je soudasnd xed i z e B.
Obecné, kdy% jsou A a B né&jaké vyroky, pak ,,A nebo B‘ znamené, Ze
%e &ty moZnosti uvedenych na str. 4, ¥. 5 aZ 7 plati jind neZ druhé.
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nebo A . B*) mnoZinu sklidajici se z téch prvka x, pro které plati
soucasné xed 1 xe B.*¥)

Obecnéji necht je kazdému prvku z dané mnoziny G = 0 podle
néjakého zdkona pritazena mnozina A4(z). Pak: [1] nazyvdme souctem
viech mmnozin A(z) a znacime

ZA(z nebo ZA(”/ nebo ZA
zeC
mnozinu skladajici se z téch prvkt =, k nimz existuje takovy zeC,
ze x e A(z); [2] nazyvame pranikem neboli soudinem vSech mnozin A(z)

a znacime
HA(Z) nebo r[A(z) nebo HA(Z)
z zeC
mnozinu skladajici se z téch prvki z, pro které plati x € 4(2), at’ zvolime
jakkoli z e C.

Zvl1asté casty je pripad, kdy je C mnoZina vSech ptirozenych &isel;
je-li 4, mnozina pritazena ¢islu n, pak soucet a soucin vSech mnozin 4,,
znacime resp.

g

2, An, TIA

n=1 n=
Neni jiz tfeba, abych c¢tenari vyslovné vyklddal, co bude znamenati
treba

An:A1+A2+A3

1

%

K
nebo

4
][4, = 4,4,4,4,.
n=1
MnoZiny A a B nazveme disjunkini (fremd neboli punktfremd,
disjoint, mutually exclusive), kdyz AB = (. Systém mnozin 2| nazveme
disjunkint, kdyz
AeU, BeUA, A=B=4.8B=04.

Soucet zA(z) nazveme disjunkini nebo rekneme, Ze ma disjunkini séi-
zeC

tance, kdyz ’
2€0, 27 el, 222 = A(z). AZ') = 0.

Mnozi autoii uzivaji ndzvu soucet a znaki -+ a X pouze pro disjunktni
soucty, nazyvajice obecny soucet sjednocenim (Vereinigungsmenge)

I'5, Jsou-li A a B dané mnozmy, pak nazyvame ]e]lCh rozdilem
(Differenz, différence, difference) a znacéime 4 — B mnoZinu sklddajici
se z téch prvka, které nalezep do mnoziny A4, nikoli v8ak do mno-
Ziny B. Mnozi autori uZivaji znaku 4 — B pouze.v pripadé 4 D B.

- )leoh viak 4 >/B V 2:1.
%) 3 4 = 12, ale (3).(4) =0; 3 - 4 =17, (3) + (4) == (7).



Cviceni.*)

’1-1.A+B=B+A,AB BA; (A—,—B)-}-C A+ (B+0C) =
=ALB+C;(4B).C=4. BC’) BC.

1'2. A+ A=AA=A; A +0—A—¢ A; A0 = Q——A

13. Ac B<>A =AB <A+ B = B<>Ad.-B=0.

1-4.A+AB=A,A(A—J ) = A.

1-5. (A + B)C = AC + BC; AB +- C = (4 + C) (B + Q).

16 A—B=(A+B)—B=A—AB; A—(A—B) = AB.

1-7. C—(A+B)=(C A)(C—B); C—AB=(C—A)+(C—B).

1-8. C — ZA(z) = II[C — A(2)]; C — TA(2) = Z[C — A(2)].

19. A— (B+C)=(A—B)—C; (A—B)C = AC—BC = AC—B;*
(A+B)—C=(A—C)+ (B—C); AB—C = A(B-—C) = (4 —C)
. — Q).

1-.10. A— (B—C) = (A — B) + AC.

1-11.C—A=|=¢:>A (B—C) + (4 — B)+C.

172. A>C=>A—(B—C) = (4 —B) +

1:113. A = (A—B) + AB; A +' B = (A——B)-l— (B—4) +

soubty napravo ]sou dlSJunktm
-4
1-14. ZA = 2 HA HC , kde B, _zA,, Tn ._1—[‘4‘r
=1 i=1
o115, Mnozmy A a (D ]sou dlsju.nktni

1-16. Mno¥iny A a B D A jsou disjunktni <>A4 = 0.

1-17. A(z) c B(z) = ZA(z) c TB(z), IIA(z)c IIB(z).

1.18. Ac B=>0C—A>C—B,

1-19. Mé-li mno¥ina A koneény potet n > 0 prvkd, pak 4 mé 2% pod-
mnozZin. , )

§2. Zobrazeni.

2'l. Necht 4 a B jsou dvé dané mnoZiny. ' Nazveme jejich kartéz-
skym soubinem (produit cartésien) a oznaGime A X B mnoZinu vSech
pari (z, y), kde x ¢ 4, y e B. Je-li x e AB, y € AB, z = y, pak pér (z, y)
povaZujeme za rizny od piru (y, z). Ndzev kartézsky soutin, zavedeny
neddvno Kuratowskym,**) upomind na dulefity zvléStni pifpad,
kdy A = B je mno#ina viech. redlnych &isel a 4 X B je aritmeticky
ekvivalent roviny: kaidy bod je zastoupen svymi kartézskymi soufad-
nicemi. Dosti obvykly je ndzev kombinatoricky soulin (produit combi-
natoire) pro 4 X B. .

Podobné, kdyz 4, B a C jsou tf¥i dané mnoZiny, nazveme jejich .
kartézskym soudinem a oznalime A X B X C mnoiZinu viech trojic
(%, y,2), kde ze A, y e B, z e C. Stejnd pfi libovolném koneéném podétu
danych mnoZin.

Pozndmka. Mno%iny (4 X B) X C, Ax(BxC) a AXBXxC
Jsou rizné: prvé se sklddd z paru (&, 2) kde & je pir (x, y), xe A, ye B,

) Cvideni, jejichZ vysledkl‘l se dovoldvédine pozd&ji v textu, jsou
oznatena hvézditkou. Ale StenéF zatétetnik necht pedlivé probird viecka
cvideni, nebot jen tak mide dobfe vniknouti do probirané litky. Jedno-
duchych vysledkt cvifeni k §1 ubva. se v textu bez jakékoli citace; proto
nejsou oznadena hvézditkou.

‘' **¥) Topologie I, str. 7.
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a zeC; druhd se skladd z péra (x,7), kde xe¢ 4 a = (y,2), ye B,
z € C; tteti se skldd4 z trojic (z, y, 2), kde xe 4, ye B, ze C. Je viak
patrné, Ze je rozdil mezi témito tfemi mnoZinami pouze formdlni a pro
strucénost dikce jej budeme zanedbévati, takZe pro nds bude (4 X B) X
X C=A4 X (BX C0)=A X BxXx C. Obecnéji bude P X @ = R, kdyz
P=A4, X A3 X ... X A, Q=Aps1 X Api2X ... X Ay, BR=
=4, X A3 X ... X Apyn. Naproti tomu budeme rozliSovati mezi
AX BaBx A.

2-2. Necht opét 4 a B jsou dvé dané mnoziny. Necht je déna pod-
mnozina { mnoZiny 4 X B a necht ke ka%dému x e 4 existuje prave
jeden y e B takovy, %e (z, y) e f. Pak pravime, Ze f je zobrazeni (Abbil-
dung) mnoZiny A do mnoZiny B. Vedle ndzvu zobrazeni uZivé se také
nézvi imnsforma,c_e, operace, korespondence, ale té% slova funkce, kterého
viak zZde budeme uZivati v uZiim smyslu (v. 2-3). Je-li f zobrazeni
‘mnoZiny A do mnoZiny B, pak libovolny prvek ze A urduje jedno-
znaéné ten prvek ye B, pro ktery jest (z,y)ef; piSeme zpravidla
y = f(x) a pravime, Ze y jest obrazem prvku z (pfi zobrazeni f).

Je-li f, zobrazeni mno¥iny 4, do mnoZiny B, a je-li f, zobrazeni
mno%iny 4, do mnoZiny B, pak oviem f, = f, tehdy a jen tehdy,
kdyZz: [1] Ay = A4y; [2] e 4; = fi(2) = [y(=).

Kdy? f je zobrazeni mnoZiny A do mno%iny B a kdy% y € B, pak
nemusi existovati takovy z € A, pro néj% f(x) = y; také miZe takovych
x existovati vice, i nekone¢né mnoho. Je-li C mnoZina téch y € B, pro
které existuje a,spon jeden z € A, jeho% obrazem je y, pra,vime, Ze f je
zobra,zeni mnoZiny 4 na mnoZinu C.

'2:3. V celé knize znamens R mmoZinu viech redlnych &fsel, roz-
mnoZenou o dal§f dva prvky: oo = + o0 & — co0. Zobrazeni f libovolné
mnoziny A do mnoZfiny R nazveme funkci. MnoZinu A4 nazveme oborem
(Bereich, domaine, domain) funkce f. Obraz f(x) libovolného xze A
pii funkei f nazveme hodnotou (Wert, valeur, value) funkce f v prvku z.
Kdy% ani 0o ani — oo se nevyskytne mezi hodnotami funkee f, fekneme,
"~ Ze [ je komeéna (endlich, finie, finite) funkce. KdyZ dokonce existuje

redlné ¢islo ¢ takové, e pro kaidy ze A je | f(x) | < ¢, pak Fekneme,
Ze f je omezend (beschrinkt, bornée,-bounded) funkce.

- Necht je P dané mnoZina. KaZdé mnoZind A CP muZeme pii-
faditi funkei y4 v oboru P, kladouce:

‘xed = gu(x)=1, xeP—A = y4(x)=0.
Funkce y4 se nazyvé charakteristickd funkce (fonction caractéristique).

‘mno%iny A (v.oboru P).

2-4. Kdy?% f je zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B a kdyZ je dédna
. M C A, pak definujeme pwrcmlm zobrazeni [y mnoZiny M do mno-
‘Ziny B vztahem
fa= (M X B).f,
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tedy: je-li z € M, pak fy(x) = f(x), kde#to pro x ¢ 4 — M{symbol fu(x)
je bezvyznamny. Kdyz B = R, mluvime oviem o parcidlni funkcs.

2'5. Necht f je zobrazeni mnoZiny .4 na mnoZinu B a necht Q| je
systém viech podmnoim mnoziny 4 a podobne B je systém viech
podmnoZin mnoziny B. Zobrazenim } je uréeno zobrazen{ F systému
do systému B a zobrazeni @ systému B do systému . Tato dvé nova
zobrazen{ jsou takto definovéna: [1] kdyZ M e , pak F(M) je mnoZina
obrazi viech x € M pii zobrazeni f; [2] kdyZ N e B, pak ¢(N) je mno-
%ina vSech téch z € A, jejichZ obraz f(x) ndleZi do N.

Zobrazeni ¢ budeme zpravidla znaditi f_;; nezi{dka se piSe f—1!
misto f_;. Zobrazeni F budeme bez obavy z nedorozuméni znaditi
prosté f. Tedy pro M C 4 jest

M) = E[:!I=f(x), z e M),

) = Ef(2) ¢ ]

26. Necht f je zobrazeni{ mnoziny A4 do mnotiny B.. Pravime,
Ze zobrazeni f je prosté (schlicht), kdyZ

zed, yed, z +y = f(z) + {(y).

Necht C = f(4). KdyZ y e C, pak existu]e pré,ve jeden z e 4 takovy,
Ze f(z) = y; piéeme-h z = g(y), pak je zre]me g prosté zobrazeni mno-
%iny C na mnoZinu A. Pravime, %e zobrazen{ g je inversni ke zobrazeni f.
Tento pojem je tedy definovdn pouze pro prosté zobrazenf f. Zobrazeni g
inversni ke prostému zobrazen{ f budeme znaditi f_; (také se znadf f—1);
étendf si lehko ujasnf, Ze to nenf ve sporu 8 oznacenim f_; zavedenym
ve 2°5. Zre]me (f=1)—1 = f-

a pro N C B jest

Cvideni. . .
(C+ D)= (4%C>< 0) —l)- (A X D)+ (BxC)+ (Bx D).
C)— (B x C).
D X C)c (B x D). KdyiA#G:l:G lze
A X =(P—A)><Q+P><(Q—-B).
CR=>AXB=(4AX%XxQ).(PXB).

2-7—2-18 f znamens zobrazeni mnoZ#iny 4 do mnoZiny B.

M,c M,c A = f(M)cf(M)
- M(z)c A = f[ M(2)] = Zf[M(z)]
9. M,c A, M,c A = f(Ml)——'f(M.)c (M, — M,).

2-10. M(z)c A = f[l'IM(z)] c IIf[M(z]
2-11. N;c N.C B = f_l(Nl) C f_l(Nl)
2:12. N(z)c B = f_l[ZN(z)] = Zf_l[’V(z)]

2:13.* N, C B, N:CB=>f 1(N1 Ny) = f_1(Ny) — f_1(N,)-
2-14. N(z) cB=f4l IIN(z)] = Hf_l[N(z)]

wiotote

R So o
('S
Q
I x
o
Ox

t5
:

psé.t\

s diow
N0 S

Q

3

g

E

[«]

[~

B Gech Bodové mnotiny. _ ’ 2



10

_2-15. KdyZ% zobrazeni { je prosté, pak ve 2:9 a 2-10 lze napravo misto C '

psiti =.
2:16. Kdy? Nc B, pak f_;(N) =0 = N .f(4) = 0.

2-17. Kdy% N C B, pak f[f_j(N)] = N . {(4). :

2-18. Kdyt M c A, Nc B, pak (fap)—1 (N) =M .[_4(N).

Ve cvidenich 2:19—2-24 znamené x, charakteristickou funkei mno-
¥iny A c P (P jest obor funkce g ,); stejn8 xp pro Bc P atp z mamené
libovolny prvek mnoZiny P.

2:15. 3 4 4(@) = 74() - 25(2) = min [£4(2), 2p(=)]-*)

2'20- 24 +p(®) = max [x,(z), xp)]

'2:21. KdyZz AB =0, pak x4 g() = 24(®) + xp(@)-

2-22. x4 p(x) = max [0, x,(x) —xp@]; kdyt BC 4, pak x, gx) =
= y4(@) — xp(x). .

2-23. kdyi A CA” o A= ZA“, pak z,(2) = limy 44 ().

n=1
2-24. Kdy? A, DA, ., A= HA,,, pak z4(x) = lim yz, (2).
2:25. x4, 8@ = 1—[1—x4(w)] (1 —xp@)]-

§3. Spofetné mnoZiny.

3°l. V tomto paragrafu N znamend mnoZinu viech piirozenych
éfsel 1, 2, 3,... '

Zobrazeni mnoZiny N (do jakékoli mnoZiny) se nazyvé posloupnost
(Folge, suite, -sequence). Obraz piirozeného &isla » v posloupnosti se
znad{ zpravidla a, (nebo b,, x,, Ay, atp.) a nazyva se n-ty élen (Qlied,
terme, term) posloupnosti. Posloupnost pak znaéfme {a,} nebo {as};
nebo {a,},_,. Posloupnost {a,} jest prostd (ve smyslu odst. 2'6), kdy%:
melN, ne N m == n => @y + a,. Kdyz- cleny posloupnostl {44} jsou
mno#iny, pravime, Ze posloupnost {A,,} je disjunkini, ]esthze. me N,
neN, m =n=> Apdp=29.

Privé definované posloupnosti nazveme nékdy uréitéji nelconeé’né
posloupnosti. Koneénou poslouprnosti rozumime pak zobrazen{ mnoimy
viech pfirozenych &fsel < p, kde P je dané prfirozené ¢islo; ozna,cem

~ {an}] atp. ‘
Je-li {i,} stoupajici (t. j. iy << iy+1) posloupnost prirozenych é&isel
(b. j. ineN) a je-li {ay} >, libovolns posloupnost, pravime, Ze po-
sloupnost {a,-n}:;l je vybrdna (Teilfolge, suite partielle, partial sequence)
z posloupnosti. {a.,,}: 1+ Ztejmé posloupnost vybrand z posloupnosti
. vybrané z posloupnosti {a,} je zase posloupnost vybrand z posloup-
" nosti -{a}.

*) Vyznam znaku min (stejng v dalSim max) je zi‘e]my Ostatné V.
odst. 4 |0 .
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Abychom definovali néjakou posloupnost {a,}, staéi: [1] defino-
vati prvy ¢len a,; [2] pro ka#dé n > 1 definovati @, pomoci piedchs-
zejicich élent a, @y, . ..., ay—;. Takové definici posloupnosti se fikd
rekurentni (rekurrent, recursive, recursory).

3-2. Mnotina A se nazyvé koneénd (endlich, fini, finite), kdy%z mi
koneény polet prvkiu, jinak se nazyvd nekonetnd (unendlich, infini,
infinile). Prdzdnou mnoZinu @ poditdme mezi konetné mnoZiny.

KaZdou konetnou mno#inu poéitdme mezi mnoZiny spocetné
(abzihlbar, dénombrable, countable). Nekoneénd mnoZina A pak se nazyva
spodetnou, kdy% existuje prosté zobrazeni mnoziny N viech pfirozenych
¢isel na mnozinu A, jinak fedeno, kdyZ existuje posloupnost {a,,};’
takovd, %e a, € A a Ze ke kaZdému a € A existuje privé jeden index n *
takovy, %Ze a,=a. MnoZina A se nazyva nespoletnd (unabzdhlbar, indé-
nombrable, uncouniable), kdyZ neni spodetnd. Mnoz{ autoii nepocitaji
koneéné mnoZiny mezi mnoZiny spodetné. .

3:3. 3'3'1. Ka#dd podmno%ina C mmno%iny N je spoleind.

To je ziejmé, kdyZ je mnoZina C koneénd. Je-li viak mnoZina C
nekoneénd, existuje dokonce prostd stoupajici posloupnost {i,}, jejiZ
¢leny tvoif prdvé mmoZinu C.

3'3'2. Ka#dd podmnofina B spoeiné mnoZiny A je spoleind.

To je zfejmé, kdyZz mno%ina B je konetnd. Je-li B nekoneénd,
také A je nekoneén, takZe existuje prostd posloupnost {an}, jejiz Sleny
tvofi prdvé mnoZinu 4. Jeito B je nekonedénd, mnoZina C téch n, pro
né% a, € B, je nekoneénd, takZe podle 3'3'| existuje posloupnost {a;,}
vybrand z {a,} (tedy prostd), jeji% &leny tvoi{ prdvé mnoZinu B.

3'4. 3'4°|. Necht A je spoletnd mnoZina. Necht existuje zobrazeni f
mnodiny A na mnofinu B. Pak B je spofetnd mnofina.

To je zfejmé, kdyZ mnoZina B je kone¢nd. KdyZi mnoZina B je
nekoreénd, pak vyberme ke ka¥dému y € B pravé jeden z e A takovy,
%e f(x#) = y; necht C je mnofina téch vybranych zeA. Jest C C 4,
takZe mnoZina C podle 3'3'2 je spoletnd. Ziejmé ¢ = f¢ (v. 24) je
" prosté zobrazen{ mnoZiny C na B. JeZto B je nekoneénd a zobrazeni ¢
je prosté, také C je nekoneénd. Jezto C je spoletnd, existuje prostd
posloupnost {a,}, jejf Cleny tvoii privé mmozinu C. Pak {p(as)} je
prosté posloupnost, jejiZz éleny tvoif prdvé mnoZinu B.

" Kdy% ve 34°1 volime A = N, dostdvéme vétu:

3'4'2. MnoZina vdech lent libovolné poslowpnosti je spoletnd.

3'5. 3'6°1. N X N je nekonednd spoleind mnoZina.

Dikaz. Kdy% (m,n)eN X N, poloZme f(m,n)=2m+" 4 m. Jest’
0<m<<2m < 2mtn tedy 2m+1 < f(m, n) < 2m+n+1) takZe, zndme-li
f(m, n), dovedeme uréiti téz m - n, tedy také m a n. Tedy f je prosté
zobrazen{ mnoiny N X N do mnoiny N. Je-li C = f(N X N), pak f_;
je (prosté) zobrazenf spodetné (podle 3'3'l) mnoZiny C' na mnoZinu
N X N, tak¥e N X N je spoéetns podle 3:4'l. Oviem N X N je nekoneénd.

2%
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KdyZ kazdému (m,n) e N x N ptitadime ms]o ~, dospéjeme podle
341 a 35" k vysledku:

3'5'2. Mnofina vech kladnych raciondlnich &isel je spoé’etna
36. Necht C == 0 je spoletnd mno¥ina. Pro kady z e G necht A(z)
je spoletnd mnofina. Pak D A(z) je spoletnd mmofina.
zeC

Dikaz. Kdy%z XA(z) =0, je to ziejmé. Necht tedy existuje
o € A(2) (« zvolime libovolné, ale pevné). Jeito C 4 @ je spodetnd
mno%ina, existuje prostd (konetnd nebo nekoneénd) posloupnost
{cm}?_, (p € N) nebo {cn};_, takovd, %e C je pravé mnoZina viech &leni
této posloupnosti. Kdy% mnoZina A(cm) je nekonednd, existuje prostd
nekonetnd posloupnost {ama},.,, jejit &leny tvor pravé mnoZinu A(cm);
kdy? mnoZina A(cy) je konednd, zfejmé existuje (ne uZ prosté) posloup-
nost {amm},_,, jejté Cleny tvol privé mnoZinu A(cm) + (®). Jeli
mno#ina C koneéns a je-li m > p, polofme apy = . Pro (m,n) e NX N
“polozme f(m, n) = amg. Pak f je zobrazeni spodetné (podle 3'5°|) mnoZiny
- N X N na mnoZinu éA(z), takZe tato mnoZina je spodetnd podle 3'4°].

. 24 .

37, Existuji nespodeiné mnofiny. Nebot:
3-7"1. Spoletnd mnofina redlngjch Cisel nemiiie obaahovatz Zadngj
interval.

Diikaz. Necht naopak existuji redlnd éisla a a b takova, Ze a < b,
a posloupnost {c,} redlnych éfsel obsahujici ka%dé redlné éfslo = takové,
%e a < xz < b. Urdeme index #, tak, aby bylo: [1] a < ¢,, < b, [2] aby
index # byl co nejmensi; poloZme u; = ¢,. Urdeme index u, tak, aby -
bylo: [1] a < u; < ¢,, < b, [2] aby index u, byl co nejmensf; polozme
v; = ¢,,. V konstrukeci posloupnosti {u,,};", {v,,}‘: , jejichZ prvni cleny
byly sestrojeny, pokradujme rekurentné tak, aby bylo pro kaZdé n:
a < uy < vy < b (jak tomu skuteéné bylo pro » = 1). Kdy# pfi uréitém
p > 1 byly jiZ sestrojeny é&leny u, a v, pro viecka m < p, pak urdeme
index », tak, aby bylo: [1] a < up—; < ¢y, < vp—1 < b, [2] aby index vy
byl co nejmensi; polozme u,= Cryi d:i.le uréeme index u, tak, aby
bylo: [1] & < u, < Cu, < ¥p—1 < b, [2] aby index u, byl co nejmensi;
poloZzme v, = Cpye Pa.k pro kazdé n je a < Uy < Up41 < Vp41 < ¥,
takie {uy} je stoupaglci omezené posloupnost redlnych &fsel, takZe
podle znémé véty z teorie redlnych disel existuje lim u, = x. Jest
a<uy < a< v <b, tedy existuje index k takovy, %e & = ¢;. Pro
kazdé n je u, < cx << vp. Jeito byly indexy v, a u, zvoleny vidy.co .
nejmensi, je k > v, pro viecka n, coZ je oviem nemozné, nebot ziejmé
¥y < in < VYn+1, takie lim y, = co.
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Cvideni.

3-1.* MnoZina vSech raciondlnich &isel je spodetnd.

3-2. Mno%ina viech iracionslnich &isel obsa¥enych v daném intervalu
je nespodetné.

3-3. Jsou-li A a B spotetné mnofiny, pak 4 X B je spodetna.

3-4. Systém viSech koneénych podmnoZ#in spotetné mmnoZiny je spo-
detny.

3-5. Mno%ina viech &isel tvaru 22_” kde 4 probihs viecky pod-

mnoZiny (muno @) mno¥iny N, jest 1dent1cka s intervalem E(O <tZ1).

3+6. Systém vSech podmnoZin mnoZiny N je nespoéetn

3-7. Ka¥dé nekoneéné mnoZina obsahuje nekoneénou spoéetnou
podmnoZinu.

3-8. Systém vSech podmnoZin nekoneéné mmoZiny je nespodetny.

3-9. Systém vSech nekoneénych podmnoZin nekoneéné mnoZiny je
nespodetny.

. o

3-10. Mno#ina vSech polynomi Z akz" s celymi koeficienty a, = 0,

k=0
+1, +2,. < Gy =% 0 je spodetné. :

3-11. M.noima, vSechi redlnych algebraickych &isel je spoéetna.

3-12. Existuji redlné transcendentni éisla.

3-13. MnoZina viech transcendentnich é&isel v daném intervalu je
nespodetné.

3:14.* Necht 4 je spoéetna mnoZina ta.kova., %e 0 e A. Necht A je
systém viech posloupnosti {a, }1 takovych, Ze: [1] a, ¢ A pro ka#dé n,
[2] existuje index p takovy, 29 a, = 0 pro viecka n > p. Pak systém U
je spodetny.

§4. Usporddané mnoii.ny.

41, Uspoiddati (ordnen, ordommer, order) mnozinu P znamend
udati pravidlo, podle ného# se rozhodne, zda prvek a € P je pfed prvkem
b e P; toto pra,v1dlo musf splnovatl tii podminky:

[1] kdyZ je a pFed b, pak nent b pfed a;

[2] kdyZ neni ani a pFed b ani b pFed a, pak a = b;

[3] kdyZ je a pFed b a také b pFed c, pak je a pFed c.

Podle [1] nikdy a neni pfed a. Kdy% je a pted b, pravime, Ze je b za
a. Kdy% je budto soudasné a pied b a b pied ¢ nebo je soucasné a za b
a b za ¢, pravime, Ze b je mezi a a ¢ (nebo mezi ¢ a a). Pravime, Ze je
a e P proni prvek, kdy% neni #4dny x ¢ P pf'ed nim; pravime, %e je a € P
posledni prvek, kdyZ neni %4dny e P za nim. Podle [2] existuje nej-
vy$ jeden prvni a ne]vﬁ ]eden posledni prvek.

Mnozina P miiZe byti oviem uspoidddna rozmanitymi zpisoby.
Je-li uspofdddna podle jednoho pravidla, obdriime nové uspofddéni,
fekneme-li, Ze v novém smyslu je a pied b privé tehdy, kdyz v puvodnim
smyslu bylo a za b. Nové uspotddén{ se mzyva, tnversni k puvodnimu.
Rikéme také, Ze jsou obé uspoiddini navzdjem inversni.

Je-li mnoZina P uspofdddna podle néjakého pravidla, pak toté%
pravidlo uspofdddvd také libovolnou pedmnoinu 4 C P. Mluvime:li
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o uspofddani podmnoZiny 4 uspoiddané mnoziny P, rozumime oviem
ono uspofddiéni mnoZiny A, které je uréeno danym uspofddénim
mno?iny P.

E, v celé knize znamend mnoZinu v8ech redlnych éisel. R pak, jak
jiz vyse (v odst. 2-3) bylo fedeno, znamend mnoZinu E; rozmmnoZenou
o dva nové prvky, z nich% jeden oznaéime 4 oo nebo také jednoduse co
a druhy oznadime — oo. Je-li z¢ R, yeR, pak necht vyrok ,,z je
pred y” znamend, Ze x << y, pii ¢emZ (v celé knize)

— o<, —o<¢ << ©

pro ka?dé ce E;,. Tim je déno t. zv. pFirozené uspofdddni mnoZiny R,
jeZ uréuje prirozené uspofiddini kaidé jeji podmnoZiny. — oo je prvni
a -+ oo je posledni prvek mnoZiny R v jejim pfirozeném uspofddéni,
kde#to mno%ina E; pfirozené uspofddans nemd ani prvni ani posledni
prvek.

4-2. Necht' P a @ jsou dvé usporddané mnoZiny. Pravime, Ze ]sou
podobné uspofiddny mnebo Ze jsou jejich (dand) -uspofddéni podobrd
(almlwh semblable, szmzlar), kdyZ existuje zobrazeni f mnoimy P
‘na mnozinu @ takové, Ze pro a e P, b e P jest:

a pred b = f(a) pred f(b).

V tém% smyslu také fikdme, Ze je f podobné zobrazeni mnoziny P na
mnoZinu Q. Je-lia € P, b € P, a =+ b, je budto a pted b, tedy f(a) pred f(b),
tedy f(a) = f(b), nebo je b pted a a zase f(a) == f(b). Tedy je zobrazeni f.
rosté, takZe existuje inversni zobrazeni f_; mnoZiny ¢ na mnoZinu P.
nif snadno dokédZe, Ze f_; je podobné zobrazeni mnoZiny @ na
mnoZinu P.
4'3. Necht P je uspotédand mnoZina. Pravime, e P je dobfe uspo-
fddand (wohlgeordnet, bien ordonné, well ordered), kdy% pro § &= A C P
vidy existuje prvni prvek ze 4, t. j. takovy, Ze

yed, y=+2x = x pred y.

Pfirozené uspofdddni mnoZiny vSech celych éfsel 0, + 1, 4 2,...
nebo libovolné jeji podmnoZiny je dobré usporddéni. Teorie dobie
uspofddanych mnoZin mé Getné aplikace, z nich% mnohé plynou z pro-
slulé Zermelovy véty, Ze lze kaidou mnoZinu dobfe usporddati.
Ale v této knize se nebudeme touto teorif zabyvati. Uvod do teorie
dobrého usporidén{ nalezne desky Stenst v Jarnikové Uvodu do teorie -
mmnoZstvi, ktery tvoii dodatek k Petrovu Poltu integrdlnimu.

44, Kdy% je P uspoiddand mnozina, kdy? ae P, be P, kdyz
jea pred b a kdyi neni %24dny z € P mezi a a b, fekneme, %e je a pFimo
pfed b nebo Ze je b pFimo za a.

Poznamka: Kdyz P je usporé,dami mnot#ina, kdyz aeP, beP,
kdy% je a pied b a kdy% je mezi a a b jen koneény (= 0) podet prvki,
pak existuje prvek z pifmo za a a prvek z piimo pred b.
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Doka’me tteba prvni tvrzeni (druhé se dokiZe stejné nebo se pte-
vede na prvni pomoci inversniho usporddéni): Necht z ¢ P je za a a je
takovy, Ze mezi @ a x je co nejméné prvku. x existuje, jeZto b je za a
a jeito mezi @ a b je koneény pocet prvki. Kdyby nebyl z piimo za a,
existoval by y e P, mezi a a z. Ka’dy prvek mezi a a y je také mezi
@ a z, ale mezi @ a y je méné (totiZz aspon o prvek y méné) prvki nei
mezi a a z. To je spor, takZe je x piimo za a.

Piirozené uspofdddni mnoziny vech celych ¢&isel 0, -+ 1, 4 2, ..
a kazdé jeji podmnoZiny P m4 tu vlastnost %e pro kaidy pir ae P,
be P je mezi a a b jen koneény pocet prvku. Obrécené

4°4°1. Necht je mmoZina P == @ uspoia’dana tak, Ze, kdykoli a e P,
be P, jen konelny polet prokd x e P je mezi a a b. Rozeznaveyme Sty
piipady: [1] P md proni i posledni prvek, [2] P md proni a nemd posledni
prvek, [3] P nemd prvni a md posledni prvek, [4] P nemd proni ant po-
sledni prvek. Pak dané uspofddini mnoZiny P je podobné pFirozenému
uspofdddni: [1] mnofiny pFirozengjch &isel < p, kde p je polet prvki
mnofiny P, [2] mnodiny vdech pfFirozenych é&isel, [3] mnofiny viech
zapornyjch celijch Cisel, [4] mnoZiny vdech celyjch &isel.*)

Dikaz. Poénéme piipadem, kdy existuje prvni prvek, a oznadme
jej a,. KdyZz pro néjaké n je definovén a, € P a kdyZ a, neni posledni,
pak existuje be P, b za a,. Mezi a, a b je jen koneény podet prvki,
takZe podle hotej&i pozndmky existuje an 41 € P piimo za a,. Jsou dva .
mozné piipady: budto (piipad «) dospéjeme ke konedné ‘posloupnosti
{a,.}’; takové, Ze a, je posledni prvek mnoii‘ny P nebo (piipad B) dospé-
jeme k nekoneéné posloupnosti {a,}, . Lehko se ukéZe, %e v obou p¥-
padech posloupnost {a,} je prostd. Dokaime, Ze v obou pifpadech
mnozina viech ¢lent posloupnosti {a,} se rovnd celé mnoZiné P. Pred-
pokldddme-li opak, pak existuje ze P ruzny od viech a,. Jeito a,
je prvni, z je za a,; nemiZe viak byti z za vSemi a,: v pifpadé « proto,
%e a, je posledni a v piipadé B proto, e mezi a, a & je jen koneény pocet
prvki. Tedy existuje v posloupnosti {as} ¢len a, (1 < 7 < p v piipadé «)
takovy, Ze z je za a,, ale neni za a, 1, tak¥e x je mezi @y a Gy 4+1. To
je spor, nebot a,.; je piimo za a,. Tedy P je mnoZina vSech éleni
posloupnosti {a,}. Klademe-li f(a,) = n, médme, jak se lehko nahlédne,
podobné zobrazeni mnoZiny P na mno#inu piirozenych é&isel < p
(v piipadé «) nebo na mnoZinu viech pm'ozenych tisel (v pifpadé ).
Zsroven vidime, %e v pifpadé f mnoZina P neméd posledniho prvku.

Obratme se ke piipadu, kdy P mé posledni prvek. Pomoci in-
versnfho uspoféddani se prevede tento pifpad na predchozi. Tedy kdyz P
nemé prvnf a mé posledni prvek, sestrojime posloupnost {b,};" takovou,
ze, klademe-li f(b,) = — n, dostaneme podobne zobrazen{ mnoZiny P
na mnozZinu viech zdpornych celych éisel.

*) P¥ipad [_1] nastane oviem, kdy% a jen kdy% je mno¥ina P konedné.



16

Zbyvé piipad, kdy P nemé ani prvni ani poslednf prvek. Zvolme
libovolné a, € P. Definujme P, C P a P, C P takto:

P, = E [a, pted z], P, = E [a, za z].
z z
JeZto a, neni prvni ani posledni jest P, &= @ &= P,. Mimo to

= (@) + P, + P
8 disjunktnimi sé¢itanci. Obe mnoZiny P, a P, maji tu vlastnost, ie mezi
dvéma svymi prvky mé kaZdd z nich jen konedny podet prvki. Mimo
to se lehko piesvédéime, Ze P; md prvni a nemd posledni prvek,
kdeZto Py nemd prvnf a mé posledni prvek. Tedy existuji dvé posloup-
nosti {an}; & {@—s}; takové, fe P;je mno¥ina viech &leni posloup-
nosti {a.};, %e P, je mnoZina vSech ¢leni posloupnosti {a_a}; 8 Ze
1< m<n = a, pied ay, a_pm 28 a_p.

Klademe-li f(a,) =7 pro n =0, 41, 4- 2, ..., dostaneme podobné
zobrazeni mnoZiny P na mnoZinu viech celych &fsel. '

4'5. Necht je P uspofddand mmnoZina. Pravime, %Ze P je husté
uspotddand nebo, %e dané uspordddni je husté (dicht, dense, dense),
kdy% P obsahuje aspoii dva rizné prvky a kdy% neexistuje pir a € P,
b e P takovy, aby byl a pfimo pied b. Husté uspoiddand mnofina P
je nekoneénd, Dokonce, podle pozndmky v odst. 44, kdyZ ae P, be P,
a = b, mnoZina vdech x ¢ P leZicich mezi a a b je nekoneénd.

Piirozené uspofdddni mnoZiny viech raciondlnich é&fsel je husté.
‘Piipomeriime si, %e tato mno#ina je spodetnd (v. cv. 3-1).

4'6. 4'6°1. Necht P je spoletnd uspoFddand mmno¥ina. Nech! H je
husté usporddand mmnofina. Pak existuje mnosina Q C H takovd, Ze P
a Q jsou podobné uspo‘r’ada,ny (Uspofddéni mnoZiny @ je oviem urdeno
danym uspotdddnfm mmnoZiny H D Q podle 4°1.)

Dikaz. Kdyz P =@, stali zvoliti @ = @. Necht tedy P = ﬂ
P je koneénd (piipad &) nebo nekoneénd (pfipad B). V pifpadé « existuje
konednd prostd posloupnost {a,}], v pifpadé f nekonedns prostéd po-
sloupnost {a.},” takové, %e je v obou pifpadech P mno¥ina viech
¢lend posloupnosti {a,}. Jezto H je husté uspofddand, je nekoneénd,
tak¥e muZ%eme zvoliti b, € H tak, %e b, nenf ani prvn{ ani posledni prvek
mno#iny H. (Tim nikterak netvrdfme, Ze by v H musil existovati
prvni nebo posledni prvek.) Necht pii uréitém ¢ =1,2,3,... (v pfi-
padé o necht g < p) byly jit sestrojeny prvky b, cH 1 Sng q)
tak, %e nenf #4dny z nich ani prvni ani posledn{ v Ha fe pro 1 < m < q,
1< n< q jest:

am pred an, <= by, pied by, , (1)

(Tomu je pro ¢=1 vyhoveno ) DokdZeme, %e lze zvoliti bg41€ H
tak, %e bg+1 nenf ani prvn{ ani posledni v H a %e plat{ (1) pro 1sm<
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Lgq+1, 1< =<__ + 1. Rozezndvejme tii piipady: [1] Necht je
ag+1 pred an p =<__ < g¢; zfejmé existuje index m (1< m < g)
takovy, Ze

1< n< g, n & m = ay, pred ay;

jezto b, neni prvnf v H a jezto H je husté uspoi-é,da.né., existuje
bg+1 € H takovy, Ze by41 neni prvnivH a %e bg+1 je pred b,,; lehko se
zjistf, e bg+1 menf posled.ni v H a %e (1) plati pro 1< m<q+ 1,
1< n< g+ 1. [2] Necht je ag41 28 @, pro 1 <0< q. Sestroﬁme
bg+1 podobns ]ako v piipadé prededlém. [3] Necht existuje aspon jeden
index n takovy, Ze 1 < # < g & Ze ag+1 je pred as & také aspon jeden
index n takovy, Ze 1 < n < g a %e ag+1 je za ay; ztejmé existuje index h
(1< B < g) takovy, Ze ag11 je pied as a Ze

1< 0L g, n=+h, a1 pied a, => a; pred ay;
podobné existuje index k(1 < k< gq) takovy, Ze a4 je za ap a fe
1<n<q, nk, agi1 28 @y = ap Za ay;

jezto H je husté usporé,dana, existuje b1 € H mezi by a b;; lehko se
zjistf, %e bg+1 neni prvni ani posledni v H a %e (1) platf pro 1 < m <
<g+1L,1Z5n<qg+ 1.

Takto postupujice, sestrojime v pifpadé x koneénou posloupnost
{bx}} a v piipadé B nekonednou posloupnost {b,};’ takovou, %e, kdy%
klademe f(a,) = b,, v obou piipadech je f podobné zobrazeni mno-
%iny P na mnoZinu Q C H vSech d¢lent posloupnosti {bs}.

Kdy? ve 4'6°l zvolime za H mnoZinu vSech racionédlnich ¢isel
piirozené uspoiddanou, mime vétu: .

" 4°6'2. Necht P je spobetnd uspofidand mnoZina. Existuje mnofina Q
takovd, %e: [1] proky mnoZiny @ jsou raciondlni &isla; [2] dané uspoFdddani
mnofiny P je podobné pFirozenému uspofdddni mnoiny Q.

4'7. 47°l. Necht P a Q jsou husté uspofddané spoletné mmoZiny
bez proniho a bez posledniho prvku. Pak P a Q jsou uspofdddny podobné.

Diakaz. Jeito P a @ jsou husté uspofddané, jsou nekoneéné. Tedy
existuji prosté posloupnosti {a,,}lgc a {bn}, takové, Ze mnotiny viech
" jejich ¢&lenii jsou resp. P a Q. Sestrojime rekurentné dvé nové prosté
posloupnosti {u,} a {v,} takto: Necht u, = a;, v; = b;. Necht pfi.
urditém g=1, 2, 3,... byly jiZ sestrojeny ¢leny u,,eP a v,.eQ
152 9) ta,k ¥e pro 1< m< g, 1< n< g jest

Uy, pled up. <> U ‘pred v,. 1)

Rozezndvejme dva piipady. KdyZ pfedné q je liché, zvolime napied
Ug+1 = ap, kde za h zvolime nejmendi index takovy, Ze a; == u, pro
1< n < ¢; na to poloZime v,..; = bz, kde k zvolime tak, aby (1) platilo
pro 1<m< g+ 1, 1< n< g+ 1; Ze by existuje, odvodi se stejné
jako pFi obdobné tivaze v prededlém dikaze. Kdy% za druhé q je suds,
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zvolime napred vg+1 = ba kde za h zvolime mejmensf index takovy,
¥e by == v, pro 1 < n< ¢; na to poloZime ug+1 = 0 kde % zvolime
tak, aby (1) platilo pro 1< m< ¢4 1, 1 L n< g+ 1. Timto po-
stupem dostaneme dvé prosté posloupnosti {u,},” a {v,,};O . Jeito byl
index h vidy volen co nejmen3{, je mno%ina viech éleni posloup-
nosti {u,} rovnd mnoziné P a stejné pro {v,} a Q. Relace (1) plati pro
viecka prFirozend &isla m a n; z toho nésleduje, Ze, polozime-li f(uy) = vy,
f je podobné zobrazeni mnoZiny P na mno¥inu @. '

KdyZ ve 47"l zvolime za @ mnoZinu viech racionalnich ¢&isel pfi-
rozend usporddanou, méme vétu: ’

4-7°2. Necht P je spoletnd husté uspoiddand mnoZina bez prvniho
a bez posledniho proku. Pak P je podobné uspordddna s pFirozené uspotd-
danou mmoZinou vdech raciondlnich C&isel. ' ‘

4'8. Necht P je uspofddand mnoZina. Nazveme rezem (Schnitt,
coupure, section) (usporddané) mnoziny P kadou dvojici & = (4;, 4,),
kde 4, CP, A,CP, 4, + 4,=P a , .

Z, e Ay, %€ Ay = x, pred x,. | - (1)

V&imnéie si, %e podminka (1) implikuje 4,.4; = 9. MnoZinu A4,
nazveme dolni skupinou a mnoZinu A4, horni skupinou Fezu «.

DuleZity pifpad fezu dostaneme takto: zvolme a e P a definujme
4, a A, tak, Ze

_ x pred @ = xed,, x za a = xed,,

kdeZto a ddéme podle libosti do nékteré z obou mnoZin 4, a 4,, oviem
ale jen do jedné z nich. V obou piipadech je (4,, 4,) fez mnoZiny P;
o obou fezech fekneme, Ze jsou vylvofeny prvkem a. V piipadé a e 4,
prvek a je posledni v dolnf skupiné, v ptipadé a € 4, prvek a je prvni
v horni skupiné. Obrédcené, kdyZ & = (4,, 4,) je Tez takovy, Ze v 4,
existuje posledni prvek, « je timto prvkem vytvofen; a kdyZ « =
= (4,, 4,) je Tez takovy, Ze v A, existuje prvni prvek, «x je timto
prvkem vytvoren. ' .

Rez o = (4;, 4,) se nazyva skok (Sprung, saut, saltus), kdy¥ exi-
stuje i posledni prvek @; dolni skupiny i prvni prvek a, hornf skupiny;
fez & je pak vytvofen'i prvkem @, i prvkem a,; obrécené fez, ktery se
dé4 vytvofiti dvéma riznymi prvky mnoZiny P, je skok. Kdyby byl
prvek x ¢ P mezi a, a a,, nemohl by byti ani v 4, ani v 4,; tedy a, je
piimo pred a,, takZe hust® uspoFidand mno¥ina nemd skoks.

Rez o = (4,, 4;) se nazyvé mezerou (Liicke, lacune, gap), kdy%
A; &0 =+ A, a kdy% ani neexistuje posledni prvek dolnf skupiny ani
neexistuje prvnf prvek hornf skupiny. Mezera se ned4 vytvofiti Z4dnym
acP. : o
Dvojice «, = (P, §) je fez mnoZiny P; existuje-li posledni prvek
mnoziny P, je jim &, vytvofen; neexistuje-li, nedd se x, vytvofiti
%4dnym a e P. Dvojice &, = (0, P) je fez mnoziny P; existuje-li prvni
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prvek mnoziny P, je jim &, vytvoren; neexistuje-li, neda se x, vytvoriti
#4dnym a e P.

Kdyz uspoiddand mnozina P mé prvni i posledni prvek a kdyz
nemd mezer, pak se kazdy jeji fez da vytvoriti néjakym a e P; kdyz
mimo to P je husté usporddand, pak se kaizdy rez d& vytvofiti jen
jedinym @ e P.

4'9. Necht M je mnoZina viech raciondlnich Cisel. Je-li x tracio-
nalni &islo a poloZime-li

A =E[zeM, 2 <], A= E[ze M, 2 > x],
€ £

pak (4,, 4,) je mezera (pfirozen¢ usporadané) mnoZiny M, o které
fekneme (v ponékud jiném smyslu nez v odst. 48, nebot x nenaleZi
do M), %e je wytvoFena iraciondlnim ¢&islem «. Ruznd iraciondlni éisla
vytvofuji rizné mezery mnoziny M. Z teorie redlnych éisel je zndmo,
%e obrdcené ka?d4d mezera mnoZiny M je vytvofena uréitym iraciondl-
nim éfslem; v Dedekindové teorii*) pifmo se definuji iraciondlni
¢fsla jako mezery mnoziny M. Piirozené usporddand mnoZina E, viech
redlnych (raciondlnich i iraciondlnich) éisel neméd pak uZz mezer.**)
Tato fakta tvoii, jak zndmo, basi pfi exaktnim budovdni celé mate-
matické analysy. Odvodime si zde jejich abstraktni jédro.

Necht P je uspofddand mnoZina a necht @ je mnoZina viech
jejich mezer. Pro piehlednost budeme znaditi malymi latinskymi
pismeny prvky mnoZiny P a malymi feckymi pismeny prvky mno-
Ziny @, tedy mezery v P, kladouce & = (4, 45), f = (B,, B,) atp.
Oviem P.Q = (. Vime, co znamend ,,a pred b (a ¢ P, b € P). Defi-
nujme: [1] ,,@ pfed & (aeP o = (4,, Ag) € Q) znamend, %e a e A;;
[2] ,,x pfed a‘“ znamend, %e ae Ay; [3] ,,0 pred B¢ (x = (4,, 4y),
B = (B,, By)) znamena, %e 4, C B, + 4,. Abychom dokézali, Ze jsme
definovali uspofddéni mnoziny P + @, musime (v. 4*]) dokdzati t¥i véci:

I. Ze dvou prvka mnoZiny P - @ nemuZe byti soutasné prvnf
pied drubym i druhy pied prvnim. Vime oviem; Ze nemuZe byti sou-
éasné a pred b i b pred a. Kdyby bylo a pfed « i &« pied @, bylo by
a A, aeA, coi nejde, nebot 4,.A4,= 0. Kdyby bylo « pied 81i f
pred «, bylo by ‘A, C.B, = 4,, B, C 4,  B,, coZ také nejde.

II. Kdy% ze dvou prvkia mnoZiny P + @ nenf ani prvni pfed druhym
ani druhy pfed prvnim, pak oba prvky splynou. Piedné vime, Ze kdyz
nen{ ani a pred b, ani b pied a, jest @ = b. Za druhé uka’me, %e pred-
poklad, %e neni ani a pfed «, ani &« pfed @, vede ke sporu; uéinény
piedpoklad znamens, %e neni ani a € 4,, ani a € 4,, coZ je spor, nebot
aeP = A, + A,. Za tieti necht nenf ani x pfed § ani f pfed «; midme
ukdzati, 2e « = . Jeito 43= P — A4;, By= P — B,, stad{ ukézati,

*) Struény pfehled Dedekindovy teorie najde &esky 6tenéi'
v Petrov& Pocltu diferencidlnim.

**) OvSemn ani mnoZina R, kterd vznikne z E,; p¥idénim prvniho
prvku — oo a posledniho prvku + oo, nemé mezer.
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%e A, = B,. Necht naopak 4, = B,. Jeito neni « pfed f, nenf 4, C B,,
ta,kze exmtu]e aed,—By; podobne existuje b e B, — A,, jeZto nem
B pted x. Jest a € 4, —B1 A(P—B)=4,. B,a.podobnebeA .B,.
Jeito ae 4,, be Az, je a pred b; aviak je¥to a € By, b € B, je b pted a;
to je spor.

ITI. Kdy% ze ti{ prvkd mnoZiny P -+ @ je prvni pied drubym
i druhy pted tfetim, pak je prvni pied tfetim. Jest celkem zkoumati
osm piipadi: [1] a pfed b pfed c; vime, Ze a je pied c. [2] x pied b
pied c; jeZto o pied b, je b € A,; kdyby bylo ¢ € 4;, bylo by ¢ pfed b,
nebot (4,, 4,) je fez; tedy ceA,, t. j. « je pred c. [3] @ pied § pied c,
tedy a € By, ¢ € B,, tedy a je pied c. [4] @ pied b pied y; ]ezto b pied y,
je b € Cy; kdyby bylo a € C,, bylo by a za b; tedy a € Cy, t. j. a je pred y.
[6] & pied B pied c; jezto B pied c, jest c € B,; jeZto « pied B, je 4, C By,
tedy 4g=P— A, DP—B,=B,, tedy ced,, t. j. « je pred c.
[6] x pi'ed b pred y, tedy b e 4,C;; kdyby nebylo « pfed y, bylo by
(v. IT vySe) &« = y nebo y pied «, takZe by bylo C; C 4,, tedy b € 4,C; C
C A, 4, *+ 9, co% je spor; tedy je « pred . [7] a pfed B pied y; jest
aeB, CC, tedy a e, t. j. a je pied y. 8l pied B pred y; jest 4, C
CB1C0’1=|=BI, tedy 4, CC; = 4, t. j. « je pled y.

Tedy jsme skutecne sestroph usporédé,ni mnoZiny P -+ @, které
uréuje ono uspoidddni podmnoZiny P, jeZz bylo pivodné déno. Toto
uspofddén{ mnoZiny P + @ mi né,sledujici étyfi vlastnosti:

[1] Pted katdym « e @ je néjaky ae P, totiz kaidy a e A4,.

[2] Za FkaZdym xe@ je néjaky ae P, totiz kaidy a e A,.

[8] KdyZ xeQ, feQ, & =& B, pak mezi x a B existuje vidy néjaky
a € P. Necht tteba « pied f. Pak 4, C B, == 4,, takie § = B, — 4, =
= A,B,. Zvolime-li a € A,B,, pak je a za « a pfed §, t. j. @ je mezi x a .

[4] KdyZ a e P, x € Q, pak existuje mezi a a « vidy néjaky b e P.
Necht je tfeba a pred «, tedy a € A,. JeZto & = (4,, 4,) je mezera v P,
neni v A4, poslednfho prvku, tak¥e za a existuje b e A,. JeZto be 4,
je b pred x. Jeito je b také za a, b je mezi a a .

Sestrojené uspofaddni mnofiny P -+ @ nemd mezer.

Diikaz. Necht je (2;, ) fez mnoZiny P + @ a necht A, =0 =+,
Méme dokézati, %e existuje budto posledni prvek skupiny A, nebo
prvni prvek skupiny ;. Necht 4, =P .U;, 4, = P.U,. Ziejmé
‘je & = (4;, Ay) fez mnoZiny P. Jeito Q; = 0, existuje BeU;; je-li
p e P, jest feAy; je-li fe@, vime, Ze pied B existuje b ¢ P; jeZto b je
pied B, B e;, neni b e Wy, tedy je beUy; jeZto be P, je b e A, Tedy
v obou pifpadech je A, == @ a stejné se dokéZe, %e 4, =+ @. Rozezndvejme:
tii piipady.

Pfedné necht existuje posledni prvek b mnoZiny A4,. Predpokla-
dejme, %e b neni posledn{ prvek mnoZiny ;. Pak emtu]e za b prvek
B eU;. Jeito PR, = A, a f je za poslednim prvkem mnoZiny 4,, nenf
B e P, tedy je ,BeQ Je¥to b je pred B, podle hotej’i vlastnosti [4}
existuje ¢ ¢ P mezi b a f, tedy za b a pred f. Je#to c € P je za posled-
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nim prvkem mnoZiny 4,, neni ¢ € 4;; je#to ¢ je pied B e RU;, neni ¢ e A,
tedy c e U;, tedy c e PRy, t. . piece c e A;; to je spor. Tedy b je po-
sledni prvek mmoZiny 2.

Za druhé necht existuje prvni prvek b mnoZiny 4,. Stejné jako
v piipadé prvnim se ukéZe, %e b je prvni prvek mnoZiny 2U,.

Za treti necht neexistuje ani posledn{ prvek v 4, ani prvnf prvek
v 4,. Jeito A, &+ 0 =+ 4,, je o = (4;, 4,) mezera mnoZiny P, tedy
x€Q. Necht fe P+ Q je pred x. Je-li fe P, je feA,, tedy fe,.
Je-li B € @, podle horej¥i vlastnosti [3] existuje @ e P mezi x a f3, tedy
pred & a za B. Jeito a € P je pred «, je a € 4,, tedy a € ;. Jeito g je
pred @, neni f € Q,, tedy B e U,. Tedy at jiz fe P &i fe@, vidy

B pfed & = B eUy;

) B za & = feUs.
Jezto U, + WUo=P + @, je budto « e A; nebo x € A,. V prvém pii-
padé « je posledni v Ql;, ve druhém « je prvni v U,.

4-10. Skondeme tento paragraf piipomenutim nékolika zndmych
dusledkii fakta, %e piirozené uspordddni mnoZiny R nemé ani skoki
ani mezer.

Necht' je déna libovolnd mno¥ina M C R. Oznaéme 4, mnofinu
téch 2 ¢ R, pro které:

a stejné se dokdZe, Ze

, yeM = y < z,

a polozme A; = R— 4,. Snadno se piresvédéime, Ze je (4,, 4;) Tez
(pfirozené uspofddané) mnoziny R. Podle pozndmky na konci odst. 4'8
existuje prévé jedno « e R, které vytvofuje fez (4,,4,). Lehko se
ukéZe, %e ¢fslo « je charakterisovdno ndsledujicimi dvéma vlastnostmi:

[1] kdyz Be R, B <, existuje ye M, y=pf;

[2] ﬁ‘R’ ﬂ>°‘! Yye M = y<ﬂ'

Podle Hausdorffa nazveme  supremum mnoziny M a oznadime je

sup M.¥)
Misto supremum ks se také horni mez nebo horni hranice (obere Grenze
nebo obere Schranke, borne supérieure, upper boundary). Kdy% o e M,
ziejmé je o nejvétd Cislo obsaZené v mno%iné M; nazyvéme je pak
také mazimum mnoziny M a znadfme je nékdy
: max M **)

KdyZz « e R— M, pak neexistuje maximum mnoZiny M.

Podobné lze piifaditi ka%dé mnoZiné M C R é&fslo &’ € R, charakte-
risované vlastnostmi: '

* *) Kdy% f je funkce v oboru P, pak sup f(P) znadime také ::11? H(z);

podobnd pro infimum, maximum & minimum.
**) max (@, b) znamend maximum mnoZiny slofené ze dvou prvki
acR a beR; podobnd pro minimum.
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[1'] kdyz B e R, B > &, existuje yeM y< B,
[2]8¢R B<o, ye M = y > 4.
lo &’ nazveme infimum mnofiny M a oznatime je

inf M.

Misto infimum se ¥ké také dolni mez nebo dolni hranice (untere Grenze
nebo wuntere Schranke, borne inférieure, lower boundary). Kdyz «' ¢ M,
pak &' je minimum (nejmensi éislo) mnoziny M a znaéf se nékdy

min M.
Podle na&i definice jest

sup ) = — oo, inf @ = oo.
Naproti tomu
M =@ = sup M > inf M.

Nebot necht naopak & < &'. Zvolme y e M. Podle [2] je y < &'; kdy%
do [2'] dosadfme B = y, dostaneme spor y > y.

MnoZina M se nazyvé omezend (beschrinkt, borné, bounded), kdy%
sup M < o0 a inf M > — oo, jinak neomezenda (unbeschﬂ'inlct non borné,
unbounded). Lehko se presvedcime, %e M je omezens tehdy a jen tehdy,
kdy? existuje c € E; takové, Ze

reM => —c<z<c.

Kdy% f je funkce v oboru P, zi'ejmé mnozina f(P) je omezens ve
smyslu privé definovaném, kdyZ a jen kdy# funkce f ie omezené, ve
smyslu odst. 2°3.

Cvicenf.

4:1. Koneéné mno#ina o n prveich mé n' usporédan{ (také pro n =0:
0! = 1,a pro » = 1). VSecka tato uspofadéni jsou mezi sebou podobné.

4-2. MnoZina viech moZnych uspofdaddni mnoZiny vSech p¥irozenych
&isel je nespodetnd.

4-3. Necht P a @ jsou uspofddané mnoZiny. Pak jejich kartézsky
soudin se d& uspofddati takto: (zy, y;) pfed (wzy, y3) <> budto z, pfed z,
nebo soutasnd z, = z,, y, pred y,.

4-4. Necht je ka¥dému prvku z uspoféddané mnoZiny € = @ p¥ifazena
uspofddand mnoZina A(z) a necht soudet. EA(z) je disjunktni. Pak mno-

finu M = XA(z) lze uspofidati takto: Kdyi z, e M, w,eM existuji

zeC
urdité prvky z, e G, 2, € C takové, Ze x; € A(z,), x4 € A(2,); x, pFed z, znamens,
%e budto je z, pied 2z, nebo je soudasnd z, = 2z, a z, pFed =, v A(z,). KdyZ
dané uspofadani mnoZiny C i vSech mnoZin A(z) jsou dobra, také uspoFé-
déni mnoZiny M je dobré.

4-5. Ptirozené uspofédéni mnoZiny vSech koneénych desetinnych
zlomkil, nebo mnoZiny vSech raciondlnich &fsel = takovych, %e & < = < B,
kde x ¢ R, B¢ R, a < 8, nebo mno¥iny vi¥ech realnych algebraickych é&isel
je podobné pi‘-u-ozenému uspofadéni viech raciondlnich &fsel. .

. 46. Necht P je hust8 uspo¥édané spotetné mno#ina. Pak P je podobn&
uspofddéna s pfirozend uspoféddanou mmno¥inou viech racionalnich &fsel
. obsa¥enych v intervalu: [1] E[0 < z < 1], kdy%Z P nemé ani prvni ani

. z. . .



28

posledni prvek, [2] E[0 < = < 1], kdyZ I> m4 prvni a nemé posledni prvek,
z
B1E[0 < z £ 11 kdy% P nem4 prvni a mé posledni prvek. [4] E[0 £ = < 1],
z - xz

kdy? P ms prvni i posledni prvek.
4-7. Podminka (1) p¥i definici fezu na zaditku odst. 48 se da na-
hraditi kteroukoli ze dvou nésledujicich

z, ped z,, s e 4; = z,e4,,
x, ped z;, ;e Ay = z,¢ 4,.

4-8. Necht (A,, A,) je ez uspofddané mmoZiny P. Pak (d,, 4,) je
fez inversn® uspofddané mnoZiny P. Kdy% (4,, 4,) je skok nebo mezera,
také (A4,, A,) je skok, resp. mezera.

4-9. Necht P a P’ jsou uspofadané mnoZiny; necht f je podobné
zobrazeni prvé na druhou. Necht @ a @’ jsou mnoZiny vSech mezer mno-
%iny P, resp. P’. UspoFadejme mnoZinu P + @ jako v odst. 49 a stejné
usporddejme také mnoZinu P’ + Q’. Existuje pravé jedno podobhné zobra-
zeni @ mno¥iny P + @ na mnoZinu P’ 4 @’ takové, Ze ¢p = f (ve smyslu
odst. 2°4).

4-10. Necht @ je hustS uspofddand mmno#ina, kterd nems prvniho ani
posledniho prvku a nemé mezer. Necht P C @ je spodetné mnoZina. Necht
ke ka¥dému paru ze Q@ — P, y ¢ Q — P, = & y existuje a e P mezi z a y.
Pak existuje podobné zobrazeni f mno¥iny @ na mnoZinu E, (pfirozend
uspoféddanou) takové, %e f(P) je mmnoZina vSech racionélnich é&isel.

4-11. Necht P je dand mnoZina majici aspofi dva prvky. Necht je
déna mnoZina Mc P X P X P s nasledujicimi vlastnostmi:

[l] (avc’ b)E M =>a =+ b;

[2] (@,c, b)e M = (b,c,a) e M;

[3] (a, c, b)EM = a Fc;

[4] (a,d,c) e M, (a,c, b)e M = (a,d, b) e M;

[5] (a" dy c) € M’ (dy c, b) € M = (as c, b) € M;

[6] (a,z.b)e M, (a,y,b)e M, z = y = bhudto (a. x, y)e M nebo
(@, ¥y, ) e M; .

[7] (@,c, x)e M, (a,c,y)eM, ===y = bhudto (¢, y)eM nebo
(¢ y, z) e m; .

[8a=%+b+c+a=- budto (4,b.c)e M nebo (b,c,a)e M nebo
(c,a,b) e M.

Pak existuji pravé dv¥ uspofidéni mnoZiny P, vzhledem k nim% je ¢
mezi aa b tehdy a jen tehdy,kdy% je (a,c,b)e M. Tato uspofddéni jsou
navzajem inversni.

§5. Cyklicky usporddané mnoZiny.*)

b*l. Uspofdddni mnoZiny P jsme mohli definovati jako pod-
mno#inu U mnoZiny P X P vyhovujici uréitym podminkdm, totiZ
podmnoZinu E [z pted y]. Podobné definujeme cyklické uspoFdddani

(z,y)
mnoZiny P jako podmnoZinu § mnoZziny P X P X P vyhovujic{ n4-
sledujfeim étyfem podminkédm:

[1] (@, b,¢) eC = (b, ¢, a) e C; :

[2] nikdy neni soudasné i (@, b,c)eC i (b, a,c)eC;

*) Ctené¥i zadatetniku doporuduji, aby zatfm vynechal tento paragraf,
na ktery budou navézéany dalSi uvahy aZz v druhém dilu této udebnice.
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[3] neni-li ani (a, b, ¢) € C ani (b, a, c) €« 0, pak nenf @ & b < ¢ + a;

[4] (@,b,¢) €C, (a,c,d)eC = (a,b,d)eC.

Z [1] a [2] nésleduje:

[5] je-li (a,b,c)eC, pak je (b,c,a)el a (c,a,b)eC, ale neni
(b,a,c)eC ani (¢,b,a)¢C ani (a,c,b)e0."

Z [5] nésleduje:

[6] (@, b,¢)eC = a =+b=+c+a.

Z [3] a [b] nésleduje:

[7] je-li @, 5 ay < a3 + @, pak (a;, a;,a;) €C plati pro prévé
tii ze ¥esti permutaci 4,, 1,5, 45 indext 1, 2, 3.

Koneéné plati ndsledujici obdoba k vlastnosti [4]:

[8] (@,b,d) e, (b,¢c,d)eC = (a,c,d)eC. Nebot podle [5] je
(d, a, b) € C, (d, b, c) € C, tak¥e podle [4] je (d, a, c) € 0, tedy (a, ¢, d) e C
podle [1].

52. Necht P je cyklicky uspotddand mnoZina a necht ae P
Kdyz ze P—(a), y e P— (a), pak necht

z pred y <> (@, z; y) € C.

Abychom se presvédéili, Ze jsme skuteéné definovali uspordddni mno-
%iny P — (@), musime zjistiti, Ze jsou splnény t¥i podminky vyslovené
na zaditku odst. 4.

I. Necht je = pfed y. Pak je (a, =, ) €C. Podle [6] neni (a, y, x) € C,
t. j. ¥ neni pfed 2.

II. Necht nenf ani x pfed y ani y pred =z, t. ] ani (@, z, y) eC
ani (a, y, z) € 0, takZe podle [3] a [5] neni a & 2 =y +a. JeZto
zeP—(a), ye P—(a), je z=y.

ITI. Necht a:]epredya.y]epredz Pa,k]e (@, z,9) €C, (2, y,2) 0,
tedy podle [4] je (a, z,2) €0, t. j. = je pred =.

Tedy skuteéné bylo definovdno uspofdddni mnoZiny P — (a),
které oznadime U(a) nebo uréitéji Uc(a).

Obricené:

52'l. Necht ae P a nech je dino uspofdddni mnoiny P — (a).
Pak existuje pravé jedmno cyklické uspofdddini C mnofiny P takové, Ze
dané uspofdddni mmnofiny P — (a) je identické s Uc(a).

Ditkaz. 1. Existuje-li hledané cyklické usporddéni C, pak podle [1],
[6] a podle definice uspofddéni Ug(a) je:

(a,2,y) e <= (2,y,a) e 0<=> (y,a, %) e (<> 2 ¢ P—(a), y e P—(a), z pied y.

Necht nynf z, y a z jsou tfi prvky mnoZiny P — (a) takové, e z
je pf‘ed %t.j. (@ ,2) € C. Je-li (z, y, 2) € 0, pak podle [8] je (a, ¥, 2) € C,
t. j. ¥ je pled z. Jest (z,9,2)cC a podle [1] je (z,z,a)ec tak¥e
podle (4] je (=, ¥, a) € 0, tedy podle [5] ]e (3, 2, y) €0, t. j. z je pred y.
Tedy y je mezi z a z. Obrdcend necht y je mezi z a z. Je¥to = je pred 2,
je ¥ za x a pted 2, t. j. (a, 2, y) €0, @ ¥, 2) € 0, takZe podle [5] je
(%, 2 a) €0, (y, a, z) € 0, tedy podle [4] je (y, 2, ) € 0, tedy podle [5]
je (%, 9,2) C.
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Necht koneéné z, y a z jsou tfi prvky mnoziny P — (a) takové,
%e z je za z. Pak z je pred z, takZe

(2, ¥, ) e 6 <>y je mezi z a z.

Aviak podle [5], [6] a [7] je (z,y,2) eC tehdy a jen tehdy, kdyi
z+y=+2z=Fz a kdyZ neni (2, y, x) 0.

Tedy, kdy% z, y, z jsou prvky mnoziny P — (a), pak (z, y,2) €0
tehdy a jen tehdy, kdy% budto

x pred y pred 2z
nebo
y pred z pred z
nebo
- z pred z pred y.
Tedy mnoZina § je danym uspofdddnim mnoZiny P — (a) tiplné urcena.

II. Zbyva dokédzati, e O je cyklické uspofddédni mnoziny P, t. j.
%e plati vlastnosti [1]—[4]. Nebot z konstrukce { nésleduje snadno,
%e dané uspotdddni mnoZiny P — (a) je identické s Uc(a).

Necht pfedné (z, y, z) e 6. Mdme dokdzati, %e (¥, 2, ) e C. To je
ziejmé, i kdy? je jeden z prvki z, y, 2 identicky s a, i kdy# jsou viecky
=%+ a.

Za druhé zjistime snadno, %e neni nikdy soudasné (z,y,z2)e0
i(y, z,2)eC.

- Necht za tfeti neni ani (z,y,2)el ani (y, z,2) ¢ 0. Zkoumajice
postupné piipady x = a, y = @, z=a, 2 &+ a + y =+ a = 2z, nalezneme
snadno, %e nenf nikdy = == y + 2 = =.

Necht za &tvrté (x,y,2) €0, (2,2 u)el. Zkoumajice postupné
piipady z=a, y=a, z2=a, u=a, x+a+y+az*zFaiy,
nalezneme poka#dé, %e (z, y, u) € C.

5'3. Necht P je cyklicky uspofddand mnoZina a mnecht ae P,
beP, a = b. Oznatme J(a, b) (urditéji Jc(a, b)) a nazveme sniervalem
(cyklicky uspofddané) mnoZiny P s poldtkem a a koncem b mnoZinu

E[(a, z, b) € C].

Je-i zeJ(a,b), yeJ(a,b), pak a =z = b, a == y 5 b, takie prvky =z
a y pati{ oba i do mnoZiny P — (a) i do mnoZiny P — (b). Je-li z
pied y vzhledem k uspofddéni U(a) mnoziny P — (a), je (a, z, y) € C;
jeito také (a,y,b) e, podle [5] je (y,b,a)eC, (y,a,x)eC, takie
podle [4] je (y, b, z) € 0, tedy podle [1] je (b, z, y) €C, t. j. = pied y
vzhledem k uspoféddini U(b) mnoZiny P — (b). Obréicens, kdyZ je z
pred y vzhledem k usporddini U(b) mnoiiny P — (b), je (b, z, y) €0;
jeito také (a, z, b) € C, podle [5] je (¥, b, z) € C, (b a 2)e0,
takie podle [8] je (y,a, z) €C, tedy podle [1] je (a,z,y)€C, t. j. =
je pted y vzhledem k uspofddéni U(a) mnoZiny P — (a).

" . Tedy usporddénim U(a) mnoZiny P — (a) i uspofddinim” U(b)

~ E. Cech: Bodové mnofiny. . 3
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mnoZiny P — (b) je urdéeno stejné usporddani mnoimy J(a, b), které
oznadime U(a, b), urditéji Uc(a, b).

Ziejmé
= (a) + (b) + J(a, b) + J(b, a)

8 disjunktnimi séftanci. Obrédcené:
5'3'1. Necht
=@+ ®+4+B

s disjunktnimi séitanci, z nichZ prvé dva obsahuji po jediném prvku.
N echt mnoZiny A a B jsou uspofiddny. Pak existuje pravé jedno cyklické

poraddni C mnofiny P takové, %e: [1] A = J(a,b), B= J(b,a);
[2] dand uspoFdddini mno¥in A a B, jsou identickd resp. s Ur(a, d)
a 8 Uc(b, a).

Dikaz. 1. Necht exnstu]e hledané cyklické uspoidddni C. Jim je
uréeno uspofddini U(a) mnoZiny P—(@)=(0b)+ A+ B.Kdyz ze 4,
yeA nebo ze B, yeB, pa,k je z pted y vzhledem k uspoidddni U(a)
tehdy a jen tehdy, kdyZ je x pfed y vzhledem k danému uspofddén{
mnoZiny A, resp. B. Kdy% z e 4, pak (a, z, b) € G, tak¥e je x pied b
vzhledem k uspotddini U(ez). Kdy%z yeB, pak (b,y,a)e(, takie
podle [5] je (a, b, ¥) € C, tedy je b pfed y vzhledem k uspoiddani U(a).
Kdy% koneéné z € 4, y € B, jest (a, z, b) € C, (b, y, a) € 0, tedy (podle [1])
(a, z,b) € C, (a, b, y) € C, tedy (podle [4]) (a, 2, y) € C, tedy x je pred y
vzhledem k usporé.dé.ni U(a). Tedy je uspotdddni U(a) mnoii.ny P —(a)
jednoznaéné uréeno.

II. Ke pré,ve sestrojenému usporddédni mnozmy P — (a) podle 5-2°1
existuje pravé jedno cyklické uspoidddni G mnoZiny P — (a) takové,
¥e sestrojené uspofdddni mnoZiny P — (a) je identické s Ur(a). Je-li
z € J(a, b), pak je (@, z, b) € G, tedy z ¢ P — (a), a = je pfed b vzhledem
k U(a), tedy = e A; obricend, kdy% z e 4, je xe P — (a) a z je pred b
vzhledem k U(e), tedy (a, z,b) €0, t. j. x e J(a, b). Tedy 4 = J(a, b)
a podobné se dokdZe, Y¢ B = J(b, a). Dané uspofddéni mnoZiny 4 je
&4sti uspotddani U(e) mnoZiny P — (a) D 4, tedy je identické s uspoié-
dénfm U(a, b). Podobné dané uspoiddéni mnoZiny B je identické
s U(b, a).

54. Necht C je cyklické uspofddini mnoZiny P. Definujme
C* CP X P X P takto:

(a, b, c)evc*<:>(c,b a) € C.

Pak C* je cyklické uspofddini mnoZiny P. Musime zjistiti, Ze jsou
splnény étyii podminky vyslovené na poldtku odst. 5'l:

I. Necht (a, b, ¢) € C*. Pak (c, b, a) e G, takZe podle [5] jest
(@, c, b) e C, tedy (b, ¢, a) e C*.

II. Kdyby bylo soudasné (g, b, c) € C*, (b,a,c)e G* bylo by sou-
dasné (c, b,a)€C, (c,a,b) G, co podle [5] je nemo¥ns.

III. Nenf-li ani (a, b, c) € C* ani (b, a,c) e C*, pak neni ani
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(¢, b,a) eC ani {c, a,b) e C, takZe podle [5] neni ani (b, a,c)eC, ani
(@, b, c) € G, takie podle [2] neni a b ¢ +a.

IV. Je-li (a, b, ¢) € C*, (a, c, d) € C*, pak je (d,c.a)€C, (c, b,a) €0,
tak¥e podle [8] je (d,b,a)€eC, t. j. (a,b,d)eC*. '

Cyklické uspotrdddni C* se nazyvé inversni k cyklickému uspotd-
déni C. Oviem téZ naopak C je inversni k C*. Rikime také, Ze jsou
C a C* navzdjem inversni.

Je-li aeP, be P, a &b, zfejmé

: Jes(@, b) = Je(b, a).

55. Necht P je cyklicky usporé,dana, mnozina. KdyZ ae P, b ¢ P,
a =+ b, pak
J(a', b) + J(b’ a) =P— [(a’) + (b)L J(a’ b) . J(b: a) == ¢
5'5°l. Kdy% ceJ(a,b), pak
J(a, b) = (c) + J(a, ¢) + J(c, b)
8 disjunkinimsi séitanci.

Diakaz. Necht zeJ(a,b), z =c. Jeito ce P— (a), 2 ¢ P — (a),
nastane prévé jeden z obou piipadi: ,,z pied ¢ a ,,c pred z** vzhledem
k uspotddédni U(a) mnoZiny P — (a). KdyZz je pfedné z pred c, je
(@, z,¢) €C, t. j. zeJ(a,c). Kdy% je za druhé c pred =z, je (a,c, z) € 0;

jezto x e J(a, b), jest (a, z, b) € . Podle [5] je (x, b,a)eC, (z,a,c)eC,
takZe podle [4] je (z,b,c)eC, tedy podle [5] je (c, =, b)eC, t. j.
zeJ(c, b). Tim je dokdzdno, Ze

J(a, b) = (c) + J(a, b) . J(a,c) + J(a, b) . J(c, b)

s disjunktnimi séitanci.*) Zbyvéd dokézati, Ze J(a, ¢) + J(c, b) C J(a, b).
Kdy# pedné z e J(a, ¢), je (a, x, ¢) € C; jeito ce J(a,b), je (a,c,b) € C;
tedy podle [4] je (a, z,b) €0, t. j. z € J(a, b). KdyZ za druhé x € J(c, b),
je (c, z,b) € 0. Jeito (a,c, b) e, (c, z,b) eC, podle [8] je (a, z, b) €0,
t. j. zed(a,b).

Obrécené plati:

5'5'2. Necht mnoZina P md aspoti t¥i rizné proky. Necht kaZdému
pdru (a, b) mezi sebouw rizniych proki mnofiny P jsou pFifazeny dvé
podmnoZiny A a B mnofiny P tak, Ze

A+ B=P—[(a)+ (b)], AB=0.
Paru (b, a) necht jsou pFifazeny stejné podmnofiny A a B jako pdru (a, b).
Jsou-li mnoZiny A a B pFifazeny pdru (a, b) a je-lic e A (tedya =+ ¢ & b),
pak necht jedna z obou podmnoZin pFifazenych pdru (a, c) (oznaéme ji Cy)

*) Kdyby totiZz existovalo z takové, %e zeJ(a,c) . J(c, b), bylo by
(podle [1] a [8]) (a,,¢c)eC, (¢, #,b)eC = (a,z,¢)eC, (x,b,c)eC => -
= (a,b,c) e C = (c a,b)eC, coi je pod]e [2] ve sporu s ¢ sJ(a, b), t. j.
s (a,¢,b) €C.

3*
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a jedna z obou podmnotin pFifazenych pdru (c, b) (oznaé’me i Cp) jeou

takové, %e
= (¢)+ C,+ C;

& disjunkinimi séitanci. Pak existuji prdvé dvé cyklickd uspofdddni G
mnotiny P takovd, %e pro kady pdr (a,b) (a == b) obé mnoZiny tomuto
pdru pFifazené jsou identické s mnoZinams J(a,b), J(b,a). Obé tato
cyklickd uspofdaddni mnofiny P jsou navzdjem inversni.

Diikaz. 1. Zvolme pevné a € P, b e P a oznaéme A4 a B obé mnoZiny
piifazené péru (@, b). Staéi ukdzati, e existuje pravé jedno cyklické
uspofdddni C mnoZiny P vyhovujici hotejifm podminké,m a takové,

%
© A = Jr(a, b). 1
Nebot z téhoi divodu existuje pravé jedno cyklické uspofdddni G’
mnoZiny P vyhovujici hofejsim podminkim a takové, Ze
A4 = Jr(b, a). 2
Mimo to kaZdé cyklické uspoidddni mnoZiny P vyhovujicf hoiej&im
‘'podminkdm spliiuje zfejmé prévé jednu z podminek (1), (2); a kdy% C
vyhovuje hofej§im podminkdm a podmince (1), zfejmé inversnf cyklické
uspoifddani C* vyhovuje hotejifm podminkdm a podmince (2), takZe
C' = C*
II. KdyZ z € 4, pak jedna z obou mnoZin pfifazenych péru (a, z)
— oznaéme ji Fy(x) — a jedna z obou mno%in piifazenych péru (b, z)
— oznatme ji Fy(x) — jsou takové, Ze
= () + Fy(z) + Fy(x) s disjunktnfmi séftanci. 3)
Druhé z obou mnozin p‘i'ii'a.zen)"ch paru (a, z) je pak

Gy(x) = P — [(a) + (2) + Fy(2)];
jeito be P— A4, podle (3) je b e Gy(z). Druhd z obou mnoZin piifaze-
nych péru (b, z) je
Gy(7) = P —[(b) + (2) + Fy(=)];
je¥to a e P — A, podle (3) je a e Gy(x). Jeito ani. a ani b nepatii do
mnoZiny A, relace (3) se stane nespravnou, kdy% za_ F,(z) ddme Gy(x)
i kdy% za Fy(x) ddme Gy(z). Tedy jsou mnoZiny Fy(x) a Fy(x) uréeny
jednoznacéné.
Kdy% zeB, pak jedna z obou mnoZin pfifazenych péru (a, x)
— oznaéme ji Fy(x) — a jedna z obou mnoZin pfitazenych péru (b, z)
— oznadme ji Fy(x) — jsou takové, Ze ‘
= (2) + Fy(x) + Fy(x) s disjunktnfmi séitanci. (4)
' Opét jsou Fy(z) a Fe(®) jednoznaéné urdeny. '
III. Necht ze A4, Ye A, x & y. Podle (3) nastane prévé jeden
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7z obou pllpadu yeFy(x x), Y e Fy(x). Necht predné y e Fy(x). Podle
predpok]adu je

Fi(2) = (y) + Hy(y) + Hyy),
kde H,(y)wjve budto = Fy(¥) nebo == G (y) a Hy(y) je jedna z obou
mnozin Ppritazenych paru (x,y). Jeito be G(y), be P — Fi(x), je
H\(y) = Fi(y), tedy

ved, yeli(x) = (y) + Fi(y) C Fy(2). (3)
Necht za druhé ye Fy(x). Podle predpokladu je
Fy(x) = (y) + Ki(y) + Ky(y),
kde K;(y) je jedna z obou mnozin prifazenych paru (z, y) a K,(y) je
budto = Fy(y) nebo = Gy(¥). Jeito a € Gy(y), a € P — Fy(x), je Ky(y) =

= Fy(y), tedy Fy(x) D (y) + Fa(y). Podle relace (3), kterd plati i pro =
i pro v, nasleduje, Ze

xved, yely(z) = (%) + Fy(2) C Fy(y). (6)

Z relaci (3), (5), (6) nasledule, ze pro ze A, yeA plati pravé jedna
ze tif relaci x = y, () + Fy(z) C Fy(y), (y) + Fi(y) C Fy(z). Pro x e 4,
y € A necht ,,x pred y”’ znamend, Ze (x) -+ F(x) C Fy(y). Snadno se
presvédéime, Ze je tim definovano usporddani mnoziny A, které ozna-
¢ime V,. Stejné se dokdze, Ze existuje uspoirdadani }V, mnozZiny B, ve
kterém: a pred y <=2z ==y, Fy(x) D Fy(y).

IV. Necht existuje hledané cyklické usporddani C mnoziny P.
Jest A = J(a, b), takZe G uréuje (v. odst. 53) usporadani U(e, b) mno-
ziny 4. Kdyz ze A, je Fi(x) = J(a, x) nebo Gy (x) = J(a, x). Jezto
bsG( z), bylo by ve druhém piipadé b e J(a, 2), t. j. (a, b, x) € G; to
je viak podle [5] nemoZné, nebot zeJ(a,b), t. j. (a, z,b) e C. Tedy
xeAd = Fi(x)=J(a,z). Necht zed, yed. Jeli pfedné x pred y
vzhledem k usporddani V,, pak (x) -+ Iy(z) C Fi(y), tedy x e Fi(y) =
= J(a, y), tedy (a, z, y) € G, tedy je a pred y vzhledem k usporadam
U(a, b). Je-li za druhé x pred y vzhledem k uspmaddm U(a, b), pak je
(@, z, ¥) €0, tedy xzeJ(a, y)=F,(y), takze podle (5) je (x)-+ Fy(x)C Fy(y),
tedy je x pred y vzhledem k uspotdddni V;. Tedy obé usporadani V,
a U(a, b) mnoZiny A = J(a, b) jsou stejnd. Stejn¢ se dokdze, ze obé
uspordadani V, a U(b, @) mnoZiny B = J(b, a) jsou stejnd. Tedy podle
53 cyklické uspordddni G je jednoznacéné stanoveno.

V. Zbyvéi ukdzati, %e cyklické usporddani C mnoziny P = (a) +
+ (b) + 4 +4 B, uréené podle 53°] podminkami A = J(a,b), B =
=J(b,a), V= U(a,b), Vy= U, a), md tu vlastnost, ze pro kazdy
par (z, y), kde x e P, y ¢ P, x == y, obé mnoziny prirazené paru (z, y)
jsou J(z, y) a J(y, x). Pfedné: pro par (a, b) je to ziejmé. Za druhé
vySetfujme péar (a, z), kde x e A. J(a, x) je mnozina viech y e J(a, b),
pro které je y pred x vzhledem k usporddini U(a, b). Fi(z) je mno-
zina viech ye 4, pro které je y pred x vzhledem k uspofddani V.
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Jeito 4 = J(a,b), V= U(a,b), je J(a, z) = Fy(2). Jeito P = (a) +
+ (2) + J(a, 2) + J(z, @) = (@) + (%) 4 Fy(x) + Gy() s disjunktnimi
séftanci, je J(z, a) = Gy(x). T#eti piipad péru (b, x), kde x € 4, jako
i ftorty a paty pripad piru (@, x), resp. (b, ), kde x e B, vydetii se
stejné jako piipad druhy. VySetiujme Jestyy piipad piru (z, y), kde
zeA, yeB. Necht C; a C, jsou obé mnoZiny pfifazené piru (z, y).
Jeito P = (z) + (y) + C, + C; s disjunktnimi séftanci, mohu ped-
poklédati, Ze a € C;. Podle piedpokladu je C;, = (@) + H + K s dis-
junktnimi séitanci, kde je H jedna z obou mnoZin pfifazenych péru
(@, z) a K je jedna z obou mnoZin piifazenych paru (@, y). Je budto
H = Fy(z) nebo H = G,(z). Je budto K = F(y) nebo K = G,(y).
Jeito ye B C Gy(x), xe A C Gy(y) a jeito ani x ani y nepati{ do C,
je H=Fy(z), K=Fy), tedy C =(a)+ F2)+ Fy)=(@)+
+ J(a, x) + J(y, a). Jezto x e A = J(a, b), y ¢ B = J(b, a), je (a,x,b) €0,
(b, ¥, a) € C, tedy podle [5] je (a, b, ¥) € C, takZe podle [4] je (a,z,y)eC,
tedy podle [5] je (y,a, z) € G, tedy a € J(y, z), takie (a)+ J(y,a)+
+ J(a, x) = J(z, y), tedy C; = J(z, y). Jeito P = (z) + (y) + C; +
+ Co= () + (y) + J(=, y) + J(y, «) s disjunktnimi séftanci, je C, =
= J(y, ). Zbyva piipad paru (z, y), kde budto (z) 4+ (y¥) C 4 nebo
" () 4+ (¥) C B. Pro uréitost necht (x) + (y)C 4 . Jako ve III rozezni-
vejme dva podpifpady: y € Fy(x), y € Fy(x). Kdy% y € Fy(x), vidéli jsme
ve III, %e F,(z) = (y) + Fy(y) + Hy(y) s disjunktnimi séftanci, kde
Hy(y) je jedna z obou mnoZin piifazenych piru (z, y). Jest Fy(x) =
= Jla, z), F\(y) = J(a,y), yeF(2), takie J(a, z) = (y) + J(a, y) +
+ Hy(y) s disjunktnimi séitanci, takZe podle 5'5'1 je Hy(y) = J(y, z);
druhd mnoZina pfitazens paru (z, y) je oviem P — [(x) + (y) + H,(y)l=
= P —[(z) + (y) + J(y, )] = J (2, y). KdyZ y e Fy(x), pak podle III
je Fy(x) = (y) + Fy(y) + K,(y), kde K(y) je jedna z obou mnoZin
prifazenych pdru (z, y). Jest Fy(x) = J(z, b), Fy(y) = J(y, b), ¥ € Fy(x),
takie J(z,b) = (y) + J(y,b) + K,(y) s disjunktnfmi séftanci, takZe
podle 5'5°1 je K,(y) = J(, y); druh4 mnoZina ptifazens piru (z, y)
jo oviem P—[(2)+ (y)+ Ky(y))=P—[(=)+ (9)+ J(=, 9)]=J (3, 2).

-

Cviceni.

§:1. Konetné mno#ina o n > 0 prveich mé (n — 1)! cyklickych uspo-
Fadéni. VSecka tato cyklickd uspofadéni jsou mezi sebou podobné, definu-
jeme-li podobnost cyklickych uspofddéni obdobné k podobnosti uspofsdéani
definované ve 42. )

§:2. MnoZina vSech moZnych cyklickych uspofddéni mnoZiny vSech
plirozenych é&isel je nespodetné. '

: 5-3. Necht C je cyklické uspofddéni mnoZiny P. Pro n = 3,4, 5, ...
definujme rekurentnd podmnoZinu €, kartézského soudinu n faktorti ve-
smés rovnych P, a to takto: [1] C;=C, [2] C,,; je mnoZina tdch
(@1 Ggs + .« +» Bys By 11), PTO které plati i (a,, @, . . .,a,)€C, i (ay, a,, a”_,_l)ec. :
Je-li (a, a9 -9,)eC, a jeli 1 <i<j<kZmn, jest (a,a;a)eC.

" &4. Necht P je cyklicky uspofddanéd mnoZina. Necht pro a e P,
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belP. a=b vzdveky je J(a.b) = 0. Pak vsecky mnoZiny J(«.b) jsou

nekonecné.
5-5. Necht K je mmozina vsech komplexnich cisel @ - 7y takovych,
ze x® + y® = 1. Necht /[m(x = /y) znamend y. KdyZ ve K, e K. v e K,
,

. foN X u N .
pak necht (n.f,7) e C znamend, ze ff 4 v a ze 1! 7 > 0. Pak C je
TR

cyklické usporadani mnoziny KA.

KAPITOLA 1L

Obecné metrické prostory.

§6. Vzdalenost.

6°1. Necht P je dana mnozina. Necht p je kone¢na funkee v oboru
P x P takova, Ze

1] o, @) = 0: @ & y = o(x, y) = 0:

[2] o(x, ¥) = o(y, 2):

[3] o(z, ¥) + o(y. ,
Pak pravime, e ¢ je metrila v P. Mnozina P se nazyvéa metricky prostor
(metrischer Raum, espace mélrigue neboli espace distancié, meiric space),
kdyz byla uréity’m 7p1°1%bem zvolena metrika ¢ v P: prvky metrického
prostoru se nazyvaji zpravidla body (Punkt, pomi point); jsou-li a, b
dva body, pak jejich vzddalenosti (Entfernung, distance, distance) rozumime
¢islo o(a, b).

zejména pri srovnavani dvou raznych metrik v témz P. Plsmena P
a ¢ budou v celé knize obycejné znamenati metricky prostor a jeho
metriku.

Mnozina E, vech redlnych cisel je metricky prostor, definujeme-li
o@,y) =|x—y|. V dalsim vSude, kde neni opak vyslovné uveden,
E, znamend metricky prostor s pravé zvolenou metrikou.

Obecnéji - ozna¢ime E,, a nazveme m-rozmérngm euklidovskym
prostorem mnozinu E; X E; X ... X E; (sm faktory), ve které zvolime
metriku o tak, Ze pro x = (¥, %o, . . ., Tm), ¥ = (Y1» Yo - - -» Ym) PO-
lozime

Z ___?/12. *)

Je zfejmé, ze sestrojend funkce p mé vlastnosti [1] a [2]. Vlastnost
*) Kdy#% a je nezaporné realné ¢islo, pak znamena Vt‘l—stéle to nezdporné
¢islo b, pro které plah b? = a.
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