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belP. a=b vzdveky je J(a.b) = 0. Pak vsecky mnoZiny J(«.b) jsou

nekonecné.
5-5. Necht K je mmozina vsech komplexnich cisel @ - 7y takovych,
ze x® + y® = 1. Necht /[m(x = /y) znamend y. KdyZ ve K, e K. v e K,
,

. foN X u N .
pak necht (n.f,7) e C znamend, ze ff 4 v a ze 1! 7 > 0. Pak C je
TR

cyklické usporadani mnoziny KA.

KAPITOLA 1L

Obecné metrické prostory.

§6. Vzdalenost.

6°1. Necht P je dana mnozina. Necht p je kone¢na funkee v oboru
P x P takova, Ze

1] o, @) = 0: @ & y = o(x, y) = 0:

[2] o(x, y) = o(y, 2):

[3] o(z, y) + o(y. ,
Pak pravime, e ¢ je metrika v P. Mnozina P se nazyvéa metricky prostor
(metrischer Raum, espace mélrigue neboli espace distancié, meiric space),
kdyz byla uré¢itym zptsobem zvolena metrika ¢ v P: prvky metrického
prostoru se nazyvaji zpravidla body (Punkt, pomi point); jsou-li a, b
dva body, pak jejich vzddalenosti (Entfernung, distance, distance) rozumime
¢islo o(a, b).

zejména pri srovnavani dvou raznych metrik v témz P. Plsmena P
a ¢ budou v celé knize obycejné znamenati metricky prostor a jeho
metriku.

Mnozina E, vech redlnych cisel je metricky prostor, definujeme-li
o@,y) =|x—y|. V dalsim vSude, kde neni opak vyslovné uveden,
E, znamend metricky prostor s pravé zvolenou metrikou.

Obecnéji - ozna¢ime E,, a nazveme m-rozmérngm euklidovskym
prostorem mnozinu E; X E; X ... X E, (s m faktory), ve které zvolime
metriku o tak, Ze pro x = (¥, %, . . ., Tm), ¥ = (Y1» Y - - -» Ym) PO-
lozime

Z ___?/12. *)

Je zfejmé, ze sestrojend funkce p mé vlastnosti [1] a [2]. Vlastnost
*) Kdy#% a je nezaporné realné ¢islo, pak znamena Vt‘l—stéle to nezdporné
¢islo b, pro které plah b? = a.
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[3] dokéZeme takto. Pro 1 < i< k< m jest (Tiyr — 2ays)® 2 =0, tedy
2zy; Ty < T2YR® + 2PYid, tedy

m—1l m
(Z "”i-'/t‘) Z ziyd + 2 Z =Z TiYiaYe <

’ g Z Z 2; 1(-’”5’:'/1:’ + zyi?) =izlzi’- _Zl.%".

tedy .
} . I—"'_- ,m..._ -
(| < -leiz B Zly'.z. (1)
Jeito
tZ:l(?«'i + %)? =glxi" + _glyi“ + 2 _leiyi» '

podle (1) je L -
) m m m 2

» zl(ze + )2 < [ le¢’ + Zly,ﬁ] ,
tedy

'Zl(xi + u:)? gl/‘glmz + gly.-’. (2)

PiSeme-li sem z; — y; misto x; a y; — 2; misto y;, dostaneme g(z, 2) <
é e(z, y) + e(y; 2)-

Jiny dulezity priklad metrického prostoru je Hilbertiv prostor,
ktery budeme znatiti H. Je to mnofina viech takovych posloupnostf

= {:c:,-}:”=1 (% € E;), pro které konverguje fada Zz"-z, pii éemZ me-
i=1 :
trika g je dédna vzorcem '

o(, ) =]/ 2. (@ — 9. @

Je-li z € H, y ¢ H, konverguji fady Z zd, z y2, takie podle formule (2)

(ve které misto y; piSeme — y;) konvergu]e 1 fada napravo ve (3). Vlast-
nosti [1] a [2] funkee g jsou zase ziejmé. Z (2) vychdzi:

gl(xi + :)? é. ‘_leiz + Zlyi’-- .

Pffeme-li sem #; — y; misto x; a y; — z; misto y;, dostaneme g(z,2) <
S 9(”: y) + Q(y’ 2).

Pozndmka. Necht a, b, ¢ jsou t¥i body metrického prostoru P,
Pak existujf body «, B, y. prostoru E, takové, Ze
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Q(a'! b) = Q((X, ,B)’ e(as ¢) = Q(o" 7’)1 Q(b’ c) =Q(ﬁ’ 7)
(Pfi tom znamend g nalevo metriku v P a napravo metriku v E,:)
Dikaz. Pro struénost piSme g(a,b) =1, g(a,c)=s, g(b c)=1
takze &isla r 4 s+ ¢, r+s—t r—e8+48 —r+4+s+t jsou =20
Snadno se presvédéime, %e body

- e=(r0),=(—1n0), —
(t’-—a” VoeFotn—r+stiir—s+tn (r+:_'§:‘l)
Y= 2r :

maji{ #4danou vlastnost.

6:2. Necht P, a P, jsou dva dané metrické prostory; necht g, a gs
jsou jejich metnky Defmu]me funkei g;5 v oboru (P, X P,) X (P, X P,)
takto: kdyz x = (%, %3), ¥ = (%1, ¥3), necht

0e(®: 9) = Vlea(mn, )P + Tea(@, 9P
Z vlastnost{ [1] a [2] funkef g; & g, plynou stejné vlastnosti funkce gy
Doka¥me, %e funkce g;, mé také vlastnost [3]. Necht z = (2, z,). Podle
pozndmky na konci odst. 6| existujf redlnd éisla ay, a,, by, by, ¢, C2
takovéd, Ze

o ) =6 — @) + B — a)%, i@ m) =6 —a) + (o —ar)
| 01(th, ) = /(e — B2 + (0 — by)?
a redlnd &isla ay, a,, b, by, c5, ¢, takovd, Ze

eulas 1) =1/ By —a P F (b — s oa(a ) = Ve — ) + (e —adl%
0a(Y2r 23) = V(cs — bg)? + (cy — b,)2
T

1/&
Qn(x, y) =l/ ‘_gl(bi—'al')zi @12(33, 2) = l/ izl(c’b - ai)2,

4
0y, 2) = |/ igl(cwbi)%

JeZto metrika v E, m4 vlastnost [3], jest oyo(2, ¥) + 01a(¥> 2) = 012(%; 2)-
Jsou-li P, a P, dané metrické prostory s metrikami g, a g,,
rozumfme v da,lsim stale jejich kartézskym soulinem Py X P, mnoimu

P, X P, s vySe definovanou metrikou gy,.

Pozndmka. Necht m, n=1,2,3,... Podle pozndmky na konci
odst. 2| je pro nds EpX Ex=En +4. To je v souladu se snadno patrnym
faktem, %e metrika odvozend pro E, X En z obyéejnych metrik v Em
a v E, souhlasi s obydejnou metrikou prostoru Ep.in.

6°3. Necht P je metricky prosbor s metrikou g. Necht M C P.
Parcidln{ funkce (v.2'4) omx i je ziejmé metrikou v M. Tedy miZeme
ka.zdou podmnozinu M metrického prostoru P povaZovati za metricky

Tedy
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prostor. Rikéme, Ye M je bodovd mnoZina (Punkimenge, ensemble de
poinis, point set) vnofend (eingebettet, immergé, immerged) do prostoru P.
Tedy bodovd mno#ina je metricky prostor M, ktery je podmnoZinou
metrického prostoru P, pfi éem#% metrika v M je parcidlni funkei met-
riky v P.

6'4. Necht P a @ jsou dané metrické prostory; necht g, a g, jsou
]e]mh metnky Necht f je zobrazeni prostoru P na prostor Q Pravime,
%e [ je isometrické zobrazeni, kdy?

ze P, ye P = gff(x), f(y)] = o:(;, ).

Jeto metriky g, a g, maji vlastnost [1], zfejmé f je prosté zobrazeni.
Ziejmé inversni zobrazeni f_, je isometrické zobrazeni prostoru @
na prostor P.

Pravime, Ze prostory P a @ jsou isometrické, kdyz existuje iso-
metrické zobrazeni P na @ (nebo @ na P).

Meiricka vlastnost metrického prostoru P je takové, kterd zistane
zachovéna, kdyZz P nahradime libovolnym isometrickym prostorem,
u které tedy nezéle?{ na tom, jak ,,vypadaji body prostoru P, nybr#
pouze.na tom, jaké jsou jejich vzdjemné vzdalenosti. Budeme vydetFovati
pouze melrické viastnosti metrickyjch prostori.

8'5. Necht P je metricky prostor (s metrikou g). Necht 4 C P,
B P. Necht M je mnoina viech redlnych &fsel g(z, y), kde z ¢ 4,
y € B. Cislo inf M (v. 4°10) oznadime g(4, B) a nazveme je dolni vzddle-
nosti bodovych mno#in 4 a B. Cislo sup M (v. 4°10) oznaéfme d(4, B)
a nazveme je horni vzddlenosti bodovych mnoZin A a B.*) Ziejmé

Jeli A=0 nebo B=9, je o(4,B)= o0, d(4,B)=— oo. Je-li
A == 0 == B, pak o(4, B) je nezdporné redlné ¢islo, kdeito d(4, B)
je budto nezdporné redlné ¢islo nebo je = co0. Ztejmé proa e P, b € P je

KdyZ je A = (a) jednobodovd mnoZina, piSeme

e(a, B) = g(B, a) = g[(a), B],
d(a, B) = d(B, a) = d[(a), B]
a nazyvdme o(a, B) dolni vzddlenosti**) (a d(a, B) horni vzddlenosti)
bodu a od bodové mnoZiny B. '
Kdy% A C P, klademe d(4) = 0 v pifpadé 4 = @ a d(4) = d(4, 4)
v ptipadé A =+ 0. Cislo d(4) se nazyvd pramér (Durchmesser, dmméh-e,
" diameter) bodové mnoZiny A. Pravime, %e bodovd mnoZina A4 je ome-
zend, kdyZ d(4) < oo, neomezend, kdy% d(A) = co. V piipadé P = E,
souhlasi tato definice s definicf udanou ve 4°10.

*) Dolni vzdélenost je mnohem dtleZit&jsi neZ horni a nazyva se proto
dasto prostd vzddlenost.
**) Nebo prostd vzddlenostt (v. pfedeSlou pozn. pod &arou).
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Cvicendi.
6-1. Necht P je dana mnoZina. Necht p je konetnd funkece v oboru
P o P takova, Ze: [1] ® = y <= o(x, y) = 0, [2] o(x, y) - 0(2, ¥) = o(x, 2).
Pak o je metrika v P.
6-2. Tvrzeni ve cvi¢eni 6-1 je nespravné, kdyz misto p(z, y) piSeme

ey, 2).
Ve cvicenich 6:3 a 6-4 C je mnoZina v&ech komplexnich é&isel.
6-3. Necht C, = C > C ~ ... x C (s m faktory). KdyZz =« Cm,

YyeC,, w= (2, Xa .., 2), Y= (Y1» Yoo » - Yp,,), necht olx,y) =

1/ m

= l/ Z] x; —y; |2 Pak o je metrika v € a pFi této metrice U je iso-
i1

metricky s euklidovskym E, .

6-4. Necht H’ je mnozina vSech posloupnosti {x;}° ,, (x; € ) takovych,

1
o
Ze fadaZi x; |2 konverguje. Kdyz 2 e H', y e H', & = {x;}, y = {¥y;}, necht
i=+1
I
olx, y) = 1/ z} x; — y; |% Pak o je metrika v H’ a p¥i této metrice H’ je
i

isometricky s Hilbertovym H.

6-5. Necht P je mnoZina viech omezenjch posloupnosti {z,17 | (x; e E;).
Kdyz xeP, yeP, = {x;}, y={y), necht p(x,y)=sup|x;—y;|
Pak ¢ je metrika v P.

Ve cvidéenich 6-6--6-12 jsou @ a b body metrického prostoru P a A4,
B a C jsou neprazdné bodové mnoziny vno¥ené do P.

6-6.* Jest | o(a, A) — o(b, 4) | < o(a, b).

6-7. Jest p(A4, B) < p(a, 4) + o(a. B).

6-8. Jest d(A, C) =< d(4, B) -+ d(B, C).

6-9. Nemusi byti o(4, (") = p(4, B) + o(B, ().

6-10. Kdyz d(A) < o, pak ke kaZdému bodu « existuje- éislo
0(0 < 6 < o0) takové, Ze wed = p(a, x) < 0.

6-11. Kdy#z existuje bod a a ¢&islo § (0 < d < o) takové, Ze x e A =
e (a,x) < 6, pak d(4) < oo.

6-12. Jest d(A, B) < », kdyZ a jen kdyZ obé mnoZiny 4 a B jsou
omezené.

6-13. Necht P a @ jsou metrické prostory; necht A c P, Bc Q.

Pak d(4 x B) = J[d(4)]* + [d(B)]*.
§7. Konvergence.

7°1. Je-li {z,} posloupnost redlnych ¢&isel a je-li = redlné ¢islo,
tu, jak zndmo, x, — x znamens, Ze ke kazdému & > 0 existuje index
ple) takovy, Ze n > p(e) = |z, — x| <<e. To je zvlastni piipad
(P = E,) nésledujici definice:

Necht P je metricky prostor.. Necht {z,} je bodovd posloupnost
(Punktfolge, suite de points, point sequence) v P, t. j. posloupnost, jejiz
¢leny jsou body prostoru P; necht « je bod prostoru P. Pak z, — z
znamena, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuje index p(e) takovy, ze n > p(e) =
= 0%y, ) < &. Jinak Feceno,

Ty —> X <= 0(Ty, ) — 0.
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Misto x, — x piSeme také lim z, = z; urcltep piSeme =z, — x pro
n — o nebo hm Zy == x. Pravime, Ze xz je lmitou (Grenzwert nebo

Grenzpunkt, lvmtte nebo point-limite, sequential limiting point) po-
sloupnosti {z,}. "

Kdy? @ — # 8 2 - 9, pak 0 < (2, 9) < 0(%, ) + 0(@n, 3) > 0,
tedy o(z, y) = 0, tedy z = y. Tedy posloupnost {,} mé v prostoru P
nejvys jednu limitu. Mé-li limitu, pravime o posloupnost1 {zn}, Ze je
(v prostoru P) konvergenini; nem4-li limitu pravime, Ze je (v prostoru P)
divergenini. *)

Ztejmé jsou véty:

7"1I"l. Kdy% eziatuje index p takovy, Ze n>1p => Iy =z, pak
Ty —> .

712, Kdy% xn— = a kdy% posloupnost {y,} je vybrina (v. 3°1)
z {xy}, pak také Yn —> Z. ‘

7-2. Necht P je dand mnoZina. Necht g, a g, jsou dvé metriky
v P, tedy dvé konetné funkce v oboru P X P majicef vlastnosti [1], [2]
a [3] vyslovené na podstku odst. 61, Vzhledem k metrice g, je P me-
trickym prostorem, ktery pro jasnost oznadéme (P, g;); vzhledem k me-
trice g, je P metrickym prostorem, ktery oznadme (P, g,).

Kdy? Ty —> 2V (P,g) <2y —> 2 Vv (P, gg),

“pravime, %e metriky o, a g, jsou ekvivalentni.
Jako pifklad zvolme mnoZinu E,. Kdyz z= (2, s, ..., Zm),
y= (!/1: yz: R ym): POIOime

m 1
on(%, y) = (Z | % — wi l’)”,

kde p je redlné éfslo > 1. Pro p == 2 mdme metriku, vzhledem k ni%
jsme v 61 E,, nazvali m-rozmérnym euklidovskym prostorem. Doka¥me,
%e g, je metrikou pro ka¥dé p > 1.
Potnéme touto pozndmkou: Kdy% «, a; b jsou redlnd &isla, kdy%
0<ax<1l,a=>0,b=0, pak

a*bl—* < aa + (1 —a) b. 1)
Diikaz. Pro a = 0 nebo b = 0 je (1) zfejmé. Necht tedy a > 0,
b > 0. Funkce ¢(f) = t* — &t + o« — 1 mé v intervalu E[0 < #] deri-
. , t
1—a
vaci @'(f) =ex[(—tl-) ——1], tedy 0 <t<1l=¢@(#)>0 t>1=

= ¢'(t) < 0; jezto p(1) =0, je tedy 0<t=>¢p(t)<0 takZe q)( )é 0,
z SehoZ nisleduje (1).

*) Ne8kte¥i auto¥i nazyvaji divergenini pouze takové posloupnostx,
ze kterych nelze vybrati Zidnou konvergentni posloupnost.
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Nyni dokédZeme, Ze pfi reslnych z; ¥ pro p > 1 plati t. zv.
Holderova merovnost

| z Z;Yi

| i=1 .
To staéi ovlem dokézati pro piipad, Ze T > =0, ;>0 pro viecka ¢
a %e nenf ani z; = 0 ani y; = 0 pro viecka i. Pak ale (2) nisleduje z (1),
dosadime-li :

B F T

t=1 i=1

e
, 1 p—1
/"'/ “Z.Es a=— » b= e

;P <& .pil
2, % > U
i=1

a sectemeh pro 1< k< m.
Ze (2) nésleduje déle t. zv. Minkowského nerovnost

(3 1=+ .ml”)”<(2 E I’)P HE 1w l”)" (7>7)3)

=1 =1

Zase stadf dokézati (8) za .predpokladu z, >0, y; >0, Z x>0,
Z ¥ >0. Za tohoto predpoklgdu pi¥me nejprve vzorec Vl, ktery

. i=1
vznikne ze (2), kdyZ za x; dosadime (x; + ¥;)?—1, ponechévajice y;; na to
piSme vzorec V,, ktery vznikne z V, vyménou pismen z a y; seéteme-li
V, a V,, dostaneme (3).
Nynf lehko vidime, %e (pfi kaZdém p > 1) g, je metrika v E,. -
Co nenf zfejmé, je pouze merovmost g,(z,2) < 05(Z, y) + 0p(y; 2); ta
viak plyne ze (3), pifeme-li tam x; — y; misto z; a y; — z; misto y;.
Definujeme-li relaci lim (%1, Zyg, - - -» Tnm) = (%1, Xy, - . ., Ty) PO-

»
moci metriky g,, veriﬁkuj;m: snadno, Ze tato relace plati tehdy a jen
tehdy, kdy% je (v obyéejném smyslu) lim x,; = #; soudasné pro 1<
n—>w
< 1< m. Tedy vlecky metriky g, jsou mezi sebou ekvivalentni.

73. Kdyi {2} je.posloupnost redlnych &fsel takovs, e | ; | < -%—
pro kaZdé i, pak konverguje fada z z?, tedy {#;} je bod Hilbertova

i=1
prostoru H (v. 6°1). Oznaéme U a nazveme Urysohnoviym prostorem*)

1 .
mno%inu viech {#;} takovych, Ze || < i metrika v U je oviem
podle 6'3 urdena tim, %e U C H.

*)- Ndzev Urysohniv prostor volim podle déleZité v&ty, kterou do-

kézal Urysohn (v. 16'5). Menger (Dlmensmnstheone) nazyvé U Funda-
mentalquader des Hilbertschen Raumes.
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73°1. Kdyf Ly == {zm-}.;-_t___.| € U, Y= {y'}'?;l € H, pak lim P—
tehdy a jen tehdy, kdyZ pro kaidy index i je \im g,; — yi_*';')-)m
Dikaz. 1. Necht z, — y. K danému & 7/(_;l—e)xoi°stuje index p takovy,

] S
ton >p = oy, o) < e. Aviak oy, 2n) = || 5" (g — 20i)? 2 | yi— i |,

. ' =1
tedy # > p => | yi — 2| < ¢, tedy Zui~ ¢ pro kazdy index i.
II. Necht @n;— y; pro kaZdy index 7; potom oviem || =

. 1, vy x
= lim | #,; | £ =~ Zvolme ¢ > 0. Jeito fada Z _l_ konverguje. existuje
n>o 2 T 12

. PV Y- .

index ¢ takovy, Ze z ¥ < R Pro 1 < i < q existuje index p; takovy,
g+1 .

fe

"'/>pi=>l?/i‘_xni|<%-

Necht p = max p;. Pak

1=i=q
léléq’n>p = Iy'i"xm|<2iq,
tedy

n>p =y, xa) = Vﬁ (% — Zm)* + i (i — %) =

=1 i=g+1

o 5 q
< i (¥i — 2i)® + z ;2§_ ]//Q(2—;-)2+8—;<e.

=1 t=q-+1
Cvicend.
71. Pro x = (% T3, ..., %), ¥ = (Y1, Y2 - - -» Yp,,) Mecht o’(z, y) =

m .
=max |r; —¥; |, oz, y) = z;—y;|. Pak o’ a ¢” jsou metrik
mox |z — ], ¢( ) 21' i Y | e & o v
v E,, ekvivalentni mezi sebou a ekvivalentni s obygejnou metrikou v E,,.
7-2. Necht p je dané redlné &islo > 1. Necht je H, mnoZina viech

@
posloupnosti {2;}{° s redlnymi &leny takovych, Ze ¥ada z | Eui ip konverguje.

i=1
- . o 1
KdyZ x = {z;}, y = {y;}, necht g, (2, y) = (Z | #; — y; |”)1’. Pak ¢, je
=1 :

metrika v H,. .
7-3. Necht P a @ jsou metrické prostory s metrikami g, a g,. Kdy%
e P, y1eP, 3¢Q, Yp¢Q@, T = (2}, %), ¥ = (Y1 ¥a)» necht ¢’y(z, y) =

. 1 .
**) Z posledni rovnice oviem plyne |y;| < rad t. j. yel.
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1
= {[0.(xy, i‘/l)]p + [os(s yn)]p}W (p=1) ¢y = Enl}-?\' 9 (.’l‘.,;' Y;) Pak
1=1,2 *
¢’y & @” jsou mezi sebou ekvivalentnf metriky v P X Q. (¢’; je metrika za-
vedend v odst. 6-2.) Ve smyslu t&chto metrik je '
(%> Yp) = (2, Y) <> Ty > 2, Yy > Y.
7-4.* Necht § je mnofina vSech posloupnosti {x;}{" s redlnymi &leny.
Kdyz z = {x;}, ¥y = {y;}, necht «
© gt C
1 | '”n - yn | ” ..l 1
'(x, y) =D — ———— 0(%, y) = inf|— 4 max ju, — y.||.
Rt I E T n lﬁi;;._jnix' Yl

-Pak ¢’ a ¢” jsou dvé ekvivalentni metriky v 8. KdyZ z, = { z, 32, pak
ve smyslu téchto metrik je x, - = tehdy a jen tehdy, kdy% (v ébyéejﬁém
smyshu) lim z,; = x; soudasné pro viecka i.

n—>w

§8. Uzdvér bodové mnoziny. Oteviené a uzaviené mnoZiny.

81. Necht P je dany metricky prostor. Necht 4 C P. Necht
A=E[zeP, o(x, A) =0].
€

MnoZina A se nazyvd wuzdvér nebo uzavieng obal (Abschliessung nebo
abgeschlossene Hiille, fermeture, closure) bodové mnoZiny A, urcitéji
uzdvér mnoZiny 4 v prostoru P. Dived tohoto oznaéeni bude brzo
ziejmy (v. odst. 84).
Zitejmé jsou formule

5 =0, (1)
AcC A. @)

Diéle plati, Ze _ _
: ACB= ACB. @)

. Dikaz. Jeito A C B, ziejmé o(2, 4) = o(=, B) pro kazdy bod =z.
Tedy zed = o(x, 4) =0 = g(x, B)=0 = z¢B.

Diéle plati, Ze — =
P ATB=4+B ()

Dakaz. Podle (3) je ACA -+ B, BC A+ B. Tedy, kdyZz (4)
neplati, existuje bod ze A B—(A+ B). Jetto neni zed, je
o(z, A) > 0; podobné g(x, B) > 0; tedy existuje ¢ >0 takové, Ze
o(z, A) > ¢, o(z, B) > ¢. Kdy% y ¢ A + B, je budto y 4, tedy oz, y)=
= o(x, A), nebo ye B, tedy o(z, ¥) = o(x, B). Tedy: y£4. + B =
= o(%, y) > &, tak¥e p(x, A + B) = & > 0. To je spor, nebot zed -+ B.

Ze (4) nésleduje indukei pro m =1, 2, 3,...

Sa=3 4 @)
i=1 i= .
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82. 82 1. Uzivér A bodové mmoZiny A je mmofina viech limit
konvergeninich posloupnosti, jejich? Eleny jsow body mmoZiny A. ™

Ditkaz. 1. Necht « € A; pak o(z, A) = (), takZe pron =1,2,3, ...
je o(x, 4) << 1/n, takze existuje bod z, ¢ A takovy, ze o(z, z) << 1/n.
Zrejmé x, — x.

II. Necht x, € A, z, — 2. Pro kazdé n je p(z, 4) < o(x, x,) — 0,
tedy o(x, 4) == 0, z ¢ A.

Déle plati, ze

ol@, A) = o(x, A). (6)

Ditkaz. 1. Kdyz y e 4, e y e A, tedy o(x,y) = oz, A). Tedy

oler, 4) = inf o(z, y) = ol 4).

IT. Kdy/ y e A, pak podle predchon vety e\mtu]e posloupnost {y,}
takovd, Ze y, € 4, y,—y; je o(z, 4) < o(x, yn) < o(@, ) + o(Yn, ¥) >
— p(x, y), tedy o(x, 4) < o(x, y). Tedy o(x, 4) < inf o(z, y) = o(x, 4).

A

Z (6) a z definice uzdvéru nasleduje !

A=4 ()
nebo slovy: wzavér wzdvéru bodové mnoZiny A se rovnd wuzdvéru mno-
Ziny A.

8'3. Bodovd mnoZina A (vnorend do prostoru P) se nazyva
uzaviend (abgeschlossen, fermé, closed), uréitéji uzaviend v P, kdyz
A = 4. Tedy:

8:3'1. 0 a P jsou uzaviené mnoZiny.

Z definice nasleduje snadno:

8:3:2. Jednobodovd mnofina je uzaviend.

Z 82°| nasleduje:

8:3:3. Bodova mnofina A4 je wzaviena, kdyZ a jen kdyZ

Zned, xeP, xy—>x=> xed

nebo slovy: kdyZ a jen kdyZ A obsahuje limitw kaZdé konvergentni po-
sloupnoste, jejiZ céleny jsouw body mmoZiny A.
Z (5) nasleduje:
8:3'4. Soudet koneéného poltu wuzavienych mmnofin je wuzaviend
mnoZina. Specidlné tedy kaZdd koneénd bodovd mmoZina je uzaviend.
8:35. Primik | [A(z) uzaviengch mmo¥in A(z) je uzaviend mno#ina,
zeC
at pocet faktord A(z) je konmeény & nekoneény.

Dikaz. Necht B =] [A(z). Pro kaidé zeC je BC A(z), tedy
— . zeC .
B C A(z) podle (3); jsou-li mnoziny A(z) uzaviené, je A(z) = A(z),

tedy B C A(z) pro kazdé z e, tedy ECHA(z), t. j. BC B. Tedy
— zeC
B = B podle (2).
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7 84, Uzdvér A bodové mnofiny A je nejmendi uzaviend mnofina
obsahugict mnofinu A.

Dikaz. I. AD A podle (2); A je uzaviend mnoZina podle (7).

II. Necht mnoZina F DA je uzaviens. Podle (3) je F D A4;
aviak F — F, tedy FHA.

8'5. Bodov4 mno%ina 4 (vnotens do prostoru P) se nazyva. otevfend
(offen, ouvert, open), urditéji oteviend v P, kdyZ mnoZina P — 4 jest
uzaviend. Tedy:

85'l. 0 a P jsou oteviené mnoZiny.

Z obdobnych vét odst. 83 ndsleduji (v. cv. 1'8) véty:

8'5°2. Prinik konetného poltu otevfensjch mnoZin je otevfend mnoina.

8'5'3. Soudet D, A(2) oteviengch mnofin A(2) je oteviend mmofina,

zeC
at je polet séitamcti A(z) koneény & mekomedny.

8'6. Okolim (Umgebung, entourage, neighborhood) bodu a € P (uréitsji
okolim bodu @ v P) nazveme kaZdou ofevfenou mnoZinu G C P takovou,
%e a € G. Okolim bodové mno¥iny A C P (urditéji okolim mnoZiny 4 v P)
nazveme ka’dou otevfenou mnoZinu G C P takovou, e 4 C @. Tedy
okoli bodu a je identické s okolim mnoZiny (a).

Necht a ¢ P. Necht r ¢ E;, » > 0. Mno#inu

E[x e P, o(a, z) < 7]

budeme znaditi (a, 7); urclteji Qp(a, 7). Je to oteviend mnofina.

Diikaz. Necht M = P — (a, r). Mdme dok4zati, %e M je uzaviend
mnoZina. Necht z, ¢ M, x, — z. Staéi dokdzati, %e x ¢ M. Jeito xp ¢ M,
je ola, xs) = r; aviak g(a, ) + o(%, %n) = 0(a, 2,); jekto o(z, 2x) -0,
je pla, x) =7, t. j. ze M.

Jefto a e Q(a, r), mnoZina (a,r) je okolim bodu a. Nazveme ji
sférickgm okolim bodu a s polomérem r.

Necht 4 C P. Necht re E;, > 0. MnoZinu

E[z eP, o(z, 4) < r]

budeme znaditi (4, r); urditéji 2p(4, r). Ziejmé Q[(a), r] = Q(a, 1),
ACACQA,r), 24, r) = (A, ) [v. (6)]. Lehko se presvedcfme, e
QA,r) -Z!)(z, 7),

tak¥e mnoZina (A4, r) jest oteviend a tudf’ je okolim mmoZiny A.
Nazveme ji sférickjm okolim mno¥iny A s polomérem r. :
Necht A C P. Bod a prostoru P nazveme vnitFném (inner, iniérieur,
snterior) bodem mnoZiny A4 (vzhledem k prostoru P), kdy? existuje’
r > 0 takové, Ze (a,7)C A (z ¢eho? néaledu]e oviem a € 4).
8'6'1. Bodovd mno¥ina A je oleviend, kdyZ a jen kdy% kaZdy jejé
" bod je vnitFng.

E. Cech: Bodové mnoZiny. ' : 4
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Ditkaz. 1. Necht A je oteviend. Zvolme bod a ¢ 4. MnoZina B =
= P A je uzaviens, tedy B —= B, tedy ae P — B, tedy ¢islo »
= pla, B) je kladné.*) Ziejmé Qa,r) C 4.

IT. Necht kazdy bod xed je wnitini. Pak lze kazdému e 4
piitaditi kladné éislo r(a) tak. ze Q[a. r(2x)] C 4. Jest

A= 22 Q[J ra))C A,

wred
tedy
A = DOz, r(x)],
xed

takie A je soucet otevienych mnozin, tedy oteviend mnoZina.

Mnozi autoii nazyvaji okolim bodu @ ¢ P kazdou mnozinu U7 C P
(i kdyz neni oteviend), pro kterou a je vnitinim bodem. V tomto obec-
néjiim smyslu je (pri daném » = 0) okolim bodu @ mnoZzina

Elze P, pla, z) < 7],

kterou budeme znaciti .@Iﬂt, r).

87. Necht P je dany metricky prostor a necht’ @ je dana bodovi
mnoZzina vnorena do P. Podle 63 je také ¢ metricky prostor. Bodova
mnozina 4 vnoiend do @ je také vnotena do P.

Kdyz 4 C @, pak necht A znaéi uzaver mnoziny A v prostoru P.

87|, Uzivér mnofiny A v prostoru € je rovni @ . A, Vskutku
onen uzdver je rovny

Elxe@, o(x,4) =0]=Q.E[xeP, o(r,A)=01=Q . A

872, MnoZina A C G je wzaviend v Q lehdy a jen tehdy, kdyZ
existuje mnofing F uzaviend v P takovi, ¢ 4 = QF.

Ditkaz. 1. Necht 4 je uzaviend v ¢. Pak 4 je rovna svému uzdvéru
vt . 4= .4. Aviak A je uzaviena v P.

II. Nechtt 4 —= Q@ . F, F = F. Jest A CF, tedy 4 C I' podle (3).
Tedy ACQACQF =4, t. j. 4= QA.

7 872 snadno plynou dva disledky:

8:7:3. KdyZ je mnoZina A C Q uzaviend v P, pak A je uzaviend v .

874, Kdy# je mnofina A C Q) uzaviend v @ a kdyZ @ je uzaviend
v P, pak 4 je wzaviend v P.

875. Mnofina A CQ je oleviend v @ lehdy a jen lehdy, kdy?
exisiuje mnofina G oteviena v P takovda, Ze A = QG.

Ditkaz. 1. Necht 4 je oteviend v Q. Pak @ — A je uzaviend v (),
tedy existuje mnoZina F uzaviend v P takova, Ze @ — 4 = QF. tedy
A — QP — F). Aviak mnoZina P — F je oteviend v P.

11. Necht ¢ je oteviend v P a necht 4 = @G. Mnozina P — G

")-»_](‘_ll B=0.je ola, B)= « a Q{a,r)c A pro kazdé r > 0.
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je uzaviend v Pa je @ — A = Q(P — @), tedy @ — A je uzaviens v @,
tedy A4 je oteviend v Q.

Véta 876 md opét dva dusledky:

8'7'6. KdyZ je mnofina A C Q oteviend v P, pak A je oteviend v Q.

8:7'71. Kdy% je mnofina A C Q oteviena v @ a kdyZ Q je oteviend
v P, pak A je oteviend v P.

Zpravidla je prostor P pevné dén; fekneme-li prosté, Ze bodovd
mnoZina A je uzaviend nebo oteviend, minime, Ze je uzaviend nebo
oteviend v P. MnoZiny uzaviené nebo oteviené v @ C P se nazyvaji
nékdy relativné uzavfené nebo relativné oteviend. Podobné uzdvér A
mnoziny 4 je uzévér v P, kdeito QA4 je relativni uzdvér.

8'8. Necht {4,}; je posloupnost podmnoZin metrického prostoru P.
Piitadime posloupnosti {4,} dvé podmnoZiny B a C prostoru P takto:
1] = e B znamen4, Ye existuje posloupnost {a,},—, takové, e a, e An
pron = m a a, — x; [2] z € C znamend, %e existuji indexy ¢, <1, <<i3<<..

a posloupnost {a,} takovd, %e a, € 4;, a a, - z. MnoZinu B nazveme

dolnt limitou a mnozinu C horni lwmtou posloupnosti {4,}; znaéime je
B = le A, = Lim A4,

n—>o
¢ = Lim 4, = Lim 4,,.
n—»x
Ziejmé je vidy _
Lim A, C Lim 4,. (D)

Kdyz B = C, piseme o
_If.i-ﬂ A, = Lim 4, = Lim A4, (2)

. Vyrok,_ie Lim 4, existuje, znamend, %e plati (2).
Cvicend.
Ve cvitenich 8-1—8-8 jsou 4 a B bodové mnoZiny vnofené do me-
trického prostoru P.
81. A—Bc A—B.
82 P AcP— A :

83.P—P—pP_ A P4

8-4. KdyZ A je uzav¥end a kdyZ B j ]e otev¥end, pak 4 — B je uzaviens
a B—A je otevfena

Ve cvitenich 8-5—89, 811 znamens A, mnoZinu vSech vnit¥nich

bod@i mnoZiny 4. MnoZina 4, se nazyvé z'mt'fek (offener Kern, intérieur,
interior) mnoZiny 4. '
85. A, =P—P_— |
" 8-6. A je nejvétsi oteviend mmoZina obsaZend v mnoZiné A.
.87, AcB:>A‘c B,
" 88. (4B), = A,B,.
: "
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89, A4 — B o(4-—m),

Ve (woomc}l §:10—814 jsou P a @ dva dané metrické prostory
a Ac P, Bc@Q, A=0%B.

8-10. A x B= A x B,

&11. (A x B), = A, ¥ B,

§:12. A x B je uzaviend v P » @, kdyZ a jen kdyZ 4 je uzaviend v P
a B je uzaviena v .

813.% Ve cvic. 812 lze nahraditi slove uzaviend (soucasné vsude)
slovem oteviena.

&-14. Jak dalece je ve cevit. §10-—8-13 podstatny predpoklad A ==
+ @ + Bt B

§15. Kdyz aelP, r > 0, pak mnozZina (a, r) je uzaviena v I'. .Je
vidy Q(a, r) 2 a,r), ale mbZe byti Q(a, r) = Qa, r).

e cvit, §:16—821 {4} je posloupnost podmno#in metrického pro-

storu P,

&16.% e Lim A, znamena, Ze p(x, A,)— 0; @elim A, znamena,
Ze lze z [A,} vybrati {4, } tak, aby o(, ,.4%}—» 0.

n

8-17. Lim Aﬂ = Lim Eﬁ, Lim An = Lim 71".

8:18. MnoZiny Lim A, a Lim A, jsou uzaviend.

8:19. Necht A, = (a,); je Lim 4, = lim a,, existuje-li lim o
ném piipadé Lim 4, = 0.

820.% Kdyz iy < i, < izg< ... je

ﬂ, ' l:i:{lt.."-

Lim .4.ﬂ o Lim A4 i c Lim 4 i  Lim _-]ﬂ;

tedy .
Lim ‘4:! = Lim ‘_Ii”‘

existuje-li leva strana.

8:271. Je
ﬁ 4, f ﬁ . C Lml 4,5 Lim A (.‘_H Z A.c Z 1,
=1 n=11i=n ,Ha—l i=n n=1

§9. Spojité zobrazeni. Homeomorfie.

9°l. Necht P a @ jsou dané metrické prostory. Metriku v obou
budeme znaciti p; je vidy z textu jasné, o kterou z obou metrik bhézi.
Necht | je zobrazeni prostoru P do prostoru ). Necht a ¢ P. Pra-
vime, Ze zobrazeni [ je v bodé a spojité (slelig, conlinue, continuous),

kdy%

xp — a = f(ay) — fla).

Pravime, Ze zobrazeni [ je v bodé a mespojité (unstelig, discontinue,
discontinuous), .kdyZz neni v a spojité.

Kdyz zobrazeni f je spojité v bodé a a kdyz a e M C P, ztejmé
parcidlni zobrazeni f3; je spojité v bodé a

9'1°1l. Zobrazeni { je spojité v bodé a tekdy a jen tehdy, kdyz kaé’demu
e=> 0 lze pfifaditi 6(a, &)= 0 tak, Ze xeP, p(a,x) < 8(a.e) = po[f(a),f(x)] <
<e&
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Diikaz. 1. Necht podminka je splnéna. Necht z, > a. Zvolme
&€ >0 a urdeme 0(a, &). Jeito z, — a, 8(a, ) > 0, existuje index p(e)
takovy, %e n > p(e) = o(a, 2a) < 8(g, ¢). Tedy n > p(e)=>o[f(a), f(za)]<
< ¢ Tedy f(zy) = f(a). Tedy f je spojité v bodé a.

II. Necht zobrazeni f je v bodé a spojité. Zvolme £ > 0 a pred-
poklidejme, %e (@, £) neexistuje. Pak pro n = 1,2, 3, ... nelze voliti

- . 1
d(a, e)=~11;, t. j. existuje bod =z,eP takovy, Ze o(a, a:,.)<—n~s

elf(@), fza)] 2 &. Jelto g(a, za) < - jo 2a—a. Jeito ol/(@), Hza)] 2

=& >0, neni f(z,) — f(a). To je spor.

Zobrazeni f nazyvd se spojité (bez jakéhokoli dodatku), kdyZ je
spojité v ka%dém bodé prostoru P.
- Kdy% f je zobrazeni metrického prostoru P do metrického pro-
storu @, pak f(P) je bodové mnoZina vnofend do prostoru @. Je-li @’
bodové mnoZina takovd, Ze f(P) C @ C @, pak Q' je metricky prostor
-(v. 63) a f je zobrazeni prostoru P do prostoru @'. Zfejmé definice
spojitosti zobrazen{ f zustane stejnd, kdyZ misto @ vezmeme @'.

8°2. Necht f je zobrazeni metrického prostoru P na meiricky prostor Q.
Nuind a postadujici podminka, aby zobrazent f bylo spojité, jest: Je-li A
oteviend v @, pak f_,(4) je otevfena v P. Jiny tvar podminky: Je-li A
wzaviend v Q, pak f_i(A4) je uzavfend v P. -

Diikaz. I. Obé znéni podminky jsou ekvivalentni; v. cv. 2:13,
kde za 4, B, N,, N, je dosaditi P,Q,Q, 4.

II. Necht f_;(4) jest oteviend v P, kdykoli A je oteviend v Q.
Zvolme a € P. Zvolme ¢ > 0. Mdme dokdzati, Ze existuje 6 > 0 takové,
%e: z € P, o(a, ) < 0 = o[f(a), f(x)] < e. Necht 4 = Q¢[f(a), €]. Mno-
Zina A4 je oteviend v @, tedy mnoZina f_;(A4) je oteviend v P. Aviak
aef1(A4), tak¥e a je vnitini bod mnoZiny f_1(4): Tedy existuje
0 >0 takové, %e Qp(a,d) Cf-1(4). KdyZ zeP, po(a, ) <94, jest
e Qp(a, d), tedy z ¢ f_y(4), tedy /(2) € 4, tedy o[f(a), f(2)] < e.

III. Necht zobrazen{ f je spojité. Necht A4 je oteviend v @. Necht
a€f_1(4). Mdme dokdzati, %e je a vnitini bod mnoZiny f_;(4). JeZto
a e }_1(A4) a je#to mnoZina A je oteviend, bod f(a) je jejl vnitini bod,
takZe existuje ¢ >0 takové, %e Q2g[f(a), ] C A. Jeito zobrazeni f je
spojité v bodé a, existuje & = d(a, &) > 0 takové, Ze: z e P, o(a, x) <
< 8= olfla), {@)] < s = {(z) e Qlf(@), 6] = f(z) ¢ 4 = z ¢ f1(A).
Tedy Qp(a, 8) C f—(4). '

9'3. Necht f je prosté spojité zobrazeni metrického prostoru P
. na metricky prostor ¢. Pak inversn{ zobrazenf f_; prostoru @ na pro-
stor P nemusi byti spojité. Pifklad: Necht P je mnoZina viech pfi-
rozenych é&isel 1, 2, 3, . . .; necht @ je mnoZina v¥ech raciondlnich &fsel;
. metrika v P a v @ necht je podle 63 uréena tim, %e P a @ jsou bodové
mnoZiny vnotené do prostoru E;. Podle cv. 3-1 existuje prosté zobrazeni f .
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mnoziny P na mnoZinu . Snadno se dokéZe, %e zobrazeni f je spojité,
kdeZto inversni zobrazenf f_; nenf spojité v Zddném bodé prostoru~@.

Kdy%Z f je prosté spojité zobrazeni metrického prostoru P na
metricky prostor @, a kdy% také inversni zobrazeni f_; je spojité, pak
pravime, Ze f je homeomorfni zobrazeni prostoru P na prostor §. Ziejmé
f—i je homeomorfni zobrazeni prostoru @ na prostor P.

Pravime, Ze prostory P a @ jsou homeomorfni, kdyZ existuje homeo-
morfni zobrazeni P na @ (nebo @ na P).

Topologickda vlastnost metrického prostoru P je takovd, kterd zi-
stane zachovdna, kdyZ nahradime P libovolnym homeomorfnim pro-
storem. Ziejmé ka#dé isometrické zobrazeni je homeomorfni, takZe
kazd4 topologick4d vlastnost je i metrickou, nikoli oviem obrdcens.

Necht g, a g, jsou dvé ekvivalentni metriky mnoziny P. Pro jasnost
mluvme opét o metrickych prostorech (P, g;) a (P, p,) jako na pocatku
odst. 7-2. Kdy% kazdému bodu z e P, povaZovanému za bod prostoru
(P, 01), piifadime ty% bod =, povaZovany viak za bod prostoru (P, p,),
vznikne zobrazeni f prostoru (P, ;) na prostor (P,p,). Je patrné,
%e zobrazeni f je homeomorfni.

Obracené necht f je homeomorfni zobrazeni prostoru P (s metri-
kou g,) na prostor @ (s metrikou g,). Definujme funkei g, v oboru P X P
takto: go(2, ¥) = i[f(), f(¥)]- Snadno se presvédéime, Ze g, je metrika
v P ekvivalentnf s g,.

Z provedené tvahy je patrné, Ze topologické vlastnosti metrického
prostoru P jsou ty metrické vlastnosti, které zistanou zachoviny,
nahradime-li danou metriku v P metrikou ekvivalentnf.

Ziejmé kazd4 vlastnost metrického prostoru P, kterd se dd formu-
lovati tak, Ze se nemluvi explicite o metrice v P, nybrZ pouze o konver-

genci v -P, je vlastnosti topologickou. Tak na pf. uzdvér 4 bodové
mnoZiny 4 vnorené do metrického prostoru P je pojem topologicky,
jak vychazf z 8-2°1. (Z puvodni definice uzdvéru neni to oviem patrné.)
Tedy jsou topologické vSecky pojmy, které se daji prevéstl logicky

na pojem uzévéru, tak pOJem uzaviené mno#iny (4 = A) a pojem ote-

viené mnoZiny (P—A4 = P —4). Také pojem spojitého zobrazeni
metrického prostoru P do metrického prostoru @ je topologicky, nebot
z4visf explicite pouze na konvergenci v prostorech P a @, nikoli na jejich
metrikdch.

9'4, Neziidka se vyskytuji metrické prostory, u nichZ je konver-
. gence definovdna zplsobem zcela pfirozenym, kde#to definice metriky
je dosti uméld. Tak je tomu tfeba u prostoru S ve cvié. 7-4 pii obou
tam udanych metrikdch.

Jednodussf a daleZity pifklad dévé mno¥ina R, sklddajici se ze
viech redlnych ¢isel a ze symboli oo a — oo. Konvergenm v R de-
finujme takto: Je-li z, ¢ R, pak: [1] 2, — 0 znamen4, Ze ke kazdému
¢ € E; existuje index p(c) takovy, %e: » > p(c). = & > ¢; [2] @y > — ©
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znamens, %e ke kaidému c e E, existuje index p(c) takowvy, Ze: n >
> p(c) = z, < ¢: xy — &, kde x € E;, znamen4, Ze existuje jen konelny
(= 0) podet indexu » takovych, %e z, = 0o nebo z, = — oo a Ze od-
stranénfm vSech ¢leni z, rovnych oo nebo — oo vznikne z posloup-
nosti {z,} posloupnost {y,} redlnych &isel, pro kterou plat{ v obvyklém
smyslu y, - «. ) '

‘Budu nyni v R definovati metriku g tak, Ze pomoci metriky o

- definovand konvergence v R (v. 7°1) je identickd s konvergenci pravé

definovanou. To lze provésti rozmanitymi zpuisoby a nezédlezi mnoho
na tom, pro ktery zpisob se rozhodneme, nebot budeme potiebovati
pouze topologické vlastnosti prostoru R.

KdyZ z¢ R, yeR, poloime

; z y oo
Z,Y) = = )
== 15 T+]y||
pri cemz klademe
oo — 00

=1, =——1.
14 |oo] 14 |—oo|

Vlastnost [1] (v. odst: 6°1) funkce ¢ plyne z toho, Ze pro z¢ R, y ¢ R,
x < y je ziejmé )
x < Y
1+ [z = 1+]|y]

Vlastnost [2] je ziejmd; vlastnost [3] plyne. okamZité z nerovnosti
la|+|b|=|a+b]| (platné pro aeE,, beE,), dosadime-li do nf

1+l 14+[yl " 1+[yl 1+]z]
Tedy ¢ je metrika v R.

Snadno se presvédéime, %e konvergence v R definovand pomoci
metriky o je identickd s konvergenci vyfe definovanou. Z toho né-
sleduje, %e parcidlni metrika gg «g, je ekvivalentni s obydejnou me-
trikou v E; (zavedenou v odst. 6°1). Nazveme gg xg, redukovanou
metrikou v E,. Tedy prostor E; s redukovanou (nikoli s obycejnou)
metrikou je bodovd mnoZina vnofend do metrického prostoru R.

Funkei v oboru P jsme nazvali (2°3) zobrazeni f mnoZiny P do mno-
%iny R. Je-li P metricky prostor, pak oviem funkeci f nazveme spo-
jitou (v bodé a € P), kdy% zobrazeni f je (v bodé a) spojité ve smyslu
odst. 9°1. KdyZ funkce f je koneénd, miZeme (v. konec odst. 9°3) spo-
jitost definovati podle oby&ejné nebo podle redukované metriky v E,.
V elementech matematické analysy se vyskytuji pouze koneéné funkce
a spojitost se definuje pomocf obydejné metriky v E,.

9'5. 9'5°1. Necht P je metricky prostor. Necht f je funkce v oboru P.
Nuind a postabujici podminka, aby funkce f byla spojitd, je, aby pro

a

(xeR, y « R,z¢R).



‘48

ka#dé c e E;, mnofiny E[f(x) >c] a E[f(z) <c] byly oteviené (v pro-

storu P). z z

- Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Necht x, ¢ P, y € P, %y — ¥.

Mame dokézati, Ze f(#n) — f(y). Je rozeznivati tii ptipady: [1] Necht

f(y) = 0. Zvolme c € E;. Jeto mnoZina M = E[f(x) > c] je oteviend
. :

a je¥to y e M, existuje ¢ > 0 takové, Ze Qp(y,e) C M. Jeito x4 — ¥,
existuje index p takovy, Ze: n > p => o(%n, ¥) < & = 2, € 2p(y, &) =
= %y € M => f(x,) > c. Tedy ke kaZdému c ¢ E; existuje index p(c)=7p
takovy, Ze n > p = f(xn) > ¢, t. j. f(24) = 0, j. b. d.[2] Necht f(y) =
= — oo. Tento pifpad se probere stejné jako [1]. [3] Necht f(y) € E;.
" Zvolme &>0. Mnofina M,=E[|f(x)—f(y)|<el=E[f(z)> f(y)—e] .
x T

. E[f(x) < f(y) + €] je oteviend a obsahuje bod y; tedy existuje r > 0
takové, Ze: o(z,y) <r => xe M, Jeito z, >y, existuje index p
takovy, Ze: n>p = (%, ) <7 = e M, = ”(xn) —f(y) l <e.
Tedy ke ka¥dému & > 0 existuje index p(e) = p takovy, Ze: n > p =
= | f(za) — H(¥) | <& t. j. f(2a) > f(y), §. b. d.

IT. Necht funkce f je spojitd. Pro ka%dé c e E;, mnotina C =
= E[y ¢ R, ¥y > ] je, jak se lehko doké¥e, oteviens v R, takZe podle

9-2 1;nnoiina f~1(C) = E[f(x) > c] jest oteviens v P. Stejnd se dokdze,
Ze toké mnoﬁina{E[f(:ta; < c] jest oteviend v P. ‘
Jezto :
1‘3[]’(-’”) Sc=P— ]E[f(z) >cl, ,
E[f(x) 2¢=P— E[f(z) <c],. 1)

lze podminku dokdzané véty vysloviti také takto: Pro ka%dé ce< E,
mnoZiny E[f(x) > c] a E[f(x) < ¢] jsou uzaviené v P.
z z

Jezto
EU(?G) = ¢] = E[f(z) = ¢] . E[f(z) < ¢},

Bf(@) = ] = ] /(&) 2 )

n=1

E[f(z) = — o] = ﬁ[j(z) < —nj, 2
z n=1

" Eff(x) < o] = P — E[f(z) = ],
E[f(z) > — o] = P — E[f(z) = — ©;

plat{ pro kaZdou spojitou funkei, % mnoziny E[f(z) = ¢] (c ¢ R) jsou -
z
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uzavrené v P a mnoziny E[f(¢) < oo], E[f(z) > — o0] (a tedy i mnoZina
E[f(z) € E;] = E[f(z) < ] . E[f(x) > — o0]) jsou oteviené v P.

Jetto z elementdrni analysy zndme fadu piikladu spojitych funkei,
muZeme uZiti vét pravé dokdzanych k jednoduchému dikazu uzavie-
nosti nebo otevienosti jednoduchych mnoZin v euklidovskych prosto-

22 2
rech. Na pi. v E, funkce f definovand rovnicf f(z, y) = E—I—% je

: 2
spojitd, tedy elipsa E [:—: + %z- = 1| je uzaviend mnoZina a jeji
(z, v)

2y x P . v
vnitiek E [—; +5< IJ a vnéjfek E [_E + B > 1] jsou oteviené
(| % b (%,
@ 9 b=

9'6. Necht f 7e zobrazeni metrického prostoru P do metrického pro-
storu Q. Pravime, %e zobrazeni f je stejnomérné (gleichmdssig, uniformé- .
ment, uniformly) spojité, kdy%

ZpeP, y, P, o(Zy, Ya) > 0 = olf(xx); f(yn)] > 0.
Volime-li viecky body y, = a ¢ P, vidime, Ze stejnomérné spojité zobra-
zeni je spojité.

Kde#to spojitost je topologicky pojem, miZeme o stejnomérné spo-
jitosti tvrditi pouze, Ze je to meiricky pojem: nemusf byti zachovina,
kdy% metriku v P nebo v @ nahradime jinou metriku s ni ekvivalentni.

O stejnomérné spojité funkcs mluvime zpravidla pouze u Icomé'nych
funkei (@ = E;) a mdme pfi ni na mysli obycejnou (mkoh redukovanou)
metriku v E;.

9°6'1. Zobrazeni f (prostoru P do prostoru @) je stejnomérné spojité
tehdy a jen tehdy, kdyZ lze kaZdému e > 0 pFifaditi 5(e) > 0 tak, %e

zeP, yeP, o(z,y) < de) = olf(z), (y)] <e.

Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Necht z,eP, y,eP,
0(%n, Yu) — 0. Zvolme &£ > 0 a uréeme d(¢). Jeito g(%s, yn) — 0, existuje
index p takovy, Ze n>> p=> 0(n, yn) < 6(¢). Tedy n> p=> olf(za), f(ya)1<
<&, takie o[f(2n), f(yn)] — 0.

I1. Necht zobrazeni f je stejnomérné spojité. Zvolme & > 0 a pred-
poklddejme, %e d(¢) neexistuje. Pak pro n=1,2,3,... nelze voliti

22 2
mnoZiny; mnoZina E [ +Z Yy <1 je uzaviend atd.

o(e) = _:z" t. j. existuji body e P, y, e P takové, e o(2n, Yn) < %,

olf(z), f(ya)] = 6. Jedto (2, y..)<%, jest  o(xn, ys) > 0. Jeito
elf(x), f(yn)] = & > 0, meni o[f(zs), f{ya)] - 0. To je spor.
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Cvicenf. : -

9-1. Definujme funkei f v oboru E, takto: pro iracionélni = necht
f(x) = 0, pro racionélni « necht f(x) = 1. Funkce f je nespojitd v kaZdém
bodé z e E;.

9-2. Definujme funkei f v oboru E, takto: pro iraciondlni z necht

f(x) = 0; jsou-li m a n nesouddlné cela &isla, necht f %’) = l_';—l Funkee i
je spojité v hodé z ¢ E; tehdy a jen tehdy, kdyZ z je iraciondlni. '
. 3. 2

9-3. Definujme funkei f v oboru E, takto: /(0, y) = 0, f(z, y) = - 594

pro z == 0. Funkece f je nespojita v bodé& (0, 0). Je Ii A libovolna piimka
prochézejici bodem (0, 0), t. j. = E[a:L + by = 0], kde a ¢ E;, b eE,

z,Y)
(Ja ]+ |b]>0), pak pa,rclélm fuukce fa je spojitd v bodé (0. 0).
Ve-cvitenich 9-4—9-15 P je metricky prostor a A a B jsou bodové
mnoZiny vnofené do P; f je zobrazeni prostoru P do metrického prostoru @.
9-4. KdyZz 4 + B= - P, ae AB a kdy% ob& parcidlni zobrazeni f,
a fp jsou v bod8 a spojité, pa,k také zobrazeni f je v bodé a spojité.

9-6.* KdyZ 4 + B = P, kdy% ob8 mnoZiny A a B- jsou uzaviené
a kdy% ob8 parcidlni zobrazeni f4 & fg jsou spojitd, pak také zobrazeni f
je spojité.

. 9-6. Kdy#% zobrazeni f je spojité, pak je mnoZina E[z ¢ P, y € @, y = f(z)]
(z,y
uzav¥end v P X Q. )

9-7. Charakteristickd funkce mnoZiny A je spojitd tehdy a jen tehdy,
kdyZ mnoZina A4 je i uzaviend i oteviend.

9-8. Zobrazeni f je spojité tehdy a jen tehdy, kdy% X c P=> /(X)'c J(X).

9-9. Zobrazeni f je spojité tehdy a jen tehdy, kdyZ Y c @ =
= f4(¥)c f_(Y).

9-10.% Necht A + (. Funkce o(, 4) je stejnom&rn& spojité.

9-11*. Necht d(4) < «. Funkce d(z, A) je stejnomérné& spojité.
P g) -12.* Metrika p prostoru P je ste_]nomérne spo;tta. funkece v oboru

X

Ve cvidenich 9-13—9-15 je f prosté zobrazeni prostoru P na Q. .

9-13. Nutnd a postadujici podminka, aby zobrazeni f bylo homéo-
morfni, je: X c P je.uzaviend v P <> f(X) je uzaviena v Q.

9-14. Ve cvideni 9-13 lze slovo uzav¥end (soudasnd na obou mistech)
nahraditi slovem oteviend.

9-15. Nutné a postadujici podminka, aby zobrazeni f bylo homeo-
morfni, je: X c P => ]‘(X) = f(X).

9-16. Necht P a @ jsou metrické prostory, Q@+0. Pro zeP, ye@
necht f(z, y) = «. Pak f je stejnomdérnd spojité zobrazeni prostoru P x Q
na prostor P.

9-17. Pro z € E, necht f(x) = x?® Funkee f je %po,]lta, ale neni stejno-
mérné spojitd. KdyZ vSak zavedeme v E, redukovanou metmku, pak je f
stejnomérné spojité zobrazeni prostoru E, do prostoru E,.

9-18.* Metricky prostor R je homeomorfni s intervalem IE[—— 15tL1].

Homeomorfni zobra.zem dostaneme na p¥., poloZime-li f( ) = 1, f(— ) = '

=—1, a f(t) = pro te E;.*)

1+|tl

*) Toto zobrazeni j je dokonce isometrické, poéitame-li v E[—1<2<1)
s obytejnou metrikou.
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9-19.* Necht P je metricky prostor; necht a ¢ I’; necht f, g jsou ko-
netné funkce v oboru P, jeZ jsou spojité v bod& a. Potom také funkee,
jejiz hodnota v ka¥dém bod® = e P jest déna nékterym (a pro viechna
z e P tym%) z vyrazi

| (=) |, max [f(z), g(=)], min [[(z), g(=)], /(=) + 9(x), [(x)--g(=), [(x) . g().

je spojitd v bodé a. Je li mimo to g(a) % 0, je také funkece &, definovand '

pro = eE[y eP,gy) = 0] vztahem h(z) = H% a definovana jakkoliv pro
x eP—h[J eP,g(y) # 0], spojité v bod& a. - - (‘tena¥ necht sam uvaZi,

jak nutno tuto vétu pozméniti, nepfedpokliddme-li konetnost funkei f, g
9-20.* Necht g,(z = 1, 2) je spojité zobrazeni metrického prostoru Pi

na metricky prostor P;_ ,; necht «; e Py, a, = gy(a,), takie «ye Pp; necht
zobrazeni g;(i = 1, 2) je spojité v bodd a;. Potom I.obriwem f prostoru I,
na P, definované vztahem

z e Py = [(x) = galg:(2)],
je spojité v bod§ a,.
9-21.* Necht f Jje spojité zobrazeni metrického prostoru P na metricky
prostor @. Necht 4, c P(n=1,2,3,...). Pak je

ALim 4,) ¢ Lim f(4,), f(_Lﬁ;zg A4,) C Lim f(A,).
Kdy% zobrazeni f je homeomorfni, je
f(Tim 4,) = Tim /(4,), f(Lim 4,) = Lim f(4,),
takZe Lim f(d4,) existuje tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje Lim A,.

§10. Oddélené bodové mnoziny; hranice bodovych mnoZin.

101. 10°1°1. Necht P je metricky prostor. K libovolnjm mmoZindm
A, C P, A, C P lze udati uzavFené mnoimj F,, F, takové, ge Fy + Fy = P,
A, CFy, Ay CFy, Fy. Fy(4, + Az) =4, .4,

Diikaz. Kdy% A, = §, muzeme voliti F, =0, F,= P; podobné
v pifpadé 4, = 0. Necht tedy 4, 0 & 4,. Kdyz f(z) = o(x, 4,) —
— o(z, 4y) pro z € P, pak podle cv. 910 f je spojitd funkce v oboru P.
Tedy podle 9'5 mnoiny F, = E[g(a:, 4))< o(z, 4,)] a Fy= E[g(x, 4,)>
= o(z, 4,)] jsou uzaviené. Zre]me Fy+ F,=P, 4, CFI, A, C F,.
Zbyva dokdzati, e F, . Fy(4, -+ Az) = A4, . A,. Necht ‘pfedné x ¢ F,F,,
tedy o(z, 4;) = o(z, 4,). Je- 11 x € Ay, je o(x, 4,) = 0, tedy o(z, 4,) = 0,
tedy z e 4,. Podobns Zedy = zed, Tedy F,.F,. (4, + 4,) C 4,4,
Necht za druké. xe A4, Pak o(z, 4;) = 0= o(z, 4;) = = ¢ F,F,.
Tedy také 4,4, C F Fy(4, + 4,).

10°1-2. Necht’ U je okoli uzavfené mnofiny A. Pak existuje okoli V
mnoiny A takové, e V C U.

. Dikaz. V 101" volme 4, =4, 4;=P—U. Pak 4,=4,

4; = 4,. Uréeme F; a F, podle citované véty a polofme V = P — F,,
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takZe mnoZina V je oteviend. Jest F1F, . [A + (P—U)|= A —U = §,
takZe jednak AF, = 0, tedy 4 C V, jednak F, C U; jetto F, + Fy = P
jest V=P—F,CF, tedy VCF,=F,CU.

10-2. Bodové mnoZiny 4 a B nazveme oddélené*) (abgesondert,
séparés, mutually separated), kdy%: [1] AB= 0, [2] A a B jsou obé
uzaviené v A -4 B. Jeito z [1] nésleduje, %¢ 4 = (4 + B)—B
B = (A4 4+ B) — 4, Ize podminku [2] nahraditi podminkou [2]: 4 a B
jsou obé oteviené v 4 4+ B. Oddélenost mno%in 4 a B je jejich topo-
logickd vlastnost (v. 9'3) zdvisld pouze na prostoru A+ B, mkoll
na prostoru P, do néhoZ prostor 4 4 B je vnofen.

* Z definice plynou ihned tyto dvé véty (v. 873 a 8'7'6):

10-21. Dvé uzavfené disjunkini mnofiny jsou oddélend.

1022, Dové oteviené disjunkini mmofiny jsou oddélené.

102'3. Mnotiny A a B jsou oddélené, kdy% a jen kdy% AB = § =
= BA, jinak fedeno, kdy% a jen kdy#: [1] 2eB = g(z, 4) >0,
[2) xe 4 = o(x, B) > 0. '

Dikaz. I. Necht mnoZiny A a B jsou oddélené. Pak AB = §.

MnoZina 4 je uzaviend v 4 + B, takZe jejf relativni uzévér v 4 + B,
t. j. mnoina (4 4 B).4, se rovnd 4, takie BA C AB =0, tedy
B4 =0 a podobné i 4B = 0.
_ IL Necht AB=@=BA. Jeito BCB, jest AB=9. Jeito
BA =0, jest (A+ B) A= AA+ BA=AA= A, t. j. mno¥ina 4
se rovnd svému relativnimu uzdvéru v 4 + B, t. j. A je uzaviend
v A + B. Podobné B je uzaviend v A 4 B. :

10-24. Necht mnokiny A a B jsou oddéle'né Necht C C A, DCB.
Pak mnoZiny C a D jsou oddélené.

Diakaz. Jest CC A, DC B, tedy AB=0 = CD=¢, AB =
=0 = CD=4.

~ 10°2'5. Necht mno#iny A a B jsou oddélené; nechi také mnoé’my V|
a C jsou oddélené. Pak mnoimy A a B+ C jsou oddélené. o
. _D'&,lo_az. AB =, AG’_ = AB+ C) = = 9. Jeito B4+ C=
=B+0C, jest AB=9¢, AC=0=A.B+ C=0.
_ 10°26. Necht mnofiny G a H jsou oteviené a necht GH — @. Pak
GH = §. Nebot G a H jsou oddélené.

10°2°7. MnoZiny A a B jsou oddélené, kdyZ a jen kdyZ existuji
oleviené mnofiny U a V takové, 2 UV =90, UD A, VD B.

Dikaz. 1. Existuji-i U a V, ]sou oddélené. Jefto A C U, BCV,
také A a B jsou oddélené.

II. Necht 4 a B jsou oddélené. Podle [0°1"| existujf uza.vrené F 1

Fz ta,kové e F,+ F,=P, F;D0A4, F,D B, FFz(A—}—B)
o "‘) ‘Hlavni aplikace tohoto pojmu budou aZ ve druhém svazku.
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Poloime U = P — F,, V = P — F,. Pak mnoziny U a V jsou oteviené
a U.V=P—(F,+ F,)=9. Kdyby bylo zeAF,, bylo by ze
e F,Fy(A + B), tedy ¢ AB. A, tedy ze AB. Aviak AB = §. Tedy
AF, =@, takie ACP—F;= U. Podobné BCV.

103. Kdy% A4 C P, pak oznaéime H(A4), uréitéji Hp(4) a nazveme .
hranici (Begrenzung, frontiére, boundary) mnoZiny A (v prostoru P)

mno¥inu 4 .P — 4, tedy mno¥inu E[g(a:,A) =0, o(z, P — 4) = 0].
Pojem hranice je topologlcky pojem (v. 9:3):*%)
Z definice nésleduje:
10-3'l. Mnotina H(A) je v¥dy uzaviend. Ziejmé vidy
H(P — A)= H(4). 1)
Vidy je
H(4 + B)C H(4) + H(B). )
Dikaz. Je ACA+ B, tedy P—(4A+ B)CP— A4, tedy
P— (4 —(4 —|—B)CP A, podobné P — (A+B)CP B; mlmo to
A + B= A4 + B. Tedy

H(A + B)=
=(A+§).P—(A+B)CZ.P-—A+E.P—B=H(A)+H(B).
Ze (2) nédsleduje indukei, %e pro m=1,2,3,...

H(glAg) cng(A,-). : (3)

H(AB) C H(4) + H(B). (4)

Vidy je

Nebot' podle (1) a (2)
H(AB) = H(P— AB) = .
= H[(P — 4) + (P — B)] C H(P — 4) + H(P — B) = H(4) + H(B).

Ze (4) néasleduje indukei, %e pro m=1,2,38,...

, 1 ([Ta)c 3 . - ®
Z (4) nésleduje ’ '
H(A — B) = H[A(P—B)]C H4) + H(P — B)

a tedy podle (1) .
H(A—B)CH4) + H(B). ‘ (6)

H(A) C H(4). g )
Ditkaz. Podle cvié. 82 je P— A C P— A4, tedy
HA)=A4A.P—ACcA4.P—4=HA4).

*) Také hranice je pojem, jeho¥ diile¥itost bude patrné a% ve druhém
svazku.

Vidy je




Ze (6) a (7) nasleduje, e vidy .
H(4 —B)CH(4)+ H(B). 8)
Pojem hranice je zejména dileZity u otevienych mnoZin.
10°3'2. Kdy? mno&ina A jest oteviend, pak , »
HA)=A4 —A. (9)
Dikaz. Mno#ina P — A je uzaviens, tedly P — A = P — A, tedy
HA)=A.P—A=A4.(P—A)=4—A.
10-4-*) Necht’ mno¥iny G, a V, (n_ 1,2,8,...) jsou oteviené..

Necht 8 = HG Necht T C 8; necthczv Necht pron = 1,2,3,..
7e‘st GﬂDGﬂ-{-l: V CG Pak 7e

(EIV)CZH(V + M,

M=S.H(ZV,,)CS—T-
n=1

. . [ [
Ditkaz. Poloyme H — H( » V,.), M = SH. Jetto T C DV, ajeito
n=1 n=1

0
mno¥ina D V, je oteviens, je HT = @, tedy M C 8§ — T. Stad{ ukézati

n=1
jesté, Ze ke kazdému a e H — 8 existuje index k takovy, %e a e H(Vy).

n=1

Jeito ae H— S8, S= H G, existuje index A takovy, e ae P— G;,

0-7

Pro n>hije V,CGn C G, tedy Z Va C Gy, tedy Z V, C Gy, tedy
n=h+1 h+1

n=

——

0

aeP— > V, Aviak
n=nh--1

® -

aeHCzV =Vi+...+Vi+ 2 Vo= AVt D Vs

n=h+1 n=h+1

§4~

takZe a e Z V. Tedy existuje index k takovy, e a e V. Aviak

n=1
-4
aeHC P—Z VaCP— V.
n=1
Tedy ae Vi— Vi = H(V3).

*) Vyznam této véty bude patrny aZ ve druhém dile; je proto Gdelné,
zatim ji vynechati a vratiti se k ni teprve, a% bude citovana.



10'5'1. Nech! QC P, AC P. Pak
Hy(QA) C Q Hp(4). : : (10)

Ditkaz. Podle 8 7 je HQ(QA) = Q QA Q —QA. Aviak podle
formule (3) v8 { ]e QACA, Q QACP —A,tedyQ.Q4.Q—QAC
CQ4.P—4=Q.HpA).

1062, Necht Q C P. Necht mno¥ina U, je oteviend v Q. Necht
mnoZina U jest otevfend v P; necht Uy C U. Pak existuje mnofina V. C U
oteviend v P a takovd, Ze

U,= QV, Ho(Uy) = Q . Hp(V).

Dikaz. MnoZiny U, a Q-ﬁo jsou v @ oteviené a je U,. (Q—-—ﬁo) =0.
Tedy mnoziny U, a Q — U, jsou oddélené, tak¥e existuji mno¥iny T
& W oteviené v P a takové, te TW = @, T D Uy, W D Q — U, Jeito U,
je oteviend v @, podle 8'7°b existuje mnozina G oteviend v P a takovi,
%e Uy= @ . Q. Poloime V = GTU, takie mnozina ¥V C U je oteviend
v P. Jetto UyC U, UyCT, Uy= Q. @Q, jest Uy=QV. Jeito VCT,
Q——ﬁoc W, TW = @ a jeito mnoZiny 7' a W jsou oteviené v P,
mno¥iny V a Q — U, jsou oddélené, takie V.(Q— U,) =0, tedy
QV C QU,, tak¥e, jeito U, = QV, je QV —QV C QU,— U,. Aviak
QV —QV =QV —V)=Q.Hp(V) a jetto QU, je relativni uzévér
mnoziny U, v @, podle (9) je QUy— Uy, = Hg(U,). Tedy Q. Hp(V) C
C Ho(U,). Aviak podle (10) je také @ . Hp(V) D Ho(U,).

Cviceni.

10-1. KdyZ mnoZiny 4 a B jsou uzav¥ené, pak mno¥iny 4 — Ba B — A4
jsou oddglené.
10-2. J ednuhndow, mnoZina (@) & mnoZina 4 jsou oddé&lené, kdy%
a ]ell kdvi o(x, 4) > 0
0-3.*% Necht m = 3 4,5,... Mnoimy Ay, 4y, ..., A, nazyvaji se
oddélené, kdyZ pro 1 £ 4'< k < m plati, e mnoZiny 4, a A, jsou odd&lené.
MnoZiny 4,, 4,, . . ., 4, jsou oddélené, kdy? a jen kdyz: [1] jsou disjunktni,

m
[2] jsou uzaviené v z 4;. Slovo uzaviené lze ve [2] nahraditi slovem
i=1
oteviené. )
10-4. MnoZiny A4,, Ay, ..., Am jsou oddélené, kdy% a jen kdy% pro

n
1<nm— 1 plati, ¥e mno¥iny z A; a A, ., jsou oddé&lené.
i=1
Kdyz Ac P, Bc P, poloime S(4, B) = AB + BA. Mnotina S(4, B)
se na.zyva, spojeni (jonction) mnoZin A a B.
10-5. Spojeni S(4, B) se nezméni, kdy% prostor P nahradime prosto-
rem @, A+ Bc@cP.
10-6. Je S(A B) AB, kdyZ a jen kdy% ob& mno%iny 4 a B jsou
uzaviené v 4 + B



10-7. Cc 4, Dc B = S(48(C, , B) D D). .

10- 8 A=A+ H(4).

10-9. Mno¥ina A je uzaviend, kdy? a jen kdyZ H(A)cC 4.

10-10. MnoZina A je otevi‘emi, kdyZ a jen kdyZ 4 . H(4) = 0.

10-11. H(A) je mno¥ina vi¥ech bodd, ve kterych charakteristicka
funkce mnoZiny A4 je nespojité.

10-12. Pro uzav¥enou A je H[H(A)] = H(4).

10-13. H{H[H(A)]} = H[H(A)] C H(A).

Ve cvitenich 10-14 a 10-15 m4 index s stejny vyznam Ja.ko ve cvié. 85
a nasl.

10-14. H(A,) c H(A).

10-15. [H(A)], = A .[H(4)], = [H(4)], — 4.

10-16. Necht P a @ jsou metrické prostory; necht 4 c P, Bc Q.
Pak H(A X B) = H(A) X B+ A X H(B).

KdyZ 4 c P, poloZme B(A) = A . H(A). MnoZina B(4) se nazyva
bfeh (Rand, bord) mnoZiny A.

10-17. H(A) = B(A) + B(P — A) s disjunktnimi s&itanci.

10-18. B[B(A4)] = B(A).

10-19. H(A) = B(A) <> A jest uzaviené.

§11. Husté a f{dce rozloZené prostory.

11°l. Bod a metrického prostoru P se nazyvé isolovanym (isoliert,
180lé, isolated) bodem prostoru P, kdy% existuje kladné ¢ takové, Ze
z e P, o(a, ) < € = x = a. Prostor P se nazyvi isolovany, kdyz kazdy
jeho bod jest isolovany.

Prostor P se nazyvé husté rozloZeny (insichdicht, dense en sm,
dense in itself), kdyz P =@ a P nem4 isolované body.

Jefto bodovd mnoZina @ vnofend do metrického prostoru P je
zase metncky prostor, nemusime jiz definovati, co je isolovany bod
bodové mnozmy, isolovand bodovéd mmnoZina, husté rozloZend bodova
mnozina.

Ziejmé isolovany bod mno%iny 4 C P je isolovanym bodem ka¥dé
“mnoiny B takové, Ze a e B C A. Z toho ndsleduje, %e soutet XA(z)
je husté rozloZend mnoZina, je-li kaZdy séitanec husté rozloZend mno%ina.

(1'I'l. MnoZina A C P je husté rozlofend, kdy% a jen kdy% mnofina A
je husté rozloend.

_ Dakaz. 1. Necht mnoZina 4 je husté rozloZend. Pak A4 5 @, tedy
A &= 0. Neni-li mnoZina 4 hus_té rozloZend, m4. isolovany bod a.
Existuje ¢ > 0 takové, Ze ze A, g(a, ) <e=> x=a: Jeito acd,
 je p(a, A) =0, tak¥e existuje bod be A, g(a,b) <& Jerto AC A,
je b=a, tedy de A. Jefto a je isolovany bod mnoZiny ADAa jetto -
acA, a je isolovany bod mnoZiny 4. To je spor. ‘

II. Necht mno¥ina A je husté rozloZend. Pak A+ Q, tedy 4 = 0.
Neni-li mno%ina A husté rozloZend, mé isolovany bod a. Existuje

e > 0 takové, Ze z € 4, p(a, ) < ¢ = & = a. JeZto mnoina A nemé
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isolované body a jeZto a € A C A, existuje bod b e A takovy, %e a &= b,
o(a, b) < Je. Jetto be A, jest g(b, 4) = 0. Tedy existuje bod ce 4
takovy, Ze o(b, c)<o(a, b). Jest g(a, c)< o(a, b)+ (b, ¢)< 20(a, b)<e,
ce A, tedy ¢ = a. To je spor, nebot g(b, c) < o(a, b).

Necht P je libovolny metricky prostor. Kdyz neexistuje Zadnd
husté rozloZend mnoZina 4 C P, poloime K = @. V opa¢ném piipadé
necht K je soudet viech husté rozloZenych mnoZin 4 C P. Podle toho,
co bylo vyge feteno, mnoZina K je husté rozloZend. Je to tedy nejvétsi
husté rozlofend mnoZina vnofend do P. MnoZina K je také husté roz-
loZend, takZie K C K, tedy K = K a to plati oviem i v pfipadé K = 0.
Mno#ina K se nazyvé jddro (insichdichter Kern, noyau) prostoru P.
Jidro bndové mnoziny @ C P zase ui nemusime definovati.

Mnoz{ autofi nazyvaji bodovou mnoZinu A C P dokonalou v P
(perfekt, parfait, perfeot), kdy% A je: [1] husté rozloZend, [2] uzaviend
v P. Véimnéme si, Ze vlastnost [1] zdvis{ pouze na mnoziné 4, kdeZto
vlastnost [2] také na prostoru P.

Mnozi autofi poditaji @ mezi husté rozloZené mnoZiny.

{1'2. Prostor P se nazyvé #idce rozloZeny (separiert, clamlemé)
kdy% jeho jddro je prédzdné, tedy kdyZ neobsahuje Zidnou husté roz-
loZenou mnoz%inu, tedy kdy%z 4 C P, 4 + @ implikuje, ¥e¢ A m4 isolo-
vany bod. Zase uZ nemusime definovati, kdy  bodovd mno#ina Q C P
je Fidce rozloZend. '

Kdy# prostor P je fidce rozlofeny, ziejmé ka?d4d mnozina 4 C P
je Tidce rozloZend. Zrejmé @ a kazdd isolovand mnoZina je ¥idce rozlo-
%end. Ziejmé %4dnd mnoZina neni soudasné i husté i Fidce rozloZend.

11-2'l. KdyZ mnoZiny A CP a BC P jsou ¥idce rozloZené, také
mnoZina A + B je #idce rozlofend.

Dikaz. Necht naopak existuje husté rozloZend mnoZina S C 4 + B.
Jeito B je Tidce rozloZend, nenf S C B, tedy je AS 3 @. Podobné
i BS 0. Jeito @ &= ASC A a jeito A je fidce rozloZend, existuje
isolovany bod @ mnoZiny AS. Emstu]e € >0 takové, Ze ze AS,
o(a, z) <& = x=a. JeZto a €S a S je husté rozloZend, enstu]e bod
b e 8 takovy, %e b & a, g(@, b) < . Tedy neni b ¢ AS, takZe je b ¢ BS.
Tedy mnoZina BS . £(a, €) je == @; jeito BS je fidce rozlozend, mnoZina
© BS.Qa,&) mi isolovany bod c¢. Tedy .existuje 7 > 0 -takové, Ze
- xeBS.a,e), olc,x) <n=>x=c. Jeito ceS a S je husté roz-
loZend, existuje bod d € 8 takovy, Ze d % ¢, o(c,d) <7, o(c, d) < e —
— o(a, ¢), & 5= a. [Jedto c e 2(a, €), jest ¢ — p(a,¢) > 0.] Jeito deS =
= A8 + BS, je d e AS nebo d € BS. Aviak d ¢ AS je nemoZné, nebot
o(a, d) < o(a, ¢) + o, d)<e d+a;de BS je také nemo#né, nebot
elc,d)<m d*ec.

C\ncenf

11 1. Bod ae P je molovany, ﬂi a jen kdyZ mno¥ina (@) je otevfené. .
Necht 4, znamend mnoZinu viech isolovanych bodi bodové mnoZiny 4;

E. Cech: Bodm;é mnotiny. b
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mno¥ina 4; se nazyvé adherence mnoZiny A a mnofina A —A;,\kterou
oznadime A;, se nazyvé koherence mnoZiny 4.

11-2. MnoZina A, jest uzaviens v A.

113. Ac B= A,C B,

MnoZina (A)h, tedy koherence uzévéru mnoZiny A4, se znaéi A’ a na-
zyvé se derivace (Ableitung, ensemble dérivé, derived set) mnoZiny A. Body
mnoZiny A’ se zpravidla nazyvaji h/romadnymz body (Hdufungspunkt,
point limite, limit point) mnoZiny A. KdeZto 4, zdvisi pouze na prostoru 4,
zavisi A’ také na prostoru P D A.

114. A = A 4 A"

11-5. 4, = A . A"

116. A’ = A — -A;.

11-7. (A + B) = A’ + B’.

11-8. MnoZina A’ je vidy uzaviena.

11-9. A’ je mnoZina vSech limit prostych konvergentnich posloup-
nosti {x,} takovych, %o z, ¢4

‘m
11-10. Mno¥ina A,,, sloZené z nuly a ze viech ¢&isel tvaru n
=11
(m,ny, ng, . .., my, = 1,2,8,...) je Fidece rozloZend a uzaviend v pro-

storu E;. MnoZina A; —(0) je isolované. Je 4%, ., = (4, 11); = 44

[+
MnoZina z A,, je hustd rozloZend a neni uzaviens v E,.
m=1

11-11. Necht Ac BcC 4. Mno#ina B je hustd rozlo¥end, kdy% a jen
kdyZ mnoZina A je hust§ rozloZené.

11-12. Kdy#% 1m1oima. A je hust® rozloZend, také mnoZina A’ je husté
rozloZen4.

11-13. Kdy#% prostor je hustd rozloZeny, pak kaZdé oteviené mnoZina
=+ @ je hust® rozloZen4.

11-14. Prostor P je isolovany, kdy% a jen kdy% kaZdé funkce v oboru P
je spojité.

v né,sledujlcich cvidenich P a @ jsou dva dané metrické prostory.

11-15. Necht ae P, b« Q. Bod (a, b) je isolovany v P X @, kdy%
a jen kdyZ i bod a je isolovany v P i bod b v Q.
o3 11-16.. Kdy% P je hust® rozloZeny a @ =+ @, pak P X @ je hust$ roz-
oZeny.

11-17. Kdy% P x Q je hustd rozloZeny, pak budto P nebo @ je husté
rozloZeny.

11-18. Kdy% P a @ jsou ¥idce rozloZené, pak P X @ je fidce rozloZeny.

11-19. Kdyi P40+ Q a kdy% P X @Q je fidce rozloZeny, pak P a @
jsou ¥idce rozloZené. - .

§12. Husté a ¥idké mnoZiny. MnoZiny prvni kategorie.

12:1. Necht P je metricky prostor. Bodovdi mnoZina A C P se
nazyvé hustd (dicht, dense, dense), uréitéji hustd v P, kdy% A=P,
tedy kdyZz p(z, A) =0 pro ka’idy bod e P. Hustota mnoZiny 4
(stejné jako uzavienost nebo otevienost) je tedy topologickd vlastnost,
zévislé na ,,poloze mnoZiny A v prostoru P, na rozdfl od husté roz-
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loZenosti, ktera zavis{ pouze na ,,tvaru‘ prostoru 4. Z definice je ziejm4,
véta:

12:1*l. Kdy? A C B C P a kdyZ mnoZina A je hustd, také B je hustd.

12:1°2. MnoZina A C P je hustd, kdy? a jen kdy% pro kazdou ote-
vienou G = 0 jest AG = 0. :

Diikaz. I. Necht A = P. Necht @ je oteviend a necht AG = 0.
Pak ACP—G, tedy P=ACP—G=P—G, tedy G=9.

II. Necht 4 & P. Mno#ina G = P — A je oteviend a G &= 0 = AG.

12:1'3. Necht mnofina A je hustd; nech mnofina G je oteviend
a husti. Pak mnofina AQ je hustd.

Diakaz. Necht I' &= @ je oteviend. MnoZina GI' je oteviend a = @,
jeito @ je hustd. Tedy 4 . GI" =+ @, jeito A je hustd. Tedy AG .I"' =0
“pro kaidou otevienou I' &= @, takie AG je hustd.

12:2. MnoZina A C P se nazyvé fidka (mirgendsdicht, non dense,
nowhere dense), urditéji ¥dks v P, kdyZ mnoZina P— A je hustd.
Je to zase topologicks vlastnost zdvisld na poloze mnoZiny A v pro-
storu P, na rozdil od Fidké rozloZenosti, kterd zdvisf pouze na tvaru
prostoru A4.

12:2'1. Kdy? ACBCP a kdyZ B je #idkd, také A je Fidkd.

Dikaz. Jest P—B=P. Jest ACB, tedy P—AD P—B,
tely P—ADP—B=P, tedy P—A4 = P.

Z definice je zfejmd véta:

12:2:2. KdyZ A = B (na pt. kdyz A C BC 4) a kdy# mnotina A
je Fidkd, také B je Fidkd.

12:2'3. Mnofina A C P je #idkd, kdyZ a jen kdy% kaidd otevfend
G = @ obsahuje otevienow I' & O takovou, Ze AI' = @.

Diikaz. 1. Necht A je t{dka, tedy P — A4 hustd. Kdy% oteviens @
je =90, je I'=G(P— A) =& @. Mnotina I" je -oteviend a AI' = .

II. Necht A neni fdkd, tedy P— A neni hustd. Pak existuje
oteviend G = @ takovd, e G(P — 4) =0, t. j. @ C A. Necht mnotina
I'C @ je oteviend a = @. Mdme dokdzati, Ye AI" 3 @. Necht naopak
ATl =0; pak ACP—T, tedy 'CGCACP—T'=P—T, tedy

“I'= @, coZ je spor. _
12:24. Necht mnoZiny A; (1< i m; m=1,2,8,...) jsou Fidké.

Pak mnofina i A; je Fidkd.

i=1
Dikaz. Pro m =1 zfejmé. Plati-li véta pro urdité m a jsou-li

mno¥iny 4 (1< § < m+ 1) Hdké, pak mnokiny $' 4;a Ay 11 jsou Hdks,

i=1

e n -

tedy mnoZiny P — z A;=P — z A; a P— A, +1 jsou husté. Jefto,
i=1 i=1 . .

5.



60

mnotina P — 4,, ;1 je oteviend, mnoZina (P —

M

Z,-) (P— Apia) =

i

1 _
=P — mz 4;—= P— Z A, je hustd (podle 12:1-3), tedy mnoZina

m+1 =t
z A; je Tidké.
i=1

12:3. MnoZina 4 C P se na.zyvé, mno#inou prvé Ioa,tegome (erster
Kategorie, de premiére catégorie, of first category), urditéji prvé kategorie
v P, kdy% existuje posloupnost {4,} fidkych mnoZin takovs, Ze 4 =

= i A,. Je to zase topologickd vlastnost polohy mnoZiny 4 v pro-

n=1
storu P. Mnoz{ autofi nazyvaji mmnoZinou druhé kategorie mnoZinu,
kterd neni pirvé ka.tegorie. Mnozi autofi nazyvaji residuel mnoZinu 4
takovou, Ze mnoZina P — A je prvé kategorie.
1231, KdyZ A C B C P a kdyZ mnodina B je prvé kategorie, také A
je prvé Iaateyme

Diitkaz. Jest B = z B, s ¥idkymi B,. Jest 4 = z AB, a mno-

n={
Ziny AB, C B, jsou ridké.
' Z definice je ziejmé (4, = A):

12:3-2. Ridkd mnofina je mno¥ina proé kategorie. ‘
|233 'Kdy% mmo¥iny A, (n_ 1,2,8,.:.) jsou prvé kategorie,

také ZA,, je prvé kategorie.
n=1 .
[+ 2] .
Dikaz. Jest Ap = D An; s Hdkymi A,; Podle 35 existuje prosté
i=1

-posloupnost {(nz, iz)}i—1 viech péra (n,s). Jest A = > Ap ;..
k=1

124, Necht bodovd mnoZina @ je vnofena do metrického pro-
storu P. Pak (v. 6°3) @ je také metricky prostor. Bodovd mno%ina A
vnofend do @ je také vnofena do P. 4 muZe byti hustd v @, husté v P,
Hdkd v @, tdkéd v P, prvé kategorie v @, prvé kategorie v P.

“12:4°1. MmizmACdehustan, kdyiayenkdyiADQakdyi ,
a jen kdyf A = Q.

Ditkaz. Podle 871 A je hustd v @, kdy% a jen kdyZ @ . 4=Q.
Avﬁa.kQ 4= Q:>QCACQC_A:>A Q=Q4A=QQ=0q.

12'42. Kdy% mnofina A C Q je husid v P, pak A je hustd v Q
a @ je hustd v P.

~ Dakaz. Jest A = P, tedy 4D @, t. j. A]ehusté,vq @ je hustd,
v P podle 121°1.
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12:4-3. KdyZ mnoZina A C @ je hustd v Q a kdy% Q je hustd v P,
pak A je husid v P.

Diikaz. Jest A= Q, Q= P, tedy 4 = P.

12:4"4. Kdy% mno¥ina A C Q je #idkd v Q, pak A je ¥idkd v P.

Dikaz. Necht mnoZina G # @ je oteviend v P. Mdme dokdzati, -
%e existuje mno¥ina I'C G oteviend v P a takova, Ze I' =0 = AIl
Jeito A C Q, v piipadé QG =90 mohu voliti I'= G. Necht tedy
QG = 0. MnoZina Q@ je oteviend v @ a neprdzdnd; jeZto 4 je Fidkd v @,
existuje mno%ina A4 C @G oteviend v Q a takové, %e A 34§ = AA.
JeZto A je oteviend v @, existuje mnoZina H oteviend v P a takovi,
%e A = QH. Necht I'= GH. MnoZina I je oteviend v P a jest I' C G.
Jeito A C QQ, A = QH, je A= QI', tedy I" & 0, nebot bylo A == 0.
Jeito A CQ, 4= QI, jest AI'= A4 = §.

12:4'5. KdyZ mnoéina A C @ je prvé kategorie v Q, pak A je prvé
kategorie v P.

@® . . .
Dikaz. Jest A= ZAm kde mnoziny A4, jsou Fidké v Q. tedy
n=1

Fdké v P.
Cvident.

12-1. Mno#ina A hustéd v P obsahuje kaZdy isolovany bod prostoru P.
12-2.* MnoZina A je hustd v P, kdyZ a jen kdyZ kaZdému bodu = ¢ P
lze prifaditi posloupnost {:c"} takovou, Ze =z, ¢ A, xz, - ®.
12:3.* Kdy# mno¥ina A je hustd v P a kdy% mnoZina @ je oteviend
v P, pak mno¥ina AG je hustd v G.
12-4. Kdy% mno¥ina 4. je hustd v prostoru P, pak 4 je hust¥ roz-
loZend, kdy% a jen kdyZ P je hust§ rozloZeny.
12-5.* Koneéns mnofiria 4 je ¥Hdka v prostoru P, kdy* a jen kdyZ
neobsahuje Zédny isolovany bod prostoru.
12-6. Kdy% mno%ina 4 je Fidkd v @, pak 4Q je ¥idki v Q.
12:7.* Kdy% mnoZina A je uzaviend nebo oteviend nebo Fidka, pak
mno¥ina H(A) je ¥idka.
12-8. KdyZ mnoZiny H(A) a H(B) jsou ¥idké, pak mnoZiny H(4 + B),
H(AB), H(A — B) jsou Fidké.
9. Kdy# mno¥ina @ je oteviené a kdyZ mnoZina 4 je ¥idks, pak
oima AG je ¥dké v G a mno¥ina AG je ¥idké v G.
© 12:10. Necht mnoZina 4 C P je fidce rozloZend. Necht prostor P je
husté rozloZeny. Pak 4 je Fidkd v P.
12-11. Kdy¥ mno¥iny A a B jsou oddslené, pak mno¥ina 4 .B je
Fidka.
12-12. MnoZina prvé kategorle neobsahuje Z4dny isolovany bod,
prostoru.
12-13.* Spoletné mnoZina je prvé kategorie, kdyZ a jen kdyZ ne-
obsahuje Z4dny isclovany bod prostoru.
12-14. KdyZ mno#ina A4 je prvé kategorie v @, pak mno¥ina AQ je
prvé kategorie v Q.
12-15. Kdy% mno#ina G je otevfend a kdy% mnoZina A je prvé kate-

gorie, pak mnoZina AG je prvé kategorie v. @ a mno¥ina AG je prvé ka-

’

tegorie v G.
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V nésledujicich cvifenich P a @ jsou dva dané metrické pgostory,
Ac P, Bc Q.

12-16. Kdy% A je hustd v P a kdyZ B je hustd v @, pak 4 x B je
hustd v P x Q.

12-17. KdyZz P+ 0 +Q a kdyZ A X B je hustd v P X @, pak 4
je hustda v P a B je hustd v Q.

12-18. Kdyi A je Fidkd v P, pak 4 X B je ¥idka v I x Q.

12-19. KdyZ A X B je ¥idka v P X @, pak budto A je fidka v P
nebo B je Fidka v Q.

§13. MnoZiny Gs a F..

13]. O bodové mnoziné A vnotrené do metrického prostoru P
pravime, Ze je Gs, urditéji, Ze je Gs(P), kdyZ existuji oteviené mnoZiny
@

A, C P takové, Ze A :-—-I_I A,. Dokonce pak existuji oteviené mnofiny

n
G, C P takové, 2¢ A = ”G’,., Gr D Gpyq; stadl voliti G,,:HA,-.
i=1

n=1
Pojem mnoimy Gs je topologicky pojem.
Ziejmé je:
13'1"'l. Ka*dd otevfend mnoina A je Gs (staéi voliti 4, = A).
13:1"2. KdyZ mnofiny A, (n=1,2,83,...) jsou Gs pak také

[}
mno¥ina HA,, je Gs.
n=1

Dikaz. Existuji oteviené mnozZiny A,; takové, Ze A, =HA,..-.
Podle 3 b ex1stuJe prosté posloupnost {(ng, i)}~y viech pért (n 1).

Jest ]__IA,. = HA,,,“,L

I3 l 3. Kdyi mmnoZiny A a B jsou G,,, pak také mnoZina A + B
je Go.

Dukaz Existuji oteviené mnoziny A, a B; takové, Ze A = HA,.,

B = 1_[ B;. Je-li op8t {(ng, 1x)}1=1 prostd posloupnost viech péard (n, i),
pak, ]eito mno#iny A4, -+ B; jsou oteviené, sta¢i dokdzati, Ze

A+ B=£[‘(A,,k + By).

Ze lové strana je podmnoZinou pravé, je zrejms. Necht tedy ze
® .
n « T Biy)- Kdyby nebylo ze€A + B, nebylo by ani zed =
k=1
@ oo B
=]]4n ani z e | | B;; tedy by existovaly indexy n a ¢ takové, Ze by

n=1 Toi=1
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nebylo ani z € 4, ani z ¢ B;, tedy ani z e 4, + B;. To je spor, nebot
existuje index k takovy, Ze n = mn;, i = it a jest z e An, + By,

132. KaZdd uzaviend mnofina A je Gs. Dokonce ke kaZdé uzaviené
mno#ing A lze udati oteviené mnofiny @, takové, %e

4= EG" = Eam _G-n-H C G,.

. 1 '
Ditkaz. Poloime Gy = .Q(A, —n—) = E[g(z, A) < %J Podle 9'5 a
x
podle cvié. 9-10 mnoZiny G, jsou oteviené. (To je spravné i pro 4 = @,

nebot pak G, = @.) Mimo to mnoZiny E|e(z, 4) §% jsou uzavte-
x
né, takd¥e podle 84 jest G, C E[g(x, 4L %], tedy A C G, CG, C
. z
C Gn_y, takie A C [ [ Gy = [ | Gn. Zbyvé dokézati, %e také 4 D] ] G,.
n=1 n=1 n=1

w 1
Kdy% ze] |G, pak o(z, 4) < pro kaidé n, tedy o(z, 4) = 0,
n=1

tedy xe d = A.
13:3. O bodové mnoZiné A vnofené do metrického prostoru P
pravime, Ze je F,, uréitéji, Ze je F,(P), kdy% existuji uzaviené mnoziny
20

An C P takové, Ze A = Z A,. Dokonce pak éxiatuji uzaviené mnoziny

n=I

. oc n
F,CP takové, % A= D Fy, FpC Fni1; stadi voliti F, = ) 4
n=1 Bzl
Pojem mnozZiny F, je topologicky pojem.
13:3:]. Mnotina A je F,, kdy% a jen kdyZ mnofina P — A je Go.
Nebot

A=DA4, => P—A=]] (P—4,),
n=1 n=1

P—A4 =1—IB,, = A= Z(P_Bn)-
n=1 n=1
Tedy z predchdzejicich vét néasleduje:
13:3-2. Ka#da uzaviend mnofina je Fo.
13:3:3. Kdyf mmnofiny A,(n=1,2,8,...) jsou F,, pak také

mnofina D A, je F,.
n=1p
13-3'4. KdyZ mnofiny A a B jsou Fo, pak také mno¥ina AB je F.
13:3'5. KaZdd oteviend mnofina je Fo.
13"4. Necht f je zobrazeni metrického prostoru P do meirického pro-
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storu Q. Necht C je mnoZina téch x e P, ve kterych zobrazent f je gpojité;

nech! D = P —C. Pak C je Go(P), tedy D je F,(P). '
Dikaz. Snadno se nahlédne, %e C je mnozina téch x ¢ P, které pro

kazdé n (-=1,2,3,...) majl (v prostoru P) okoli @ takové, Ze

1
ye@ zeG = olf(y), fl2)] < 1
Necht (pron =1, 2, 3, ...) A, je systém viech v P otevienych mnozin G
[

8 vlastnosti (1). Pak mnoZiny I’,,:){Zi‘I X jsou oteviené v Pa C = I—II’,.,
Ay n=1

takze C je Gs(P).
13'5. Nechf A C B C P. Necht A je Bs a necht B je F,. Pak existuje
mno¥ina C C P takovd, Ze: [1] C je Ga, [21Cje F, [814ACCCB.

Dikaz. Jest A _I’[ G,, B—= 21«"”, kde @, jsou oteviené a F,
=1 n=1

jsou uzaviené. Definu?me rekurentné mnoziny H, a K, takto:
. . n+1 n+1 .
H1=G1’ K, = GF,, Hy 1= K, 4 ]_—IGM Kn+1—Hn+1 ZF 0y
Necht
H=T]H, K= 3K, 2)
n=1 n=1

Indukei se doké¥e, ¥e¢ mnoziny H, a K, jsou soudasné Gs i F,, takie
mnoZina H je Gs; a mnoZina K je F,. Tedy sta¢i ukazati, Ze

ACH=KCB.
Z (1) nésleduje, Ze
. Ky C Hy. (3)
n+1 n !
Mlmo to HG CHG’.CH,,, ta,kze
=1 . _ .
Hy iy C H,. - (4)
n+1

Koneéné K, C Z F; C z F‘, Ky C Hy 41, takZe

. K,, 10Ky (5)
I. Necht z ¢ A. Pak pro viecka i je z € G;, tedy podle (1) je z € H,
pro viecka n, tedy xe H. Tedy A C H.
II. Necht z ¢ K. Pak existuje index m takovy, %e z € K. Podle (1)
,,,CZ F;, tedy xEE F;= B. Tedy KC B.
III Necht’ ze K. Pak existuje index m takovy, Ze x € K,,. Podle (5)
tedyn> m => % ¢ Ky. Tedy podle (3) n > m = er,,,ta.kéepodle 4)

xel_[H = H. Tedy KCH

n=1
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n -1
IV. Necht v € H — K. Pak pro vieckanjexe H, ., — K, C [—[ «,.
i

€0 »
Tedy 2 € H Gp=A4CHB= z F,, takze existuje index m takovy, Ze
n=1 n=1

nt m

ze }: Fy. Jezto také xe H,, jest xe H,y. Z By = K, coz je spor.
n=1 n=1
Tedy H—K =0, t. j. HC K.
{3'6. Necht @ je bodovd mnozina vnorend do metrického prostoru P,
takze také ) je metricky prostor.
13'6°1. MnoZina A C Q je Gs(Q) tehdy a jen tehdy, kdy% existuje
mnoZina B takovd, %e: [1] A= @B, [2] B je Gs(P).
Ditkaz. 1. Necht A je Gs(Q). Pak jest 4 = [ | 4,, kde 4, jsou
n=1
oteviené v . Podle 875 existuji v P oteviené mnoziny B, takové,

fe A, = QB,. Stad poloziti B = || B,.
n=1

oo

IT. Necht B je Gs(P). Pak B = H B,, kde B, jsou oteviené v P.
n=1
Mnoziny @B, jsou otevrené v @, takie QB = H @B, je Gs(Q).

n=1
Zcela stejné se dokdze:
13:6°2. MnoZina A C Q je Fy(Q) tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje
mnoZina B takovd, Ze: [1] A = @B, [2] B je F4(P).

Cviceni.

Kdyz 4 je bodové mnoZina vno¥end do metrického prostoru P, pak

pravime: [1] Ze 4 je Gy, ur€itéji G, (L), kdyZ existuji mnoZiny 4, c P
o]
takové, Ze A = z A4, aZe kazdd 4, je Gg; [2] Ze A je F 5 wéitéji F4(P),

n=1
o
kdyz existuji mnoziny 4, C P takové, 7e 4 = r[An a Ze kaZzda 4, je F,.

n=1
13-1. MnoZina A je F; kdyZ a jen kdyZz P — A je Gy,
13-2. Kdyz 4 je Gy nebo kdyZ A4 je F,, pak 4 je soucasné i Gy, i F.

@D
13-3. KdyZz mnoZiny A4, jsou Gg, pak mnoZina z 4, je G,
n=1

. o0
13-4. KdyZz mnoZiny A, jsou F_;, pak mnoZina HAn je Fs-
n=1
13-5. KdyZ mnoZiny 4 a B jsou Gg,, pak mnoZina AB je Gy,.
13-6. KdyZ mnoZiny 4 a B jsou F_, pak mnoZina 4 -- B je F,.
13-7.* Necht f je spojité zobrazeni metrického prostoru P do metric-
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kého prostoru Q. Necht A c @. KdyZz A je Gy(@), pak f_;(4) je Gy(P);
kdyZz A4 je Fy(@), pak f_;(4) je F (P); kdyz A je G4y (@), pak f_,(4) je
Gso(P); kdyZ A je F4(Q), pak f_y(4) je F4(P).

13-8. Necht A c B P. Necht 4 je F,; a necht B je Gy,. Pak existuje
mnoZina C c P takové, %e: [1] C je Gy, [2] C je F s [3] A Cc B:

13-9. Necht A c @ C P. MnoZina 4 je G,,(@), kdyZ a jen kdy% existuje
mnoZina B C P takovs, Ze: [1]1 4 = @B, [2] B je Gy,(P). MnoZina 4 je F_4(Q),
kdyL :(aPl)eu kdyZ existuje mno¥ina B c P takova, Z%e: [1] 4 = @B, [2] B

m.’ld 10.* Necht A c @ c P. KdyZ @ je G4(P), pak 4 je Gy(P) tehdy
a jen tehdy, kdyZ je G4(Q). Zde je dovoleno misto Gy psdti (soudasns
a stejné na viech mistech) budto F, nebo G, nebo F,.

13-11.* KaZdd spodetnd mnoZina A c P je FyP).

13-12. KdyZ mnoZina 4 c P je prvé kategorie, pak existuje mnoZina
- Bc P takova, %e: [1] A c B, [2] B je F,, [3] B je prvé kategorie.

13-13. Necht mnoZina 4 c P je F,. Necht mnoZina P — 4 je hust.
Pak mnoZina A je prvé kategorie.

13-14. Necht P a @ jsou dva metrické prostory. Necht C c P x Q.
Pm z e P poloZme o¢”,(C) = L[(z, y) € C]. Je-li mnoZina C v prostoru
P x @ oteviena (uzaviend, Fu, Gs, F,s Gyy), je také mnoZina ¢”,(C) pro
kaZdé x ¢ P v prostoru @ oteviend (uzaviené, F,, G, F_ 3 Gs;). Obdobnd
pro ¢’y (C) = E[(w, Y)eCl(yeQ). ' :

13-15. Nechﬁ P a Q jsou dva metrické prostory. Necht @ &+ 4 c P,
@ #= BC Q. MnoZina A X B je Gy(P x @) tehdy a jen tehdy, kdyZ mno-
Zina 4 je.Gy(P) & mimo to mnoZina B je G4(@). Zde je dovoleno misto Gy
pséti (soudasnd a stejnd na vSech tfech mistech) budto F, nebo G4, nebo F,.

§14. Funkce prvni tiidy.

14-1. Necht P je metricky prostor. Necht f je funkce v oboru P.
Pravime, Ze f je fumkce proni tFidy (erster Klasse, de premiére classe,
of the first class), kdy% existuje posloupnost {f,} spojityjch funkei v oboru P
takovd, Ze f,(x) — f(z) pro kaZdy bod ze P. MuZeme vidy docfliti
toho, Ze funkce f, jsou koneéné; nejsou-li, staéi je nahraditi funkcemi g,
takto definovanymi:

gn(2) = fa(@), kdyZ | fa(z) | <,
gn(2) = n, kdy% fu(x) > n,
gn(z) = —n, kdyZ fu(z) < —mn.

Niésledujici véty jsou ziejmé:

14:1°1. Spojitd funkce je proni tFidy.
I4 12, Jsou-li ¢; redind Cisla a jsou-li f; koneéné funkce proni tmly,

pak Zcif. je koneénd funkce proni t¥idy.
I4 | 3 Je-li @ bodovd mnoZina vnofend do metrického prostoru P
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a je-li f funkce proni tfidy v oboru P, pak parcidlni funkce fq je pront

tFidy v oboru Q. _
14-2. Jsou-li f a f, konedné funkce v oboru P, pravime, e f je

stejnomérnd limita posloupnosti {f,}, kdyZ lze kazdému ¢ >0 piiFaditi
index p takovy, Ze pro viecky body e P

o n2p= @) —f@) | <e
Index p zévisi oviem pouze na &, nikoli na z (jinak by kaZd4 limita
byla stejnomérnd).

14-2'1. Necht f je koneénd funkce. Necht {f,} je posloupnost koneé-
nyjch funkci proni t¥idy. Necht | je stejnomérnda limita posloupnosts {f,}.
Pak | je funkce proni tFidy.

Diikaz. Pro 1 =1,2,3,... existuje index =, takovy, Ze

1
nZm = (@) — @) | < g

tedy
: 1
m=>__ n;, ng n; = Ifm(x) — fa() | <§'

Zrejmé muZeme predpoklddati, Ze n; < m, << ... PoloZme
F(Z) = f(z) _'fﬂl(x)! Fl(x) = f"i+1(z) ——fﬂ.i(x) (i = ly 2, 3, .. ')'

1
Pak jest | Fy(z) | < 5 &

ZF(x) lim -ZIF (x) = hm U1 (@)—Fo(@)] = H(@) —fn(2) = F (X)
m—yow 1=

Jezto f(x) = F(z) + fu (), sta,cf dokézati, ¥e funkce F je prvni tidy.

Funkce F; jsou prvni tiidy, takZe existuji koneéné spojité funkce y;,

ta.kové Ze lim y;,(x) = Fy(x) pro t=1,2,8,... a pro kaidy zeP.

n—> 0
Definujme funkce ¢y, takto:

‘Pin(x) =1/)‘,|($) pro l 'Pm(z) I < —'"

1
¢in(x) = o pro 'I’in(z) 2 :‘27’

1

1
Pin(z) = — 5 Pro Yin(7) < — o

| - 1.
Pak @;, jsou spojité funkce; jeito | Fy(z) | < 5 jest

| @in(2) — Fi(@) | = | pin(2) — Fi(2) |,
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tedy lim @i,(2) = Fy(x). PoloZme
n—r®

D, (x) = @1a(Z) + - - - + Pun(2).

Funkce @, jsou spojité, takie stali odvoditi, Ze lim @(z) = F(x).
n—y 0

1
Zvolme bod z ¢ P a &islo ¢ > 0. Zvolme index k tak, Ze 5 ;

i e .

a Ze ’F(z) ——z F,-(x)l‘ <73 Jeito lim @;,(x) = Fy(z), existuje index
i=1 | n—y

m > ktakovy, Zeproi = 1,2, ...,k apro viecka n > m jest

| in(2) — Fil2) | < §£,; Necht n > m. Pak

| ®n(z) — F(z) | < | ZF.(x) —F(a)| + Z | @in(2) — Fi(@) | +

= li=1
2 ' g 1 2 1
+ Z I‘Pm(xl<3+k 3k+ Z 2|— 3+2k<£

t==k

Tedy n >m => | D,(z) — F(z) | < ¢, tak¥e lim @,(z) = F(x).
n—>oc
14:3. 14'3°1. Necht P je metricky prostor. Necht f je funkce v oboru P.
Nutnd a postadujict podminka, aby funkce f byla prvé t¥idy, jest, aby pro
ka#dé c € E; mmofiny E[f(x) > c] a E[f(z) < c] byly F.(P).
z

Jing tvar podminky jest: aby pro kafdé c € E; mnofiny E[f(x) < c]
a E[f(z) > c] byly Go(P). '
z

Ditkaz. I. Necht funkce f je prvé tiidy a necht {f,} je posloupnost
spojitych funkei takovd, Ze fn(x) — f(x) pro ka%dy z € P. Necht c ¢ E,.
Je-li f(z) > c, pak existuje index m takovy, Ze

1
n2m = @) 2 e+ &)
Ob;'écené, existuje-li index m takovy, Ze plati (1), jest f(x) > c. Tedy

E[f(x) > c] - Z HAmm nm — E[f,.(x) g c + _;'_L]

m=1n=m
Jezto funkce fa jsou spopté podle 9'5 mnoZiny A4,, jsou uzaviens,
takZe ta.ké mno#iny HA,,,,. jsou uzaviené a tedy mnoZina E[f(m) > c]
je Fq. Stejné se dokéie, Ze i mnoZina E[f(x) < ¢c] je Fo. Tedy mnoZiny
E[f(x) <ca E[f(x) = c] jsou Gs(P) podle 13:3'1.

II. Necht f je chara.kterlstlcké, funkce mnoZiny A, kterd je sou-
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¢asné i-Gs i F,. DokaZme, Ze f je funkce prvé tiidy. Jezto 4 jei Gs i F,,
existuji uzaviené mnoZiny F, a oteviené mnoiZiny G, takové, Ze

Fn CFn—H’ GnJ—l C (Ym 4= zlpﬂ —HG
n
Je-li F, =0 a G, & P, poloZme

. olx, R —@,)
x) =

falz) = o(z, Fr) + o(x, P— Gy)’
jezto mnoZiny F, a P — G, jsou uzaviené, jest o(x, ¥,) = 0 pouze pro
xeF, a o(x, P— G,) = 0 pouze pro xe P— G,; jeito F, C Gy, jest
o(xz, Fy) + o(x, P — Gy) > 0 pro kazdy bod z. Funkee f, podle cvié. 9-10
je spojité a mé ziejmé tyto vlastnosti:

' xeFy = fo(xz) =1, xe P— Gy = fno(z) = 0. )
Jeli F,=0 a G, == P, poloime f,(%) =0 pro kazdy bod =z; je-li
G, = P, poloime fu(xr) = 1 pro kady bod z; v obou pifpadech zase
fa je spojitd funkce s vlastnostmi (2). Stadi ukdzati, Ze f,(x) — f(x)

. . ©

pro kaZdy bod z. Je-li pfedné xe A = Z F,, existuje index m takovy,
n=1
726 x € Fy,. Jeito Fy, C Fpyy, jest
4 n=>m=> zeFp = folz)=1,
tedy lim fu(z) = 1 = f(x). Je-li 2a druhé xeP—A=P— [ [Gn=
. n=1

2]

z (P—@y), ex1stu]e index m takovy, %e x € P—GYy,. Jeito Gy C G',.,.

ot | |
. n=>m=>xeP— Gy = fn(z) =0,
tedy Lim fu(z) = 0 = f(«).
. III. Necht funkce f je koneéné a nabyvd pouze koneéného poétu
hodnot ¢,, ¢y, . . ., Cm. Necht kazdd z mnoZin C; = E[f(x) =¢l (151 m)

je souca,sne Gs i F,. Je-li f; charakteristickd funkce mnoimy C;, ziejmé

f(x) = Zc‘ﬂ(x) pro kady bod z. Podle II funkce f; jsou prvé tiidy,

takZe i funkce f je prvé trfdy
IV. Necht funkce f je takovd, %e: [1] —1 < f(#) < 1 pro kaZdy
bod z; [2] mnoZiny E[j(z) >c]a E[f(x) <] jsou Fy pro kazdé redlné

¢islo ¢. Pro n =1, 2 3. ..a.pro celézta.kové te —ni<n—1
necht

etz <] )
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By =¥ <ier < 2| ol >, 1. [f( 2]
Pak jest

n—

P = Z Ain, Aip C Bin, ze By, =

i=—n

2
f@) — 1<

mnoziny B, jsou F, a mnoZiny 4;, jsou Gs. Podle 135 existuji’ mnoZiny
n—1

C;n takové, Ze: [1] As, C Ciy C Bin, takse Z Cin=PaxeC;, = {f(x)

i=—n

;| e
— < = [2] Cyy jsou Fo, [3] Ciy, jsou Gs. Polotme Dy, = Cyp,

n—I1

Diyip==Cir1n— Z Cin(—n< i< n—2). Pak jest:[1] P= D D,

j=—n t=—n
s disjunktnimi séftanci, [2] z e D;, = ‘ () —%—l < [3] D jsou
F., [4] D;, jsou Gs. Podle vlastnosti [1] mnozin i),-.,, existuji funkee f,
v oboru P takové, Ze xe D;, = fu(x) = ;1;— Podle vlastnosti [3] a [4]

mnozin D, a podle III funkee f, jsou prvni t¥idy. Podle vlastnosti [2]
mnozin D;, funkce f je stejnomérnd limita posloupnosti {fs}, takZe
podle 14-2°] f je funkce prvé tiidy.

V. Necht f je funkce takovs, Ze mnoziny E[f(z) > c] a E[f(x) < c]

x z
jsou F, pro kaZdé c e E;, nebo, coz podle [3-3'] je toté%, Ze mnoZiny
E[j(m)< c] a E[f(z)> ¢] jsou Gs. Podle cvié. 9'18 existuje homeo-

orfnf zobra,zem @ mnoziny R na interval E[——— 1 < t < 1]. Polozme

F(z) = ¢[f(x)]. Pak F je funkce v oboru P takova e ze P => —1Z
< F(x) < 1. Necht ce E,. KdyZ pfedné ¢ > 1, pak E[F(z) >c]=0

kdy% za druhé ¢ < —1, pak E[F(z) > c¢]= P; kdy% za tfeti —1 <
x
<o<1, pak B{f(z)>c] = Elf(z)>ps(e)]; 2 &orté B[F(z)>—1] =

= Z E[F(a,) >—1+4 —] Tedy pro kazdé ¢ ¢ E; mnoZina E[F(z) > c]
n=1 x

je Fo a totéZ se stejné dokdZe i o mnoZiné E[F(x) <c]. Tedy podle IV
F je funkce tiidy 1, takZe existuje posloupnost {Fn} spojitych funkei
takovd, Ze Fy(z)— F(z) pro ka¥dy bod z. PoloZme
Ga(z) = Fp(z) pro | Fu(@)|S L,
Gu(z) =1 pro Fu(x) > 1,
Gu(xr) =—1 pro Fp(z)< 1.
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Pak G, jsouspojité funkce takové, ze Go(P) CE[—1< 1< 178 Gy(2) —
t
— F(x). Polozme
l falz) = P—1 [Ga(2)].
Pak f, jsou spojité funkce a pro kaidy bod z jest
fa(@) = @—1 [F(2)] = [(2).
Tedy f je funkce prvé tiidy.

Tim je dukaz véty 14-3°1 dokonéen. Podle formuli (2) v 95 pro
kazdou funkei f prvé tifdy mnoziny E[f(z) = c] (c € R) jsou Gs a mno-

a
ziny E[f(z) < ], E[f(x) > — oo] jsou F,.
Ed T
14:4. Necht f a g jsou koneéné funkce prvé tiidy. Pak f . g je funkce
prvé tiidy. Kdy% g(x) =0 pro kaZdy bod x e P, také ; je fumkce prvé
tiidy. -
Diikaz. I. Necht ¢ e E;. KdyZ ¢ < 0, pak E[f}(z) > c¢] = P. Kdy%
x
¢ > 0, pak E[fx) > ¢] = E[f(z) > J/¢] + E[f(x) < — Je]. Kdyzc <0,
x x z
pak E[f3(z) < ¢] = 0. KdyZz ¢ >0, pak E[f}(z) < ¢] = E[f(z) < VE] .
z _ z z
. E[f(z) > — }/c]. Tedy podle 143 mnoziny E[f*(x) > ¢] a E[f3(z) < c]
x z
jsou F, a f? je funkce prvé tiidy. :
II. Jezto
fg=1(+ 9 —f—9)?
také fg je funkce prvé tiidy.
II1. Kdy% ¢ >0, pak [za predpokladu, Ze g(z) = 0]

g(z)

1 1
E[Wv) < c] = 1;3[9(%) > ;] + E (=) < 0;

E[_l_ > c] = E[g(z) < %] . E[g(z) > 0],

z

kdyz ¢ < 0, pak

1 ‘ 1
];3[9—(5) > c] = 1;1[9(3:) < -—] Elg(z) > 0],

-0

1 ' .
IELT(E < c] = l;l[g(x) > ?] . El[g(x) < 0];
koneéné

1
: E[{Tx) > 0] = Iz'l[y(w) > 0],

z



1
F[ o 0] = Efg(2) < 0}.

WL g
1. Cpu < f 1
Tedy podle 143 funkce 7 je prvé tiidy, takZe podle IT funkce 7 =f. g
je prvé tiidy.

14'5. 14'5°1. Necht | je koneénd funkce v oboru P. Necht {fn} je
posloupnost konelngjch funkci v oboru P. Necht pro kaZdy xe P jest
fa(x) = f(x). Necht a € P. Necht vdecky funkce f, jsou spojité v bodé a.
Nutnd a postatujici podminka, aby funkce f byla v bodé a spojitd, jest,
aby kadému & > 0 bylo lze pFitaditi () > 0 a index m(e) tak, Ze

ela, 2) < () => | fme(z) —f(2) [ <e.

Diikaz. 1. Necht podminka je splnéna. Zvolme ¢ > 0 a uréeme (&)
a m(e) = m. JeZto f, je spojitd v bodé a, existuje 7(e¢) takové, Ze
0 <7nle) < d(e) a Ze pla, x) <n(e) = |fm(2) —fm(a) | < e Pak

ola, 2) < nle) = | f(z) — f(@) | < | {(2) —fm(@) | + | fml®) — fm(@) | +
: + | fm(@) — f(a) | < 3e.
Tedy kazdému ¢ > 0 lze prifaditi 7(¢) > 0 tak, Ze g(a, x) < n(e) =
= | f(x) — f(a) | < 3e. Tedy funkce f je spojitd v bodé a.
II. Necht funkce f je v bod® a spojitd. Zvolme ¢ > 0. Existuje

8, > 0 takové, %e p(a, ) < & = | f(z) —f(a) | <%. Jetto f(a) — f(a),
existuje index m takovy, Ze |fm(a) — f(a) | < % Jezto je fn spojité

v bodé a, existuje 3, > 0 takovs, Ze o(a, 7) < 8, = | fm(2) — fm(a) |< §
Necht 6 = min (6, J,). Pak '

(@, 7) < 8 = | fm(z) — f(2) | < | ful®) — fm(@) | + | fm(@) — f(a) | +
+ | fla) — f(2) | <e.

14'5"2. Necht f je funkce pront tFidy v oboru P. Necht D je mnofina
téch x € P, ve kierych funkce f je nespojita. Mnofina D je prvé kategorie
v P.¥)

Ditkaz. 1. Necht funkce f je koneénd. Existuje posloupnost {f}

*) Véta 14'52 davé podminku nutnou k tomu, aby f byla funkei
prvni t¥idy v oboru P. Podle 14:1'3 plati také tato vé&ta:

14-5'3. Necht | je funkce pront tfidy v oboru P. Necht Q c P. Necht
Dy je mnofina onéch zeQ, ve kterych parcidlni funkce fg 7e nespojitd.
Mmno%ina Dy je prvé kategorie v Q. DokéZeme pozdéji (v. hlavnd vétu 1663
a poznémku pod darou k této v&td), Ze nuind podminka, vyslovens ve
vété 14'5'3, je v n8kterych specidlnich prostorech také podminkou postadéu-
1l'l.5¢:i8 3St}1g)é152, po nich¥ dospéjeme k v&té 1663, jsou hlavnd véty (452,

t] o .
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koneénych spojitych funkei v oboru P takovd, Ze fu(x) — f(z) pro
ka?dy bod z. Pro ka%dé ¢ >0 a pro m =1, 2,3, ... poloZme

Apme=Elu>m, v >m = |fz)— @) ]| < €] (1) .
Jezto funkee f,(z) — f,(x) jsou spojité, podle 9°5 mnoZiny A, . jsou

uzaviené. Jezto pro kaZdy bod z ¢ P posloupnost {fz(x)} je v obyCejném
smyslu konvergentni, jest

€0 B
2 Ame=P (2)
m=1
pro kaidé & > 0. PoloZme
-Bm,s = H(Am,s)' . (3)
Podle cv. 12:7 mnoZiny B, jsou Hdké. Tedy staci ukdzati, Ze
DC Z Z B, 1.
=in=1
Necht
aeP — z 2 Bm, . 4)
m=1n=1

Méme dokdzati, Ze funkce f je v bodé a spojitd.
Zvolme ¢ > 0 a zvolme index p > l Podle (2) a (4) jest
: €
Ayt — 1,
aemz=1 ™ mz___le,;
tak¥e existuje index g takovy, Ze a e 4,1 —Bq_l_ Podle (3) a je%to
4,1 je uzaviend, jest ae P— P—4,1 4,1, t.akie ¢slo o(a, P— A, 1)
'p
]est kladné. Necht 0 < 6 < g(a, P — 4, 1) Pak
2a, d) C 4,1,
; ?
takZe podle (1)
1
06, %) <8, p>g »>q = | fulz) — @) | < r
Jezto fu(x) — f(x), jest )
. 1
e(a, 2) < 6, n > g = | fa(®) — f(x) Ié—p— <e.

Tedy podle 14:56°] funkce f je spojité v bodé a.

II. Necht f je libovolné funkce prvni t¥{dy. Necht {f»} je posloup- -
nost spojitych funkef takovd, Ze fu(x) — f(x). Podle cv. 9-18 existuje -
homeomorfn{ zobrazen{ ¢ mnoZiny R na interval E[——- 15t 1). Po-

loZzme @[fn(2)] = Fu(%), plf(x)] = F(x). Pak funkce F,, jsou spojité a jest
E. 8ech: Bodové mnoiny. §
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F,(x) — F(z). Tedy F je koneéns funkce prvni tiidy. Ziejmé mnoZina
D téch bodu, ve kterych funkce f je nespojitd, splyne s mnoZinou
téch bodu, ve kterych F je nespojitd. Tedy D je prvé kategorie
podle I.

14'6. Necht | je funkce v oboru P. Necht mmnoZina D téch xz e P,
v nichZ je | mespojita, je spoleind. Pak funkce [ je prvé t¥idy.

Dikaz. Zvolme c e E; a poloime A = E[f(z) > c]. Polozme C =

z
= P — D. Kdy% z € AC, pak jest f(x) > ¢ a funkce f je v bodé z spojité;
z toho nédsleduje snadno, Ze kazdému z € AC lze piifaditi &islo (x) > 0
tak, Ze Q[z, 6(z)] C A. Poloime

B ZQ[x, 8(z)].

Pak jest ACCBCA a mnozina B jest otevrena. Jest A—B(CD,
tak¥e mno%ina 4 — B je spoéetni. Podle 13-3'5 B je F,; podle cv. 13-11
A —B je F,. Tedy mnoZina E[f(x) >cl=A=B+4 (A—B) je F,

podle 13-3:3. Podobné se uka,ze, %e také mnoZina E[f(x) <] je Fo.
Tedy f je prvni tfidy podle 14:3-1.

14'7. Necht f je funkce v oboru P. Necht a e P. Pravime, Ze
funkce f je v bodé a shora polospojita (oberhalb stetig, semicontinue
supérieurement, upper semicontinuous), kdy# lze ka%dému « € E, tako-
vému, %e f(a) < &, piifaditi é > 0 tak, Ze

zeP, go(a, z) < 6 = f(z) < .

Podobné pravime, %e funkce f je v bodé a zdola polospojitd (unterhalb
stetig, semicontinue mféneurement lower semicontinuous), kdyz ka.idému
o € E, takovému, Ze f(a) > «, lze pfifaditi § > 0 tak, Ze

zeP, o(a, ) <6 = f(x) > 0.

Pra,v1me, Ze funkce f je v bodé a polospojitd (halbatet'bg), kdyz je bucfto
shora nebo zdola polospojitd v bodé a. Pravime, Ze f je shora (zdola)
polospojitd, kdyZ f je v kazdém bodé a e P shora (zdola) polospojits.
Pravime koneéné, %e f je polospojitd, kdyZ je budto shora nebo
zdola polospojité.

Ziejmé jsow: ndsledujici dvé véty:

14T l. Funkce f je v bodé a zdola polospojitd, kdy% a jen kdyZ
funkce —f je v bodé a shora polospojitd. .

1472, Funkee f je v bod¥ a spojitd, kdy% a jen kdy¥ je v bod¥ a i shora
i zdola polospojitd.

14'7"3. Necht | je funkce v oboru P. Funkce f je shora polospooita
kdy£ a jen chyz pro Icaé'dé ce E1 mno#ina E[f(z) < c] jest oteviend.*)

. *) Podle (1) v 96 lze podmmku vysloviti takto: pro kaZdé c e E1
m'noézm E[f(x) =c] 7est uzaviend.
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Funkce f je zdola polospojitd, kdy% a jen kdyZ pro kafdé c ¢ E, mnofina
E[f(x) > c] jest oteviend.*)
a

Diikaz. 1. Necht pro kazdé ¢ ¢ E; mnoZina E[f(z) < c] je otevien4.
z
Necht ae P, x e E;, f(a) <. Jest a e E[f(x) < x]; jeto mnoZina na
! x
pravé strand jest oteviend, existuje 6> 0 takové, Ze Q(a, 5)C E[f(x) <«],
. z

t. j. %e p(@, x) < 6 = f(x) < x. Tedy funkce f je v bodé a shora polo-
spojité.

II. Necht funkce f je shora polospojitd. Zvolme c e E;. PoloZme
C = E[f(z) < c]. KdyZ a € C, jest f(a) < c, tedy existuje § > 0 takové,

€
Ze ola, ) < 0 = f(x)<ec, t. j. Ze Q(a, §) C C. Tedy mnoZina C jest
oteviena.
II1. V prvém piipadé shora polospojité funkce j jsme hotovi. Druhy
piipad zdola polospojité funkce se prevede na prvy podle 14-7-1.
14:7"4. Necht f je funkce v oboru P. Funkce | je shora polospojitd,
kdyZ a jen kdyZ existuje posloupmost {f,} spojitjch funkci v-oboru P
takovd, e pro kaZdy x € P jest: [1] fn(2) = fnr1(x) pron=1,2,3, .. ;
[2] lim fu(x) = f(x). Funkce f je zdola polospojitd, kdyZ a jen kdyZ
n o
emst;;e posloupnost {fn} spoyztych funkct v oboru P takovd, Ze pro ka#dy

z e P jest: [1] fu(2) < fus1(a) pro n=1,2,3,..; [2] hm fn(w)— ().

Diikaz. Podle 14°7°] se maZeme omeziti na piipad Ldola. polospojité
funkee.

I. Necht {f,} je posloupnost spoptych funkei v oboru P takovi,
ze pro kaidy ze P jest: [1] fu(2) < frra(2); [2] fa(®) > f(x). Necht
aeP, xekE;, fl@a) > Jeito f(a) = lim f,(a), existuje index p takovy,
ie fo(@) > . Jeito funkee f, je v bodé a spojitd, existuje § > 0 takové,
ze g(a, x) < 0 = fp(2) >oa. Jetto fu(2) < fas1(2), fu(@) > f(2), jest
f,,(z) >o => f(x) >«. Tedy p(a, ) < 6 = f(z) > «. Tedy funkce f
je zdola polospojité.

II. Necht funkce f je zdola polospopté, anecht —1<f(2)<1
pro kazdy bod zeP. Pro n=1,2,3,... a pro ze¢ P poloZzme

fn(®) = mf [/(z) + n . o(, 2)].

Pro kaidy ZEP je tedy f,,(a:)< f) + n . o(z,2). Volime.li z = =,
obdriime f,(z) < f(z), takZe f,,(m) <la f,,(x) =1 = f(z) = 1. Jeito
f(z) > —1, o(x, 2) = 0, jest fu{x) = — 1; zfejmd f(z) = — 1 = fu(x) =
=_—_1. Jeh za druhé f(z) --a>—1 existuje 4 > 0 tak, ie ze P,
o(z,2) < 6 = f(2) >$(—1+a); tedy -

2¢ P = f(z) -+ ng(z, 2) = Min [— 1 + nd, }(— 1 + a)],

*) ) Podminku lze vyslovm ‘pro ka%dé c e E; mnoZina E[f(}i)-___<___ c]
Jest uzavrend. ’ . z S

6*



76

takze fa(@) = Min [— 1 + 78, H—1+4a)] >—1.
Tedy jest fu(z) =—1 <= f(x) = —1. Jeito f(z) 4 no(=,2) < f(2) +
+ ne(y, z) + no(z, y), jest

mf [f() + no(z, 2)] < mf [f(z) + mely, 2)] + no(z, ¥),

.fn("”) < 1Y) + no(z,y) a 0"§em také fu(y) < fu(®) + 7. e(r Y)
tedy | fa(2) — fa(y) | < 2 . o(2, y). Tedy pro ka?dé n je f, (dokonce
stejnomérné) spojits funkce. Zrejmé fn(2) < far1(x) < 1, takle existuje

g(x) = lim fu(x). Jekto fn(z) < f(x), jest g(z) < f(x). Necht &> 0.

—> o
Jezto 1flunkce f je zdola polospojitd v bodé z, existuje d > 0 takové,
te o(x, y) < 6 = f(y) > f(x) —e. JeZto fu(x) 1ni [f(z) + no(x, 2)],

exmtu]e (pti da.ném z) bod z, € P takovy, Ze f(zy) + ng(x, 2p) << fn(®) +
1
+ j; < flx) + ;, tedy 1 > f(x) > no(x, 20) — j; +Hza) 2 1. 0(@, 20)—

— —11; — 1, tedy o(z, z,) < 2 + % Existuje index ¢ takovy, Ze pro
=n
2 1 y
n > q je w + o < 6, tedy o(z, zy) < 6, tedy f(zn) > f(x) —e. Aviak
1 1
1(zn) £ f(zn) + no(, 22) < fu(®) + - tedy (@) < falz) + —+¢ pro

viecka' n >gq, tak¥e f(z)< llm [f,,(x) + ] + & = g(x) + &. Jeito -

&£ >0 bylo libovolné, je flx) < < g(x); jeZto také g(x) < f(x), je f(z) =
=g(z) = hm fa(z).

III. Necht’ funkee f je zdola polospojité. Podle cvié. 9-18 existuje
homeomorfn{ zobrazeni ¢ mnoZiny R na interval E[—1< ¢ < 1.

t
Polotme ¢[f(x)] = F(z). Zfejmé pro xeR, feR plati: x <pf <>
<> @(x) < (). Jeito f je zdola polospojitd, soudime snadno, Ze také F
je zdola polospojitd. Jest —1 < F(z) <1 a F(z) = —1<f(r) =

= — 00, F(x)=1<>f(x) = oo. Podle II existuje posloupnost {F,}
spojitych funkei takovd, Ze: [1] Fu(z) < Fpia(2), [2] hm Fu(x) = F(x),

8] —1< Fu(@) < 1, [4] Fol) = — 1 <> F@) = —1, [5] Falo) =
=1 = F(z) = 1. Poloime @¢_; [Fu(2)] = fu(z). Pak f, ]sou spojité-
funkce takové, Ze fu(2) < faii(2) a hm,f,.(x) = f(z). Tim je dukaz

dokonéen; z dikazu viak vychéazi ]eéte te f,,(x) = — 00 <> f(z) =
=—0 a [a(x)= 0 = f(x) = o0, takie muteme vysloviti jeSté
vétu:

14-7'5. Necht f je koneénd funkce v oborw P. Funkce f je shora polo- -
spojitd, kdyZ a jen kdyZ existuje poslowpmost {f,} koneéngch spojityjch
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funkei v oboru P takova, Ze pro kady z e P jest: [1] fu(®) 2 frs1()
pro n=1,2,3,...;: [2] lim fu(x) = f(x). Funkce f je zdola polospojitd,

n—>o
kdy% a jen kdyZ existuje posloupnost {f,} komeénych spojitych funkci
v oboru P takovd, %e pro ka#dy ze P jest: [1] fu(x) < frni1(x) pro
n=1,2,3,...; [2] lim fa(x) = ().
. n—>x

Z véty 1474 nésleduje:

14-7"6. Polospojita funkce 7'e funkci promi tFidy.

14'8. 14°8°1. Necht g a h jsou funkce v oboru P. Necht g je shora
polospojita; necht h je zdola polospojitd. Necht g(z) < h(x) pro kady
x € P. Pak existuje spojitd funkce f v oboru P takovd, %e g(z) < f(z) <
< k(z) pro kaZdy x < P.

Diitkaz. I. Necht funkce g a h jsou konedné. Pro ¢ e E, polozme:
[1] A¢) =1t pro t=0, [2] A(f) =0 pro ¢<< 0. Podle |4:T'5 existujf
posloupnosti {g,} a {h,} koneénych spojitych funkci v oboru P takové,
te ga() = gu+1(2);, hn(x) é by 1(%), ga(®) = g(2), hn(x) > B(z). Jest

gn(2) — hn(2) _—>~ In(T) — hy11() _—>= In+1(%) — by 11(2), 1)
takZe absolutni hodnoty élenu (s vyjimkou prvého) fady

by(2) + Algy(2) — hy(2)] — Mgs(%) — ho()] + .
+ Alga(x) — ho(7)] — Alge(x) — hg()] + . (2)

blizi se monotonné nule. JeZto ¢leny fady (2) jsou (s vy;lmkou prvého)
stiidavé >0 a < 0, fada (2) podle dobfe zndmého Leibnitzova
kriteria je konvergentni. Jejf soudet oznadme f(z). Znamens-li f,(z)
soutet prvych = ¢leni fady (2), pak f, jsou spojité funkce a jest fau(2) >
> fon+2(2)s fon—1(2) < font1(2), fa(2) > f(2), talie podle 1472 a 1475
funkce f je spojitd. Zbyvé dokédzati, %e pro kaidy ze P jest g(z) <
< Hz) < h(z). Rozezndvejme dva pifpady. PFedné necht g(x) = h(z).
Pak. jest gn(®) = hn(x), tak¥e fada (2) zni

hy(z) + [g1(2) — by(2)] + [he(2) — g1(2)] + [9(2) — ha(2)] - . ..
a jeji soutet f(x) je roven lim g,(x) = lim h,(x) = g(x) = (). Za
druhé necht g(x) < h(x). Pak od jistého n poéinaje jest gn(x) < h,(x),
gn() < hyy1(x). Necht m je nejmendi index takovy, %e v ntm &lenu
fady (2) za funkénfm znamenim A stojf &fslo zéporné. Podle (1) pro
2< n<m—1 v atn glenu fady (2) za funkénfm znamenim A stojf
¢islo nezdporné, takie f(z) je rovno soudtu prvych m —1 &lend fady

() + [gy(2) — Iy(2)] + [ho(z) — gy(2)] +
+ [go(%) — ho(2)] + [hs() — go()] + .
Tedy, kdyZ m = 2i je sudé, jest f(z) = () a jest m(x) < h.(x) kdy?
m=2f L jost fla) = gde) @ jost 0ia) < hia). Jeito gy(a) 2
> gn+1(), bn(2) < by 1(2)s Gn(7) > (), ha(z) — B(7), je ziejmé g(x) <
< f(z) < b(a).
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. €,
II. V obecném piipadé postupujeme takto: Podle cvié. 9-18 existuje
homeomorfni zobrazeni ¢ mnoZiny R na interval E[— 1 < ¢ < 1] takové,

t
Ze xeR, feR, x<pB = p(x)<@). Poloiimeli G(z)= ¢[g(x)],
H(z) = glh(2)], jest —1 < z)< 1, —1< H(z) < 1, &) < H(a),
G je shora polospojitéd a H je zdola polospojitd funkce. Podle I existuje
spojitd funkce F takovd, fe Q(z) < F(z) < H(z), tedy — 1 < F(2) < 1,
tak¥e muZeme poloZiti f(z) = ¢_i[F(x)]. Zfejmé f je spojitd funkce
a g(x) < f(zx) < h(=).
4'8-2. Necht mnoZina A C P je uzaviend. Necht k je spoya,ta funkce
v oboru A. Pak existuje spojild funkce f v oboru P takovd, Ze parcidlni
funkce f, jest identickd s k.
Diikaz. Definujme funkce g a A v oboru P takto:

ze A = g(x) = h(x)y = k(z), ze P— A = g(z) = — 00, h(z) = cc.
Necht ce E;. Jest ‘
E[z e P, g(x) = c] = E[z e 4, k(z) = c].

Tedy podle 9'5°1 a 874 mnoZina E[z e P, g(x) > c] jest uzaviend,
: z

takZe podle [4'7"3 g je shora polospojitd funkce v oboru P. Stejné
se dokéZe, Ze h je zdola polospojitd funkce v oboru P. Jeito z ¢ P =
= g(z) < h(z), podle 14:8"| existuje spojit4 funkce f v oboru P takovs,
te xeP = gz) < f(x) < h(z) Pro zecA jest g(z)= k(z) = h(z),
tedy f(z) = k().

14-8-3. Necht mnofina A C P je uzaviend. Nechf k je koneénd
spojitd funkce v oboru A.- Pak existuje koneénd spojitd funkce f v oboru P
takovd, %e parcidlni funkce f4 jest identickd s k.

Dikaz. Pripad 4 = 0 je trividlni; necht tedy 4 3 @. Podle cv. 9-18
existuje homeomorfni zobrazeni ¢ mnoZiny R na interval E[—1<1< 1]

t

takové, Ze @(— o0)=—1, ¢(w)=1 a Ze xeR, feR, x < f =

= @(x) < @(B). Podle 14-8-2 existuje spojitd funkce ! v oboru P ta-

kovi, Ze xe A=>l(x)=k(z). Polotme B= E[l(z)= 0]+ E[l(x)=— o0].
x

x
Podle 95 mnoZina B jest uzaviend; zfejmé AB = @. Kdyz B = 0,
muZeme poloZiti f— l; necht tedy B = 0. Pro z¢ P polozme L(z) =
= @[l(x)]. Pak L je spojitd funkce v oboru P takovd, %e ze P =
= Lxz)|<1 a %e E[IL(x)]—l]—B Pro z e P polozme

o(z, 4) )
o(x, 4) + o(z, B)
Jest o(zx, A)=0<>zed<zed, o(z, B)=0<>2zeB. Tedy r je
koneénd funkce v oboru P takovd, %e zeP = r(z) =0, zed =

= r(z) =0, zeB = r(z) = 1. Podle cvié. 9-10 funkce r ]e spopta
Pro z ¢ P poloZme

r(z) =
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Pak F je spojitd funkce v oboru P takovd, fe: [1] xe P = | F(x) | < 1;
[2] zeA = F(z) = ¢[k(z)]. Pro xzeP poloime f(z)= ¢p_1[F(x)]
Pak f je koneénd spojitd funkce v oboru P takovd, %e xe 4 = f(x) =
= k(z).

Cviceni.

Ve cvitenich 14:1—14-3 y je charakteristicka funkee bodové mnoZiny
dc P.

14-1. Funkece yx je shora polospojitd, kdyZ a jen kdy% mnoZina A je
uzaviend.

14-2. Funkce y je zdola polospojitd, kdyZ a jen kdy% mnoZina A
je oteviens.

14-3. Funkece y je prvé t¥idy, kdyZ a jen kdy% mnoZ%ina 4 je sou-
¢asnd F, i G-

14-4. Odvoditi vétu 1412 z véty 14:3°1.

14-5. Odvoditi vétu 1421 z vty 1431,

14-6. KdyZ koneéné funkce f a g jsou ob& shora polospojité, pak
také f + g je shora polospojité. Odvoditi: [1] pfimo z definice, [2] z véty
1473, [3] z vty 1475,

147, KdyZ P je spoletny prostor, pak kaZda funkce v oboru P je
prvni t¥idy.

14-8. Necht f je funkce v oboru P. Pro a ¢ P existuji limity

@i(@) =lim sup f(z), @a)= lim sup f(z),

"2 oam< nre 0<e(@m)<~-
yy(e) = lim inf f(z), Yo(a) = lim inf  f(z).
"2 eem< e 0<<z(a,z)<l

Funkce g, & @, jsou shora polospojité, funkee 9, a p, jsou zdola polospojité.
14-9. Necht C = @ je libovolné mnoZina. Pro ka¥dy ze C necht f,

je shora polospojité funkce v oboru P. Pro x ¢ P polo¥me f(z) = mf fo().

Pak f je shora polospojité funkce. Odvoditi: [1] pfimo z definice, [2] z véty
1473
14-10. Necht f je funkce v oboru E, takovs, %e x < y = f(z) < /(y).
Pak f je funﬁcg prvni t¥idy. Odvoditi: [1] phmo z definice, [2] z véty 1431,
[3] z véty
- 14 11 Necht {f,} je posloupnost spoptych zobrazeni metrického pro-

storu P do metrického prostoru @. Necht pro kaZdy « ¢ P existuje lim f,(z) =

n—y»0
= J(z) e @. Pak pro kaZdou mnoimu A c f(P) otevienou v f(P) plati Ze
mnoZina E[f(z)eA] jest F, v

14- 1.3 Necht f je zobrazeni metrického prostoru P do euklidovského
prostoru E,, takové, %e pro ka¥dou mnoZfinu 4 c f(P) otevienou v f(P)

mnoZina E[f(w) € A] jest F, v P. Pak existuje posloupnost {f,} spojitych
zobrazen{ prostoru P do E,, takové, %e lim f,(2) = f(x) pro kaidy = P.

—)
O funkeci f v oboru P pravime, %e je druhé tiidy, kdy% existuje po-
sloupnost {f,} funkei prvé t¥idy v oboru P takové, Yo BACI R f(z) pro

ke¥dy z e P.
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14-13. Kdy# f je koneéné funkee druhé t¥idy v oboru P, pak existuje
posloupnost {f,,} koneénych funkei prvé t¥idy v oboru P takové, Ze f,(z)— f(x)

pro kaZdy z e P.
14-14. Necht f je lkonetnd funkce. Necht {f,} je posloupnost konet-

nych funkei druhé tfidy. Necht f je stejnomé&rné limita posloupnosti {f,}.

Pak f je funkce druhé tfidy.

14-15. Necht f je funkce v oboru P. Nutné a postadujici podminka,
aby funkce f byla druhé t¥idy, jest, aby pro kazdé ¢ ¢ E, mnoZiny E[f(z)> c]
s Bif(r) <] ‘byly Gyl P).

KAPITOLA III.

Specidlni metrické prostory.

§ 15. Uplné prostory.

15'1. Necht P je metricky prostor. Necht {z,} je posloupnost
bodu z P. Pravime, Ze {#,} je cauchyovskd posloupnost, kdy% lze kazdému
€ > 0 pritaditi index p(g) tak, Ze

m > P(E), n > p(a) = Q(xm’ x.‘l) <e.:
Tento pojem je metricky, ne vSak topologicky.
15:1"1. Konvergenini posloupnost je cauchyovskd.
Diakaz. Necht z, — x. Necht ¢ > 0. Existuje index p(¢) takovy,

Be 1 > ple) = o(#u 2) < o Pak m > p(e), n > p(e) = o(@m, zn) <

g_ 0 (Zm, ) + o(zy, x) <-:;— + _;_ —=e.

Pravime, %e P je 4iplny prostor (vollstindiger Raum, espace complet,
complete space), kdyZ P je metricky prostor takovy, Ze kaZds cau-
chyovskd posloupnost bodi z P je konvergentni v P. Zfejmé kazdy
koneény metricky prostor (na pt. @) je tplny. Uplnost je zase metncky,
ne viak topologicky pojem.

15°1-2. Kdy% P a Q jsou tplné prostory, pak P X Q jest uplny
prostor.

Ditkaz. Necht {(2n, yn)} je cauchyovské posloupnost bodi z P S Q.
Jezto

Q(xmr Z”) é Q[(zm: Zlm), (xm yﬂ,)]:
ziejmé také {x,} je cauchyovskd posloupnost. JeZto prostor P je dplny,
existuje lim z, = xe P. Podobné exmtu]e lim y, = y e Q. Ziejmé
(2, Yn) = (2, ¥).
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