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ZAKON RECIPROCITY V TEORII CISEL
PAVEL KRAEMER

Matematika je krdlovnou vsech véd
a teorie Cisel
je krdlovnou matematiky.

K. F. Gauss
Historicky avod.

Jiz od dob Pythagorovych byli lidé fascinovani svétem pfirozenych isel. Vi-
déli, Ze v ném panuje jisty fad a jisté zdkony. Na rozdil od geometrie byly ovSem
tyto zédkony hloubéji skryty a proto se lidé zpocatku museli spokojit s ttrzko-
vitymi znalostmi. Hledaly se rtzné pythagorejské trojahelniky, objevovala se
nova dokonald ¢isla, zkoumala se délitelnost éisel.

To v8ak duchu feckych filosofii, touzicim po obecném, nemohlo stadit. A tak
o nekonefném poctu prvocisel, kterd je dokdzana v Eukleidovych Zdkladech.
Rekové rovnéz znali obecny postup pro fefeni linedrnich diofantovskych rovnic,
ktery dodnes nese Eukleidovo jméno. Snad by toho Rekové objevili vice, kdyby
se jejich zrak neodvratil od aritmetiky ke geometrii, kdyby pokracovali v té
linii, kterou zapocal Pythagoras.

Reckou aritmetiku se podafilo vzkiisit az ve 3. stoleti n. 1. Diofantovi z Ale-
xandrie. Diofantos zkoumal mimo jiné problém rozkladu ¢isel na ¢tverce. Jeho
spisy podnitily Pierra de Fermata, zakladatele moderni teorie ¢isel, aby se hlou-
béji zabyval touto problematikou. Fermat se ptal, jaka prvocisla se daji napsat
jako soucet dvou nebo vice ¢tvercti, popf. jako soudet ¢tverce a daného nasobku
jiného ¢tverce. Podivejme se na nékterd tvrzeni, ke kterym dospél.

Véty o soucdtu ctverci.

Liché prvocislo je souctem dvou Ctverct pravé tehdy, kdyz je tvaru 4n + 1.
Liché prvocislo je soudtem &tverce a dvojnasobku Ctverce pravé tehdy, kdyz je
tvaru 8n + 1 nebo 8n + 3.

Liché prvolislo rizné od tifi je souftem Ctverce a trojndsobku Etverce pravé
tehdy, kdyz je tvaru 3n + 1.

Liché prvoéislo razné od péti je souctem Ctverce a pétinasobku Ctverce pravé
tehdy, kdyZ je tvaru 20n + 1 nebo 20n + 9.

O tom, zda tato tvrzeni Fermat také dokazal, Zddné svédectvi neméame. Je
to vSak pfinejmensim pravdépodobné, nebot Fermat prohlésil, Ze dikazy ma.
A na rozdil od mnoha matematiki své doby Fermat pfesné védél, co je a co
neni matematicky dikaz. To, Ze skoro zadné dikazy nepublikoval, nds nesmi
prekvapit. V té dobé bylo dosti obecnym zvykem publikovat dosazZené vysledky
bez jejich odvozeni.!

1 Podrobny rozbor této problematiky je mo¥no najit ve Weilové knize [8]. Weil se zde
mimo jiné snaZi naznadit, jak asi mohly vypadat Fermatovy dilkazy téchto tvrzeni.
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K tomu, aby liché prvoéislo, které nedéli &slo n, bylo vyjadfitelné formou
72 + ny?, je nutné, aby p bylo d&litelem této formy, tzn. aby p | z* + ny? pro
né&jaka nesoudélna z,y. Je-li tomu tak, fikdme, ze —n je kvadraticky zbytek
(mod p). K tomu, abychom dokazali Fermatova tvrzeni, je tedy predevsim tieba
v&dst, pro jakd p je —1 resp.—2 resp.—3 resp.—5 kvadraticky zbytek (mod p).2
Na tyto otdzky ndm davéa vylerpéavajici odpoved tzv. kvadraticky zdkon reci-
procity. Z tohoto zdkona vyplyva, Ze takovato p jsou ¢leny jistych aritmetickych
posloupnosti o diferenci n nebo 4n. Jak jsme vidéli, pro nékterd mald n tyto
posloupnosti nalezl uz Fermat.? Dfive nez vyslovime kvadraticky zakon recipro-
city, seznamime se s nékterymi zakladnimi vlastnostmi kvadratickych zbytki.

Kvadratické zbytky.

Nejprve uvedeme klasickou definici kvadratického zbytku, ktera je, jak lze
snadno nahlédnout, ekvivalentni s nasi pfedchozi definici.

Definice. Bud p liché prvocislo, které nedéli celé ¢islo a. Existuje-li celé ¢islo
z takové, ze a = 2 (mod p), fikame, Ze a je kvadratickym zbytkem (mod p), a

a

piseme (;) = +1. V opacném piipadé je a kvadratickym nezbytkem (mod p),
a piSeme (—) =-1.

DtileZité pro pocitani s kvadratickymi zbytky je tzv.
Eulerovo kritérium. (%) =aP! (mod p)

Diikaz. Je zndmo (tzv. Mald Fermatova véta), e aP~! = 1 (mod p). Takze
0=a"' —1=(a"F —1)(a*® +1) (modp).

1) Je-li (%) =1,paka= 2 (mod p) . Umocnime-li tuto kongruenci na &.El,

dostaneme a®z = 2P~ =1 (mod p).

Je vidét, Ze zbytkd (mod p) je piesné 251 — jsou to &isla 11,22, ... (B1)% a

tato Cisla davaji rizné zbytky (mod p) .

2) Je-li (%) = -1, pak neplatia'%‘1 =1 (mod p), nebot a7 —1=90 (mod p)

ma pravé 7%1— feSeni. Podle predchoziho jich méa totiZ alespoi E;—l, vice nez

;%_1_ jich vSak mit nemtze, nebot v télese viech zbytkd (mod p) ma kazdy

polynom nad timto télesem nanejvys tolik kofent, kolik je jeho stupeir. Tudiz
p—1

a™> = -1 (mod p). O

2 Pro n = —1,—2,—3 je otdzka, zda liché p je tvaru x2 + ny?, ekvivalentni s otazkou,
zda p je délitelem této formy. Obecné tyto dv& otazky ekvivalentni nejsou. D4 se elementarnd
dokazat, Ze je-li mo#né v okruhu celych &isel télesa Q[v/—n] zavést déleni se zbytkem, pak
ekvivalence plati. Takovych kvadratickych téles (fikdme jim eukleidovskd) je viak pouze
koneéné mnoho.

3 Viz pfedchozi poznamka.

4 Diikaz probiha obdobné jako pro téleso komplexnich &isel.
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Disledek. Jsou-li a,b celd Cisla nesoudélnd s p, pak (‘—1}—?) = (E) (9-) .
Nyni jiz midZeme vyslovit

Kvadraticky zakon reciprocity. Jsou-li p,q lichd prvocisia, je

(2) (2) = ()i

q p

Dopliiujici véty k zakonu reciprocity. °

@) (e

Nyni jiZ miZeme ospravedlnit nase tvrzeni o tom, Ze prvodisla, kterd jsou
déliteli formy 22 4+ ny?, jsou obsaZena v jistych aritmetickych posloupnostech.
Pro jednoduchost budeme predpoklidat, ze n je liché prvodislo. Mame totiz

3)-Q)E)-rer

ProtoZe prvni dva Cinitelé zavisi jen na zbytku p (mod 4) a posledni €initel
z4visi jen na zbytku p (mod n), zavisi cely vyraz pouze na tom, jaky zbytek
dava p (mod 4n). Tedy to, zda je p délitelem formy 2% + ny?, zévisi pouze na
tom, do jaké posloupnosti o diferenci 4n prvoéislo p patii.

Historicky vyvoj.

Kvadraticky zakon reciprocity byl objeven v letech 1744 a7 1746 Leonhardem
Eulerem. Euler, védom si jeho dileZitosti, se pokouSel o dikaz; jeho snaha
vSak nebyla korunovéna ispéchem. Eulerovy vysledky byly publikovany aZ roku
1783, a tak upadla tato véta na dlouhou dobu v zapomnéni.

Roku 1785 Legendre znovu objevil kvadraticky zakon reciprocity a podal
nelplny dikaz. Netaplnost dikazu spocivala v tom, Ze Legendre vyuzival sku-
teCnosti, ze v kazdé aritmetické posloupnosti existuje nekoneéné mnoho prvo-
¢isel.® Tuto velice hlubokou vétu dokézal az Dirichlet metodami algebraické
teorie &isel.”

Dne 8. 4. 1796 podal osmnéctilety Gauss prvni Gplny dikaz kvadratického
zékona reciprocity. Zvefejnil ho roku 1801 ve svém epochdlnim dile Disquisi-
tiones Mathematicae. Diikaz je naprosto elementarni, vyuZiva velmi dimyslné
matematickou indukci. O svém objevu Gauss piSe:

5 Ob& tvrzeni byla v pozménéné form& zndma u% Fermatovi — jsou totiZ trividlnimi d&-
sledky prvnich dvou Fermatovych vét o souétu étverci, které jsme si uvedli na za¢atku. Prvni
bylo dokdzano Eulerem, druhé Lagrangem.

6 Rozumi se tim, pochopiteln&, posloupnosti an + b, kde a,b jsou celd nesoudélna &isla.

7 I kdy# Dirichlet vyu¥ival nastrojt matematické analyzy, nejedna se je¥t& o analytickou
teorii ¢isel, nebot nejsou pouZivany metody teorie funkci.
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Vétu jsem zcela samostatné objevil roku 1795, v dobé, kdy jsem nemél nej-
mensi ponéti o tom, co bylo ve vyssi aritmetice jiZ dosaZeno. Nemél jsem sebe-
mensi literdrni pomicky. Cely rok mé tato véta mucila a vzdorovala nejhouzev-
natéjsim pokustim, aZ jsem konecné dospél k dikazu uvedenému ve cturté éasti
onoho dila.

O dva mésice pozdéji pfivedlo Gausse studium teorie kvadratickych forem
podnicené Cetbou dél Lagrangeovych a Legendreovych k druhému dtikazu to-
hoto zdkona, ktery sice neni elementarni, ale ddva vice nahlédnout do podstaty
problému a didvodu jeho platnosti. TyZ rok nalezl dalsi dva dikazy vyuZzivajici
vy$8i kongruence a teorie kruhovych téles.

O pét let pozdéji podal paty, velmi elegantni dikaz vyuZivajici vlastnosti
tzv. Gaussovych soucti.

Roku 1807 objevil Gauss tzv. Gaussovo lemma dovolujici dokdzat kvadra-
ticky zakon reciprocity zpisobem béZnym v ucebnicich elementarni teorie &isel.
Tento dikaz je asi nejjednodussi; nepodarilo se ho v8ak zobecnit na vyssi za-
kony reciprocity.?

Béhem svého Zivota podal Gauss celkem osm dikazi. Nasledovaly desitky
dalsich. Cauchy, Jacobi, Eisenstein, Liouville, Kummer ..., ti vSichni povazovali
za uzitecné dokazat tento zakon néjakym novym zpusobem. O tom, jak velky
vyznam prikladal Gauss zdkonu reciprocity, se mizeme poucit z jeho vlastnich
slov:

Tato zdkladni véta o kvadratickych zbytcich, kterou je nutno pocitat mezi
nejuyssi pravdy vyssi aritmetiky, byla snadno objevena induktivni cestou, ale
jeji dukaz byl neobycejné obtizny. V tomto odvétvi matematiky se casto stdvd,
Ze se badateli samy zjevuji jednoduché zdkonitosti, ale jejich dikazy jsou velmi
hluboko skryty a mohou byt vyneseny na svétlo uplné jinym zpisobem, neZ se
olekdvalo. Ddle se nezridka stdvd, Ze poté, co byla nalezena cesta k dukazu,
otviraji se dalsi cesty, které vedou k témuz cili — nékteré kratsi a priméjsi, jine
jsou jakoby vedlejsim dusledkem rizngch principi, o jejichZ souvislosti se stu-
dovangm problémem jsme predtim neméli tuSeni. Tyto podivuhodné souvislosti
mezi skrytymi pravdami propujcuji témto dvahdm zvldstni pivab; zasluhuji si
byt proto dukladné prozkoumdny a zdivodnény, nebot jejich studiem ziskdvdme
nové prostredky k obohaceni véd.

Dikaz kvadratického zakona reciprocity.

Uvedeme diikaz kvadratického zakona reciprocity, ktery vyuziva Gaussovy
soulty. Tento dikaz zde uvadime proto, Ze existuje podobny dikaz pro kubic-
ky ¢i bikvadraticky pfipad.® Gauss zacal pouzivat tyto soucty roku 1796 pro
eukleidovskou konstrukci pravidelného sedmnéctithelniku. Jsou velmi jednodu-
chym a pfitom velmi mocnym prostfedkem k feSeni mnoha ¢iselné teoretickych
problémi.

8 Zobecnénim této metody se Gaussovi podafilo uréit bikvadraticky charakter &isla 2, tj.
zjistit, pro jaka p je &islo 2 bikvadratickym zbytkem.

9 V kubickém, resp. bikvadratickém p¥ipadé je oviem diky jistym technickym komplikacim
pfislusny dikaz mnohem delsi.
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Definice. Gaussovym souctem, ktery pfislugi prvodislu p, rozumime soudet
p_1 ; . . e e, , . . P
S(p) =" (;’;)6‘ , kde € je primitivni p-t4 odmocnina z jedné.!?

Hodnotu Gaussova soultu lze presné spoéitat; k nafemu dikazu stadi znat

jeho druhou mocninu.*!
2 “‘1
Sp)° = > )P (1)

so= (S ()<) (B ()) =z (B)+

1<i,k<p—-1

Drikaz.

Je-li 7 pevné a probiha-li k¥ redukovany systém zbytkd (mod p), probiha téz
ik redukovany systém zbytkd (mod p). MiiZeme proto misto k psat ik :

Z (i%k)ewrucz Z (E)Ei(lw):

i,k<p—1 1<i,k<p—-1 p

> (5) (Te) =S (8) (Beew) + () 5

) () (-2 @) (2
@)@ EO-@n

nebot zbytkﬁ je stejnd jako nezbytki. Béhem dikazu jsme poufZili identitu
1+ >0 1 €' = 0 pro soucet kofent rovnice z? —1=0. O

S(p)®

i

Il
MN HD’]l l/\

I

Lemma. Je-li ¢ prvoéislo riizné od p, pak plati

S =3 (£)e- ()50 @

i=1 p p

Diikaz.

G- HEOC--(EE)-

=1 i=1

10 To znamena, e e = 1 a pfitom € # 1.

11 7h3me-li druhou mocninu n&jakého &isla, zndme toto &islo aZ na znaménko. Pravé uréent
znaménka Gaussova souétu je kamenem trazu. Sam Gauss toto znaménko hledal nékolik let.
Nakonec ho, ziejm inspirovan nékterymi identitami z teorie eliptickych funkci, nasel.
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g\ [k q
_ k
=1|- — e =(=]S O
3= ()= ()sw

Pfistupme nyni k vlastnimu dikazu. Bez Gjmy na obecnosti budeme piedpo-
kladat, Ze ¢ > p. Umocnime-1i (1) na 9;'—1 a odecteme-li od vysledku (2) vyna-
sobenou souttem S(p), dostaneme

S(p)™! — S()S(p,q) = (—1)2 DR _ (2)5@)2 NG
p

dosadime-li sem hodnotu S(p)? = (—~1)2(P=Vp , dostaneme

S(p) (S(p)? - S(p,)) = (-1)2>~Vp ((-1)%@—1)%(«1—1)1)%@—1) - (%)) (4)

Pro stru¢nost oznaéme levou stranu jako A. Roznésobime-li S(p)? podle multi-
nomické véty, dostaneme jednotlivé s¢itance Gaussova soudtu umocnéné na q,
a spoustu dalsich ¢lent délitelnych gq.

p—1

N
4 i
ST =3 (;) e +q¢B=5(p,q)+4B,
=1
kde S je celo&iselny polynom v e. Proto A = ¢S(p)g, tedy
A=q(A+Be+Ce* +...+ KeP™!) |

kde A, B, C,... , K jsou cel4 ¢isla. Na$im cilem je ukazat, Ze q déli pravou stranu
rovnosti (4). Na prvni pohled vypada, Ze je to zfejmé, nebot g déli levou stranu,
tj. A. To jsme v8ak zatim nedokézali, nebot v pfedchozi rovnosti jde o délitelnost
v okruhu Z[e], coZ neni totéz. Nicméné tato obtiz se da jednoduse obejit. Stac¢i
si uvédomit, Ze vibec nezalezi na tom, kterou z primitivnich odmocnin € jsme

vzali. Stejné tak bychom mohli vzit kteroukoli z ostatnich primitivnich kofent

€2,e3...eP71. Dostali bychom tyto rovnice:

A=q(A+ Be+Ce* +... + KeP™')
A=q(A+ B2 +Ce?? + ...+ KePV?)
A=q(A+BeP 4 0e?P | 4 KeP~1(r-1))
Seéteme-li téchto p — 1 rovnic, dostaneme
p-1)A=q((p—-1)A-B-C—-...—K) .
Proto g|(p—1)A, z ¢ehoZ vzhledem k pfedpokladu ¢ > p plyne, 7e g déli pravou
stranu rovnosti (4). Tedy
p2le1) = (—-1)z(P-D3(e-1) (%) (mod q) .

Upravime-li podle Eulerova kritéria, dostaneme

(g) = (L1)e-DieD (%) (mod q) ,

q
z Cehoz uz plyne dokazované tvrzeni. 0O
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Vyssi zakony reciprocity.

Predni matematici 19. stoleti se snaZili zobecnit kvadraticky zékon reci-
procity na kongruence s vys$imi exponenty. Podafilo se jim dokazat kubicky
a bikvadraticky zakon reciprocity. Co se tyce exponentti n > 5, byli uz méné
aspédni. Abychom si ujasnili, o co vlastné §lo, podivejme se, jak to vypada
s kubickymi zbytky. Budeme se fidit analogii s kvadratickymi zbytky. Ukazuje
se, Ze je tfeba poéitat v okruhu Z[p], kde p je primitivni tfeti odmocnina z jedné,
tj.p=1,p#1.

Definice. Necht 7 je prvoéislo v Z[p], N(w) # 3, m nedéli a.!? Existuje-li
¢slo © € Z[p] takové, ze a = 2° (mod r), ikdme, 7e a je kubickym zbytkem
(mod 7), a piSeme (£), = +1.

a

Z definice je jasné, Ze (73)3 = 1. Analogicky jako v kvadratickém pfipadé
budeme pozadovat, aby (£), = (£),(%),. Specidlng (5‘;)3 = (%)z, tedy

s m

(E)g = 1, tudiz (£), = p', kde i = 1, nebo 2, nebo 3. Abychom zachovali

kL
multiplikativnost, budeme definovat kubicky ekvivalent Legendreova symbolu
pomoci obdoby Eulerova kritéria. Snadno se ukaze, Ze pfedkladana definice je

ve shodé s nasi predchozi definici.

Definice. Pro prvodislo 7 takové, ze N(m) # 3, definujme (), tak, aby platilo
N(n)—1

(&8),=a" 3 (modm).'3

O tom, Ze je tato definice korektni, nis presvéd¢i nasledujici véta.

Mal4 Fermatova véta v okruhu Z[p].

V™M=l =1 (mod r)

N(m)—1

Podobné jako v kvadratickém piipadé odsud plyne, ze a=— 3~ = p* (mod ),
kde i = 1, 2 nebo 3. Nyni jiz miZeme vyslovit

Kubicky zakon reciprocity. Jsou-li w, 3 primarni 4 prvocisla v Z[p], potom

(5),- (%)
B3 T/3
Strudny vyvoj vysSich zakonu reciprocity.

1750: V letech 1750-52 objevuje Euler nékolik zakonitosti vztahujicich se k vys-
§im zdkondim reciprocity.

12 7 je prvotislo v Z[p], kdy¥ je nelze napsat jako soulin dvou &isel z Z[p] réznych od
jednotky. Jednotky jsou pfitom ta &isla, jejichZ norma je rovna jedné. V naSem télese mame
Sest jednotek: +1,4p, +p? .

13 N(7) zna&i normu &isla 7. Je-li # = a+bp, pak N(m) = (a+bp)(a+bp?) = a? —ab+b? .

14 Prvogislo m = a + bp je primérni, kdy% a = 2 (mod 3) a b= 0 (mod 3). Pro N(w) # 3
je z Sesti &isel £, +mp, £7p? vidy pravé jedno primarni.
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1805:
1817:
1828:
1832:
1827:

1837:
1844:

1847:
1850:

1859:
1900:

1928:

PAVEL KRAEMER

Od tohoto roku studuje Gauss kubicky a bikvadraticky zakon reciprocity.
Pokousi se o diikaz, ale marné.

Gauss oznamuje, ze se mu podafilo najit cestu, jak dokazat bikvadraticky
zékon reciprocity.

Gauss publikuje sviij prvni ¢lanek o bikvadratickych zbytcich. Dokazuje,
%e &islo 2 je bikvadratickym zbytkem prvoéisel p takovych, Ze p = a?+b?
a 8 déli b. Dlikaz tohoto tvrzeni je velmi zdlouhavy.

Gauss piSe dalsi ¢lanek, v ném?Z pouziva komplexni ¢isla typu a + bi .
Jacobi vyslovuje kubicky zakon reciprocity. Pouziva &isla typu a+by/—3 .
Jacobi Gdajné pfednesl na prednéasce diikaz kubického zdkona reciprocity.
Eisenstein publikuje své dikazy kubického a bikvadratického zakona re-
ciprocity. Jacobi ho obvifuje z plagiatstvi:

Tyto dukazy, zndmé z cetnych opisd mych predndsek, byly neddvno pub-
likovdny panem FEisensteinem.

Eisenstein je Sokovan a tvrdi, Ze nebyl ovlivnén ni¢im jinym nez Gausso-
vymi ¢lanky. Jeho odpovéd byla strucna:

Vyzkumy pana Jacobiho mi byly naprosto nezndmy. PovazZuji za zbytecné,
rozvddét toto téma, nebot mé pozdéjsi prace snadno dokazuji nezavislost
mych vyzkumi.

Jacobi studuje zbytky patého, osmého a dvanictého stupné. Nedafi se
mu dokazat nalezené zékonitosti. Eisensteinovy snahy zlstavaji téz bez
aspéchu. Problém byl mimo jiné v tom, Ze véta o jednoznaéném rozkladu
prvodisel neplati pro vétsinu kruhovych téles.

Kummerovi se podafi zformulovat zdkon reciprocity pro idealni prvocisla.
Eisenstein predklada vefejnosti sviij zadkon reciprocity, zahrnujici i ¢isla
slozena. Tento zdkon, obecnéjsi nez Kummertv, ¢ekal na dikaz plnych
padesat let. Vdéc¢ime za néj Furtwinglerovi.

Kummer dokazuje zdkon reciprocity pro idealni prvocisla.

Jednim ze slavnych Hilbertovych problémi je tloha, dokdzat zdkon re-
ciprocity pro obecni algebraicka télesa.

Artin dokazuje po ném nazvany vSeobecny zakon reciprocity.
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