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OBJEVOVANI NEEUKLEIDOVSKE GEOMETRIE

Pohled uditele

MILAN HEINY

1. Uvod

Objevovani neeukleidovské geometrie patii k nejvzrusivéj$im pribéhim his-
torie lidského my$leni. Cilem naSeho p¥ispévku vSak neni sledovat dramaticky
tok historie. Pokusime se na nékteré myslenky vice nez dvé tisicileti trvajiciho
procesu objevovani nové geometrie podivat ofima ucditele, ktery ve fylogenesi
hled4 pouceni o zdkonitostech ontogenze, v historii hleda inspiraci didaktickou.
Vice nez sled objevi a zklamani nis budou zajimat p¥iéiny, které k témto
objevim a zklamanim vedly, a pfekdzky, které musel lidsky intelekt na cesté
k objevu prekonat.

Ucitel, ktery se zamyslel nad omyly, bloudénim, hleddnim a Gspéchy velikych
matematiki, je lépe pfipraven porozumét omylim svych Zakl a lépe pfipraven
poméhat Zakim hledat orientaci pfi bloudéni. Je lépe pfipraven, protoze lépe
rozumi sloZitym procestim odhalovani matematiky.

Snad nejvaznéjsim problémem didaktiky matematiky je nemoc formalismu.
Jen maélo Zaka usiluje o porozuméni jevim, které jim predkldda uéebnice a
uditel matematiky. Znacny pocet zakd se snazi zapamatovat si definice, po-
ucky, vzorce, feSitelské postupy i diikazy. Pfi¢inu neZzaddouciho stavu vidime,
jako snad vétSina didaktiki matematiky, v instruktivnim charakteru vyucovéa-
ni matematice. Spoletné s kolegou Kufinou (viz [KF1], [KF2]) i autor staté je
presvédcen, Ze ndkazu formalismu lze 1é¢it zvyrazhovanim konstruktivniho a
oslabovanim instruktivniho charakteru vyucovani.

Konstruktivni vyuéovani podnécuje zvidavost Zdka, vede jej ke zkoumadni
pojmu a situaci, k experimentovani, k hledani argumenti, k promysleni sou-
vislosti.

Historie neeukleidovské geometrie nabizi vSe, co jsme pravé ulozili pod stre-
chu konstruktivniho pfistupu k matematice. Proto je tato historie pou¢na ze-
jména pro ucitele usilujiciho o konstruktivni pfistup k vyucovani matematiky.
Néktera pouceni lezi pfimo na povrchu, k tém hloubéji lezicim se dopracujeme,
kdyz pronikneme k zakonitostem vyvoje matematického mySleni leZicim pod
jevovou hladinou historickych fakti.

Hledat vyvojové zakonitosti znamend zkoumat pfi€iny, které fidily tok his-
torie, ptat se
1. jak ti, kdo 8li za svétlem poznani, tapali, objevovali a nachézeli a
2. pro¢ objevovatelé novych matematickych pravd 3li tak, jak prave sli.

v

Didakticka pouceni, kterd z uvedeného zkouméni vytéZime, uviddime pod
oznatenim Didaktika.
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V hledéini se zaméfime na dva okruhy mysSlenek: na pojmotvorny proces a
nékolik pripadt ,dikazu“ patého postulatu. Zijemci o daldi ndméty najdou
vhodné odkazy v literatufe.

Faktografii Gerpal autor zejména z prace [RBA]. Hlavnim zdrojem impulsti
pak byly price [VP1] a [VP2].

2. Existence pojmu — skute¢na a domnéla

Pojmy jsou zdkladni kameny mySleni i komunikace. Dité se jich zmochuje
jiZz v prvnich letech Zivota, kdyZ se u¢i mluvit. V dusledku ziskavani novych
zivotnich zkuSenosti se ve védomi jedince pojmy diferencuji a upfesiiuji. Nékteré
nové pojmy vznikaji, jiné se vyrazné€ méni nebo dokonce zanikaji. T¥eba pojem
»Jezisek" oznacujici nadprirozenou bytost, kterd nosi darky pod stromecek, se
vyrazné méni v okamziku, kdy se dité dozvi pravdu.

Podobny pojmotvorny proces probiha i pfi védeckém badani, kdyz ¢lovék
odhaluje nové, dosud nepoznané jevy. Jejich uchopeni do slov dava vznik no-
vym pojmuim, nékdy vSak téZ pouze pojmim domnélym. Jako v této smyslené
pfihodé o pojmu ,,vodni lom“.

Pri koupani badatel zjistil, Ze se ty¢ pfi ponofeni do vody ldme a po vynote-
ni se opét narovna. Badatel pojmenoval tento jev ,,vodni lom*“. Pozdéji termin
upfesnil — vodnim lomem nazval velikost (hlu lomu. Rozhod! se Ghel zméfit.
Ocekaval, Ze vodni lom bude zaviset na délce tyCe, na rychlosti a sklonu po-
nofeni tyCe do vody a moZna i na kvalité vody. S prekvapenim vSak zjistil, Ze
thel lomu zavisi predevsim na misté pozorovatele. Kdyby tedy vodni lom téze
tyCe méfili soucasné dva lidé ze dvou riznych mist, naméfili by razné hodnoty.
Timto myslenkovym experimentem badatel s nevoli zjistil, Zze ,vodni lom“ byl
klam smyslhi, Ze ve skuteCnosti tento jev neexistuje.

Nabyta zkuSenost nadéle znepokojovala badatele. Nelibilo se mu, Ze jev,
ktery jasné vidi, nelze zkoumat. O véci opakované rozjimal a po jisté dobé
najednou uzfel, Ze ,vodni lom“ prece jen existuje, ale jinak, nez se pivodné
domnival. To, co se lame, neni ty¢, ale svételny paprsek spojujici oko pozorova-
tele a ty¢. Tak se jev ,vodni lom* stal legitimnim objektem vyzkumu a badatel
pfistoupil k méfeni.

K pojmovému bloudéni a hleddni dochéazi nejen v pfirodnich védach, ale i
v matematice. Pfikladem miiZe byt hledani zlatého fezu, poméru pfirozenych
Cisel a < bpronéZa: b= b: (a+b). Nazornéjsi priklad poskytne dalsi smyslena
pfihoda, tertokrate o pojmu ,trojpravoihelnik®.

Nejkrasnéjsi ze viech Ctyfahelnikl je étverec, nebot mé vechny ahly pravé.
Tedy nejkrasnéjsi ze vSech trojihelnikti bude ,trojpravothelnik®, jehoZz vsechny
t¥i Ghly jsou pravé. Chtél jsem vysnény trojpravothelnik nakreslit, ale neslo to.
Kdyz jsem se dovédél, Ze soudet hld v kaZdém trojihelniku je roven 180°, po-
chopil jsem, Ze je to nemozné. Mdj ,trojpravothelnik je nesmysl. Neexistuje.
Je to prazdny pojem. Pozdéji, kdyz jsem uz leccos z geometrie znal, zacal jsem
zkoumat geometrii sféry. Objevil jsem, Ze nejkratsi spojnice dvou bodi na sféfe,
tj. »,usecka na sféfe“, je oblouk hlavni kruZnice (= fez sféry rovinou jdouci jejim
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stfedem). To mi umoZnilo zavést na sféfe pojem ,trojihelnik“ jako Gtvar ohra-
ni¢eny tfemi ,useCkami“. S nadSenim jsem zjistil, Ze zde ,trojpravouhelnik"
existuje a Ze je skuteCné krasny. Pfipadal mi hez¢i neZ &tverec v roviné.

3. Vymezovani pojmu

Dité na chrousta fekne ,,ptacek”, ale slepici odmitne nazvat ptakem, protoZze
ptdk je Zivij tvor, ktery létd. Rekneme, to dité se myli. Neni to presné. Piesn&jsi
by bylo fict — to dité chape pojem ,ptak“ jinak, nez jej chapeme my, dospéli.

Riiznost nasich predstav o vyznamu téhoz slova je pfi¢inou mnoha nedorozu-
méni. Proto je nutné, zejména v oblasti védeckého dialogu, presné vymezit slova
oznadujici pfedmét vyzkumu. Rekové pii vymezovéani pojmi hledali predevsim
jejich podstatu (dsia), tj. ,to, co je pii€inou byti“ ([A1], str. 139).

Recky termin pro vymezeni nebo definici je ,horos“ nebo ,horismos“. Pii-
vodni vyznam tohoto slova byl hrani¢ni kdmen, jimZ jsou oddélena dvé rizna
pole, mésta nebo staty. ,,Cilem hraniéniho kamene je zamezit moZznym hadkam
o Uzemi. Pfenesené pak ,horos“ je kritérium, které umoziuje rozhodnout o kaz-
dém konkrétnim objektu, zda néleZi do naseho pojmu, nebo ne. Kritérium bude
zdokonalovano a upfeshovano, kdykoli se objevi novy objekt, ktery lze pod da-
ny pojem zahrnout. Tedy kvalita kritéria vypovida o rozsahu objekti, jez byly
v souvislosti s danym pojmem zkoumany.“ piSe Heath v [HT], Vol. 1, str. 143. 1)
Didaktika. Heathova tvaha je pou¢nd pro vyuCovani matematiky, protoze
upozoriuje na genesi pojmu. Ve Skolské praxi bézné zavadime novy pojem de-
finici. Domnivame se, Ze tim pfedchézime nedorozuméni, nebot hned od zacatku
prace s pojmem je zcela jasné, co pojem oznacuje. Ve skutecnosti se vSak tato
jasnost a presnost tyka pouze ucitele. Zak ¢asto vniméa definici jako shluk slov,
za kterymi nemd Zadnou nebo velice chatrnou a nepfesnou predstavu. Kdyz
pak i kvalitu Zakova poznani pojmu posuzujeme podle toho, jak pfesné umi
definici odfikat, dochazi k nezadoucimu pamétovému uceni. Uvedeme ilustraci
ze zivota.

74k Petr piesné fekl definici pojmu ,shodné trojihelniky“, ale byl zcela bez-
radny, kdyZ po ném uditel zaddal nakreslit pfiklad. Na naléhani ucitele nakreslil
na tabuli rovnoramenny trojahelnik. Kdyz byl Zddan o vysvétleni, dodal ,rov-
noramenny trojihelnik mé shodnd ramena“. Uvedend shodnost byla ziejmé
jedina predstava, kterou slovo ,shodnost“ vyvolalo v Petrové hlavé. Definice,
kterou odfikal, byla pro néj pouze shlukem slov.

Tato skuteéna udélost ukazuje, jak dodrzovani teze ,pojem zavadime pres-
nou definici“ pfispiva k pronikani bacilu formalismu do kognitivni struktury
zéka. V historii matematického mySleni se Zadny dulezity pojem, jako napfi-
klad limita, prostor, funkce, mnohostén, vektor, ... nezrodil vymyslenim de-
finice. VZdy zde byla nejprve intuitivni pfedstava nebo soubor predstav. Pak
nasledovala dlouh4, nékdy i staleti trvajici, posloupnost etap vyjashovani a
upresiiovani a teprve pak bylo moZné pojem presné definovat.

Pouceni, které nam d4va historik sir Thomas Heath, zni: U¢&it Zdky pojmu X
neznamend uéit je definici pojmu, ale rozsifovat jejich zkuSenosti s konkrétnimi
pfipady pojmu X.
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Analyzou pojmt bod, primka, usecka, rovnobézka zaéneme nase putovani do
TfiSe neeukleidovské geometrie.

4. Pojmy Eukleidovych Z&akladi, pojem ,,bod*

Dnesni matematik se neptd po podstaté bodu nebo pfimky. Pro néj nosite-
lem podstaty nejsou jednotlivé pojmy, ale jejich vzajemné souziti, tj. struktura.
Snahu porozumét pojmim bod nebo pfimka vné struktury povazuje za détin-
skou, ne-li Skodlivou.

Reéti myslitelé zkoumali podstatu (dsia) vech dileZitych pojmi — filoso-
fickych i matematickych. Vysledky téchto priniki k podstatdm Casto vyrazné
zasdhly do myslenkového Zivota Reki. Napiiklad Zénén z Eleje skvélymi apo-
riemi zpochybnil pojem ,pohyb“. Tim vyrazné prispél k tomu, Ze se Eukleidés
ve své koncepci geometrie tomuto pojmu v maximalni mozné mife vyhyba.

Vstup do prvni knihy Eukleidovych Zdkladd (Stoicheia) tvofi dvacet tfi vy-
mezeni (horoi). P&t z nich ma pro naSe zkoumani zdsadni vyznam. Podivejme
se na né podrobné&ji. Recky termin eutheia nepiekladame; pfi¢inu oziejmime
v kap. 5.

1. Bod jest co nemd dilu (&dsti).
2. Cdra pak délka bez §irky.
3. Hranicemi édry jsou body.
4. FEutheia je édra, kterd svymi body tdhne se pFimo.
23. Rowvnobézky jsou dvé euthey leZici v téZe rovin€ a prodlouZeny jsouce na obé
strany do nekonecna, nikde se neprotinaji. 2)

Pro bod méli Rekové dva terminy: sémeion (= znak, oznaleni) a stigmé
(= misto na téle, kde do kiize vnikl hrot Sipu). Oba terminy ¥ikaji, Ze bod
je oznafenim mista ¢ili pozice. Takové chipani bodu, jak doklada Proklos
Diadochos (410-485), nachdzime u Pythagora (?7580-7500).

Aristoteles (384-322) pfisuzuje bodu podstaty dvé: misto a ned8litelnost.
Docteme se o tom napiiklad ve Fyzice IV,1 a VI,1: ,Nemdzem vSak presne
ur¢it rozdiel medzi bodom a miestom bodu“ ([A2], str. 122); ,,... ¢iara nemoze
byt utvorend z bodov, pretoZe je sivisla a bod je nedelitelny. Ani najkrajnejsie
konce bodov nemdZu tvorit jedno, pretoZe nedelitelné nemé koniec, ..., lebo
vec, ¢o nem4 Casti, nema ani koniec, pretoZe koniec a to, ¢oho je koncom, sa
lisia“ ([A2], str. 166).

Konetné Eukleidés, jak vidime z prvniho vyméru, pfiznava bodu jedinou
podstatu: nedélitelnost. Domnivame se, Ze pfifinu této volby nutno hledat
v platénské tradici. Podle ni podstata tkvi v neménné ideji, ne vSak v po-
mijivych konkretizacich ideje. Nedélitelnost je spole¢na vlastnost vSech bodi,
neméni se od pfipadu k pfipadu. Pozice je vSak pro kazdy bod jina.
Didaktika. Podobné& jako Eukleidés i Z4ci ZS pfi debatéch o podstaté bodu
upfednostiiuji jeho malost pred pozici. Na rozdil od profesionalniho matema-
tika 74k ZS, zejména pokud jde o zaka zvidavého, povaZuje takové debaty za
smysluplné, nékdy az fascinujici. Eukleidiv geometricky svét je mu v mnoha
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ohledech srozumiteln&jsi nez geometricky svét uéebnic budovanych na struktu-
ralnim pojeti geometrie.

5. Pojmy ,cara“ a ,eutheia“

Druhé Eukleidovo vymezeni je vénovano pojmu ara (grammeé). Pro Euklei-
da idea c¢dry splyva s ideou jednorozmérnosti, nebot je vymezena pomoci dvou
ideji: délky — pozitivné a Sife — negativng.

Hranice (peras) Cary je vymezena jinak neZ ostatni pojmy. Eukleidés zde
nerfikd, co to je, co tvori jeji podstatu. Uvadi pouze, co muze zastavat funkci
hranice ¢ary, totiz bod. Pfitom ono peras je nejen hranice, kterad oddéluje ¢aru
od necary. Je to i cil pro bod jdouci po ¢are, i konec takového putovani. Je vSak
pfipadné i vychod z Cary, kterd je touto hranici omezena.

Slovem eutheia oznacuje Eukleidés pfimou ¢aru. My toto slovo pfekladdme,
podle kontextu, slovy primka nebo usecka. Takovy preklad je nepfesny. Euklei-
dova eutheia neni ani primka, ani Gise¢ka. Eutheiu lze prodlouzZit, pfimku ne.
Eutheia nemad krajni body, isecka ano. Proto zde povazujeme za presnéjsi slovo
eutheia nepiekladat. Ted k vlastnimu vymezeni pojmu eutheia.

Podle vymezeni 4 obsahuje eutheia pouze ideu pFimosti a ideu ¢ary, ktera,
jak jiz vime, splyva s ideou jednorozmérnosti. Podstata euthey neni vSak
ideami primosti a jednorozmeérnosti vycéerpana. Dalsi idea, ktera je zde pritom-
né, je nepfetrZitost. Eukleidés ji pfimce pfiznava az dodatecné, v postuldtu 2
— viz kap. 6. Domnivame se, Ze ideu nepfetrzitosti shleddvd Eukleidés tak
samoziejmou, Ze ji pfi vymezovani euthey neuvede.

Z¥ejmé nejpodstatndjsi ze vSech tii ideji je primost, nebot ona dala primce
jméno. Nejen v CeStiné, ale i v latiné linea recta — recta, v anglictiné stright
line — stright, francoustiné driot — droite, némciné die Gerade — gerade a
rustiné prjamaja — prjamo.

Chce-li Eukleidés rozsifit eutheiu o ideu ohranicenosti nebo o ideu neohra-
ni¢enosti, musi psat eutheia peperasmenés (= ohraniGend), tj. dsecka, nebo
eutheia ekballomenai eis apeiron (= prodlouzend do nekonetna), tj. pfimka.
Tak p¥imka i Gsetka (a koneéné i polopfimka) jsou pouze specidlni pfipady
euthey, asi jako pravy, tupy a ostry thel jsou specialni pfipady thlu.

KdyZ jsem se poprvé s pojmem eutheia setkal, jevil se mi nepfesny a ne-
uplny. Dnes naopak se mi Eukleidova terminologie jevi jako pfirozenéjsi neZ
nase: vzdyt pfima ¢ara, kterou nakreslim pomoci pravitka na papife je eutheia.
Useckou se stane, aZ na ni vyznalim koncové body, a p¥imkou, a ji v mysli
pfizndm neohrani¢enost na obé strany.

3

Didaktika. Predstavy zZakil o pojmu ,,pfimka“ vice odpovidaji pojmu ,eutheia’
nez nadi p¥imce. Svédéi o tom napiiklad i nésledujici experiment. Zakiim pa-
tych a Sestych t¥id byl pfedloZzen obrazek: na ¢tveretkovaném papife je vyzna-
¢ena pfimka p a nékolik dalSich ¢ar a bodid. Jedna z otazek testu znéla , Kolik

miiZovych bodua lezi na pfimce p 7“. Vice nez polovina Zakid na tuto otazku
odpovédéla ,,étyri“, protoze eutheia p prochézela skutecné pravé ¢tyimi body.
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6. Rovnobé&Znost a postulaty (Aitémata) Eukleidovych Zakladd

Eukleidovo vymezeni rovnobéznosti ma vaZnou slabinu. Je negativni (euthey
jsou rovnobézné, kdyZ se neprotnou) a tedy téZ neefektivni (ne vidy jej lze
pouZit k ovéfeni rovnobé&Znosti dvou eutheii). JestliZze se totiz dvé euthey po
n-nasobném prodlouZeni nakonec protnou, vime, Ze se jednd o rtznobé&zky.
JestliZe se neprotnou, zlistdvime v nejistoté, nebot nevime, zda se neprotnou
po dalsim prodlouZeni.

Uvedenou slabinu vymezeni rovnobéznosti odstranil Eukleidés tim, Ze podal
efektivni ndvod na identifikaci rovnobéZnosti: zkoumané dvé euthey protal t¥eti
eutheou, zmé¥il vhodné dva z osmi 1hld, které tak vznikly a pomoci velikosti
jejich souétu jednoznaéné rozhodl, zda ptivodni euthey jsou rovnob&zné. Tento
postup je ukotven v patém postuldtu (obr. 1).

pd

s p

Obr. 1

Podivejme se na soubor viech péti postuldti, které Eukleidés uvadi hned za
skupinou 23 vymezeni.
Od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu lze vésti eutheiu.
Eutheiu lze nepfetriité (syneches) prodlouZit.
Z jakéhokoli stiedu jakjymkoli polomérem lze sestrojit kruh. 3)
Vsechny pravé uhly jsou navzdjem stejné.
KdyZ dvojice eutheii protata treti eutheou tvori na téZe strané vnitini wuhly
mensi dvou pravyjch, [pak] ony dvé euthey, prodloueny jsouce do nekonecéna,
sbihaji se na t€ strané, kde jsou uhly mensi dvou pravich.

Al i ol

Postulaty jsou zakladni evidence, pravdy, které jsou zcela zfejmé a nepo-
tfebuji tedy Zadné dalsi postupy osvétlovani. Zcela zfejmé je to, co se odehra-
va pfimo pred na$im zrakem. Proces prodluZovani eutheii do nekoneéna vsak
tuto kvalitu neméa. Cim vice eutheiu prodluZujeme, tim vice se vzdalujeme
z osvétlené Casti svéta do pfitmi. Jistota pohledu se vytraci. Proto, pry jesté za
Eukleidova Zivota, se objevily nazory, Ze se v pfipadé patého postulatu nejed-
na o postulat, o pravdu, kterou evidujeme bezprostfednim pohledem do svéta
geometrickych ideji, ale o tvrzeni, které je tfeba k evidenci pfivést pomoci jiz
evidovanych Etyf postulati.

JiZ prvni pokusy o dikaz patého postuldtu pfinesly jeho novou, prizraén&jsi
formulaci. Dvojice eutheif do nekoneéna prodluzovanych byla nahrazena dvojici
primek, eutheii do nekone¢na jiz prodlouZenych. Proces sbihani se (sympiptein)
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eutheii byl nahrazen vztahem protinini se (empiptisa) pfimek. Piivodni Eu-
kleidova myslenka byla nahrazena soudobou formulaci:

Postulat E. Bodem A, ktery neleZi na dané pifimce b, lze vést privé jednu
rovnobézku s primkou b.

7. P¥i¢iny naroénosti problému patého postulatu

Je podstatny rozdil mezi hleddnim pfedmétu zndmého a pfedmétu nezni-
mého. V prvnim piipadé vim, co hledim, a jen co hledanou véc zahlédnu,
okamZité ji identifikuji. KdyZ hledany pfedmét neznim, kdyZ mam o ném pou-
ze diléi pfedstavu, pak je moje hleddni tdpavéjsi. MiZe se mi dokonce stit, Ze
na hledany pfedmét hledim a piesto jej neuchopim, protoze jeho vzhled neod-
povida mé piedstavé o ném. Upln& beznad&jné se pak jevi hledéni pfedmétu,
jehoZ skuteénd podoba protife¢i mé predstavé o ném. Presné takové bylo hle-
déani feSeni problému patého postulatu. G. Saccheri jiz v roce 1733 na FeSeni
hledél, ale nevidél je. J. H. Lambert v roce 1786 dokonce FeSeni jasné opiSe, ale

zamita je jako snilkovstvi.

Matematici byli pfesvédéeni, Ze hledané feSeni ma podobu dikazu. Ve sku-
te¢nosti v8ak toto feSeni mélo podobu nového geometrického svéta. Tato pFe-
kvapivost byla prvni pfi¢inou naro¢nosti feSeni problému patého postuldtu.

Druhou pfi¢inou byla neuvéfitelnost feSeni. Bylo nutné pfipustit, Ze ve
svét& neplati postulat E, ale

Postulit N. Bodem A, ktery nelezi na dané pfimce b, lze vést aspoti dvé rizné
rovnobézky s primkou b.

ZkuSenosti, které jsme ziskali s jevem rovnobéZnosti pfi rysovani, vyrazné
protife¢i postulatu N. Stejné, ne-li ostieji, nase zkuSenosti protife¢i mnoha dal-
$im tvrzenim, které jsou dusledkem postuldtu N. Proto se nelze divit Lamberto-
vi, ktery jiZ v roce 1786 popsal nejen ucelenou teorii neeukleidovské geometrie,
ale dokonce i jeji moZnou realizaci, a pfesto ji jako snilkovstvi zamitl.

Objev neeukleidovské geometrie byl pfevratny krok vyvoje lidského mysle-

ni. Podobné jako objev komplexnich ¢isel nebo heliocentrické soustavy ukazal
néco, co protifetilo obecné pfijatému nizoru i kaZdodenni smyslové zkusenos-
ti ¢lovéka. Navic to bylo poprvé, co se povedlo dokizat, Ze v rdmci daného
axiomatického systému jisté tvrzeni dokazat nelze. Tato mySlenka se pak stala
jednim z pilifd vnimani svéta i lidskych moznosti.
Didaktika. Historickd zkuSenost nas vybizi k vétsi odvaze davat Zikam pfi-
lezitost hledat nepoznané. Rozvijet intuici i fantazii Zikd, podnécovat jejich
schopnost vytvafet v imaginaci objekty, které zatim nevidéli, nebo dokonce ani
netusili. Rozvijet jejich schopnost vysvétlit, pro¢ ten nebo onen objekt neexis-
tuje.

Takovou vyzvou mohou byt napiiklad dlohy:

1. Na ¢&veretkovaném papife najdi t¥i uzlové body, které jsou vrcholy rov-
nostranného trojihelnika.
2. Najdi zlomek, ktery nejlépe aproximuje &slo v/3.
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3. Sestroj v roviné stobodovou mnoZinu tak, Ze libovolné tfi z téchto bodi jsou
vrcholy tupotihlého trojihelnika.

4. Z tuctu rovnostrannych trojihelnikii a jednoho &tverce sestroj sit mnoho-
sténu.

5. RozfeZ ¢tverec na ostroihlé trojihelniky.

Z4k, ktery mneciti potfebu dokazovat, hled4 diikaz jen proto, Ze to od né&j
uditel Zada. Takova prace je ¢loveka nedlistojné. Jak dosdhnout toho, aby Zak
diikaz potfeboval ? Hledejme poudeni v historii.

8. Potfeba dokazovani

V soudasnosti jsou viechny zékladni discipliny matematiky poloZeny na axio-
maticky zéklad. Axiomaticky vyklad (primitivni pojmy, axiémy, definice, véta,
diikaz) je vychozi paradigma pro vétSinu vysokoskolskych udebnic matematiky.
Proto se ndm zd4, Ze dikaz je pfedeviim

stavebni kimen axiomatické struktury né&které discipliny.

Nasi soudasnou zkuSenost viak neméiZeme podsouvat t&m, kdo hledali diikaz
patého postuldtu v minulosti. Uvédomme si, Ze diferencialni poéet byl po dvé
stoleti rozvijen jako intuitivni struktura, Ze axiomaticky systém pfirozenych
&isel vytvofil G. Peano teprve v roce 1889, ,fisty“ axiomaticky systém plani-
metrie D. Hilbert v roce 1899 a pojmy jako pole nebo obor integrity tvofici
kostru axiomatizace algebry jsou aZ z 20. stoleti.

Je sice pravda, Ze axiomatickd stavba Zakladl byla jiZ od starovéku vni-
ména jako vzor pfesného budovini matematické discipliny, ale chidpina byla
piedevsim jako cviti§té pro gymnastiku ducha, nikoli jako norma. A konedné
Eukleidés sdm, jak ukazuje Vopénka ([VP1], str. 275-281), chipal dokazovani
(deiknimi) ve smyslu sjedndvani jistoty. Aspoii na za¢atku Zakladd. Tedy aZ do
druhé poloviny 19. stoleti diikaz byl cestou k hlub$imu pochopeni jevi, cestou

k odstratiovani pochybnosti a sjednavani jistoty.

Pé&kné to napsal Platén v dialogu Kratylos: ,tim dokdzat rozumim dat pied
oti“ ([P], 430e). Tedy dokdzat znamens uvidét, uzfit. Tam, kde vidime, kde
nemame pochybnosti, tam je diikaz zbyte¢ny. Tedy k tomu, aby ¢lovek dokazo-
vani vnimal jako smysluplnou ¢innost ducha, aby dikaz potfeboval, aby se jej
doZadoval, aby jej hledal, jsou nutné pochybnosti o pravdivosti vypovédi, kterd
je pfedmétem dokazovani. Bez téchto pochybnosti se dokazovani stivad pouze
logickou hrou, kter4 sice miZe slouZit jako gymnastika ducha, ale nezasahuje
do hlubin, ve kterych pfebyva Pravda, vniman4 jako hodnota svéta.

Didaktika. Z uvedeného rozboru plyne pro nas, uditele matematiky, pouceni.
Chceme-li, aby 74k vnimal dokazovani jako smysluplnou &innost ducha, aby
diikaz potfeboval, aby jej hledal, aby se jej doZadoval, je nutné kultivovat jeho
kritické mysleni, jeho schopnost pochybovat. Dokazovat Zikim, Ze dvé pfimky,
rovnob&Zné s piimkou tfeti jsou i vzajemné rovnob&Zné, je pochybené. O té&ch-
to faktech Zak nepochybuje a proto nechéipe, pro¢ je ma dokazovat. Dikaz
poZadujeme tam, kde pochybujeme. V tomto sméru je nafe vyucovani mélo
vyvéazené. Ulime Zaky dokazovat, ale neuc¢ime je pochybovat. Malo pozornosti



OBJEVOVANf NEEUKLIDOVSKE GEOMETRIE 115

vénujeme kultivaci schopnosti nedtivéfovat, kultivaci kritického mysleni. Uéime
zéky chodit po pfimych cestach, ale neu¢ime je rozumnému chovéni ¢lovéka hle-
dajiciho, bloudiciho a pochybujiciho. Mélo t&Zime z moudrosti Aristotela: ,,Kdo
chce v FeSeni otazek dojit k dobrému vysledku, musi dovést spravné pochybo-
vat.“ ([Al], IIL,1). Dodejme, Ze kriticky myslici obéan je asi hlavni zirukou
demokracie pied hrozbou totality.

9. Divody pochybnosti a hledani jistoty

Rekli jsme, Ze z¥idlem ditkazu je pochybnost. Podivejme se na diivody, které
vedly k zpochybnéni pravdivosti patého postulatu. Domnivime se, Ze divody
jsou dva.

Prvnim byla neskladna formulace myslenky. Zjevna pravda by se méla dat
naformulovat struéné. Formulace patého postuldtu je hluéna. Bylo k ni zapot-
febi vice slov neZ jich spotfebovaly &tyfi postuldty predchézejici — v ¢etiné i
TeCtiné.

Druhym diéivodem pochybnosti byly zkuSenosti Rekt s ofidnosti smyslového
poznéni. Slavné Zénénovy aporie, skvély piiklad kultivace kritického mysleni,
vznikly vice nez dvé stoleti pfed Eukleidem a vytfibily citlivost a ostraZitost
mysli zejména ke dvéma fenoméntim: pohybu a nekoneénu. Oba tyto fenomény
jsou v patém postuldtu p¥itomny. Pohyb implicitné, v procese prodluZovani
eutheii a nekone¢no explicitné jako sméfovani procesu prodluzovéani. Navic ne-
kone¢no z patého postuldtu bylo je$té nepfijemnéj$i neZz nekoneéno v, Fekné-
me, Zénénové pribéhu o Achilleovi a Zelvé. Zatimco zdvod Achillea se Zelvou
probiba pfimo pfed naSimi zraky, je existence priseciku sbihajicich se pfimek
odsunovéana do neosvétlenych ¢asti svéta. A tam, kdoZ vi, co se miiZze pfiho-
dit. K pochybnostem mohla pak pfispét i opatrna formulace Eukleidova. On
nehovoii o tom, Ze se dané pfimky protinaji, ale pouze Ze se sbihaji. A sbihat
se mohou i asymptoticky. Napftiklad hyperbola a jeji asymptota se pfi spole¢né
cestd k obzoru neomezené pfiblizuji, ale nikdy se nesetkaji. Podobné nékteré
dalsi kiivky, napfiklad konchoida.

Dokézat paty postuldt tedy znamend sjednat si jistotu, Ze p¥i oznaleni ob-
razku 1 plati: je-li soucet vyznaenych hli mensi nez 2R, pak se pfimky p, q
protnou. Najit tento diikaz znamena najit jiny zptisob evidence rovnobé&znosti,
ideu, ktera je
1. uréujici pro jev rovnobéZnosti,

2. vyvoditelnd z prvnich ¢tyf postulati a
3. ovéfitelna v ramci osvétlené Casti roviny.
Z mnoha pokusii o nalezeni takové ideje jsme vybrali pé&t.

* Posidonios (?7135-750) naSel ideu rovnobé&Znosti v pojmu, ktery dnes nazy-
vame ekvidistanta.

* Ptolemaios Klaudius (?7100-7178) postavil sviij diikaz na dobrém zakladg,
ale dopustil se logické chyby.

* Proklos Diadochos (410-485) pfedpokladal, %e vzdalenost spoleénych kolmic
na danou pfimku je ohranicena.
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* Tbn Quarra (830-901) vzal pfimku p a mimo ni bod A; svazek ¥ polopfimek
vychézejicich z bodu A rozdélil do tfi t¥id: na vzdalujici se od p, protinajici
p a dvé zbyvajici, které spoletné tvoii hledanou rovnobé&zku. Druhy Ibn
Quarriiv argument byl zaloZen na pfedpokladu, Ze existuje posunuti.

* Bertrand (1731-1812) pfedpoklidal, Ze plati postulat N a rovinu pak roz-
loZil dvéma zplisoby: na nekoneény pocet shodnych past a konecny pocet
shodnych Ghli, pfi¢emZ Ghel byl ¢asti pasu. Tim doSel ke sporu.

KaZdy z uvedenych péti pokusi prozkouméame.
10. Posidonios (?7135-750)

Byzantsky matematik a filosof Proklos doklidda, Ze Posidonios navrhoval
jinou definici rovnobézky. V soudobé terminologii by Posidoniova definice znéla:

Definice A. Necht je dana pfimka p a mimo ni bod Q. Pf¥imku g, kter4 se
sklada ze viech bodi X poloroviny pQ, pro néz plati [pX| = |pQ|, nazveme
rovnobéZzka s piimkou p vedena bodem Q.

Neni tézké z uvedené definice vyvodit dikaz postulatu E. Na druhé strané
je zaréaZejici, Ze naro¢nost dikazu zisadné zavisi na definici nékterého pojmu.
Diivérnéjsi pohled na obé definice pojmu rovnobé&Znosti ndm odhali, v ¢em
tkvi zdanlivy paradox. Rovnobé&zka Eukleidova (pfimka neprotinajici danou
pfimku) je n&co zcela jiného n&% rovnobézka v Posidoniové smyslu. Podstatou
Posidoniova diikazu je pfesvédéeni, Ze rovnobé&zka, kterou definice A zavadi, je
pfimkou. Odkud bere Posidonios uvedené piesvédéeni? Ziejmé z intuice. Kdy%
vSak tuto intuici podrobime kritice, zjistime, Ze musime postupovat opatrnéji.
Ideu, ktera je zde ztotoZnéna s ideou piimky, musime od ideje pfimky oddélit.
Utinime tak novou definici (viz obr. 2).

~_ % a X

! |

b — - —~

p

Obr. 2

Definice B. Necht je dina p¥imka p a mimo ni bod Q. Céru g, kters se
sklada ze vSech bodi X poloroviny pQ, pro n& plati |pX| = |pQ|, nazveme
ekvidistanta pfimky p vedena bodem Q.

Podstata Posidoniova dikazu spoéivd v neopravnéném a asi nevddomém
ztotoZnéni ideji ekvidistanty a pfimky. Posidoniovu chybu jasné vidél Geminos
z Rhodu (1. st. pf. K.), ktery viak, dle svédectvi Prokla, ,by povaZoval existenci
rovnobéZek, které nejsou ekvidistanty, za nejparadoxn&jii (peradozotaton) v ce-
1é geometrii“. Tedy Geminos si jiZz plné uvédomoval, Ze idea rovnob&Zky neni
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totoZn4 s ideou ekvidistanty. Byl viak pfesv&dden, Ze tyto ideje jsou neodludi-
telné.
Didaktika. S podobnou nekorektnosti — Ze totiZ ve vyroku, ktery je pfed-
klddan jako definice, je ukryto tvrzeni — se v historii matematiky vibec, a
v historii p4dtého postuldtu pak zv14stE, setkivime nezfidka. A nejen v historii.
Podobné nekorektnosti najdeme i v soudobych uéebnicich. V jedné z nich na-
pfiklad &teme: ,Definice. Trojhelnik, jehoZ strany jsou shodné a jehoZ kaidy
vnitini Ghel je 60°, se nazyva rovnostranny“.
Umét vymezovat pojmy bez uvedeného nedostatku, nebo dokonce umét ta-
kovy omyl odhalit, je znAmkou znané vyspélosti matematického my¥leni Z4ka.
Existuje nékolik zplisobi, jak lze kultivovat schopnost #akd analyzovat a-
tvofit definice. Jeden z nich zde uvedeme. Zsk dostane seznam p&ti — deseti
podminek, které viechny se vztahuji k, fekn&me, &tyfthelnfku. Ukolem #4ka je
vybrat ze seznamu skupinu podminek P splitujici dva poZzadavky:
1) skupinou P je pojem étverec definovén a
2) #4dnou vlastni podskupinou skupiny P pojem ¢tverec definovén neni.

11. Ptolemaios Klaudius (7100-7178)

Astronom, matematik, geograf, jeden ze zakladateld sférické trigonometrie,
autor Almagestu, udebnice, kter4 po staleti patfila k nejpouZivan&jiim uceb-
nicim matematiky, tviirce na svou dobu pfesnych trigonometrickych tabulek
(hodnoty &isel sin 1° i 7 zjistil s pfesnostf 10™4).

Ptolemaiiv ,diikaz“ (viz obr. 3).

Gy D
C ﬂ' /3
o'/ o
A ’F B
Obr. 3

Necht jsou diny rovnob&fky AB a CD a necht FQG je jejich transverzila.
Uhly o, 8,0/, ' oznaéme jako na obrazku. Pak je thel a + 8 bud vétsi, nebo
rovny, nebo mensi ne% 2R. Pfedpokladime, e kdy% néktery z t&chto piipadi
(napf. a+8 > 2R) plati pro jednu dvojici rovnob&%ek, plati pro kaZdou dvojici.
Nyni FB, GD jsou rovnob&né; tedy i FA, GC jsou rovnob&Zné. ProtoZe je
a+f>2R,jetéi o'+ > 2R Paka+ B+ a + ' > 4R, cof je ziejm&
nemo#né. Tedy a + 8 nemiZe byt v&tsi neZ 2R. Stejn& nemiZe byt ani mensi
ne% 2R. Proto musi byt o+ 8 = 2R.
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Podstatou Ptolemaiova diikazu je idea homogenity roviny: kdy#% jist4 zako-
nitost plati pro jednu dvojici rovnobéZek, plati pro kaZdou dvojici rovnobéZek.
Idea homogenity roviny je hlubok4 a pravdiva. Zde se Ptolemaios nemylil. Chy-
by se dopustil pfi pouZiti této mySlenky. A nebyla to chyba détinski. Odhalit
ji déla nemalé potiZe i matematicky vyspélym stiedoskoldkim.

Jédrem chyby je nejasné klasifikace moZnych p¥ipadi: vztah a+8 > 2R, tak
jak jej Ptolemaios interpretuje, charakterizuje vzijemnou polohu polopfimek,
nikoli p‘fimek Je-li @+ B > 2R pak se polopfimky F'B a GD neprotinaji. Je-li
soutasné o' + ' > 2R, pak se polopfimky GC a FA neprotinaji. Zde oviem
k Z4dnému sporu nedochazime.

Obhéjce Ptolemaiova diikazu miiZe viiéi nasi argumentaci namitat, %e jsme
nedodrZeli podminky: body A, B, F leZi na pfimce i body C, D, G le#i na piim-
ce. V takovém p¥ipadé z obrazku 3 vymaZu fecka pismena a, 8, a’, ' a na jejich
mista napisi velikosti Ghli 88°,89°,92° 91°. Pak se zeptam Ptolemaiova obh4j-
ce, zda pro pfimky AB a CD plati a + 8 > 2R nebo a + 8 < 2R. Odpovéd
na poloZenou otadzku zavisi od toho, které ihly oznadim a a . Tedy uvedend
klasifikace je nekorektni. Korektni klasifikace pfipousti pouze dvé t¥idy: prvni
je charakterizovina vztahem a + 8 = 2R, druhi vztahem a + 8 # 2R.
Didaktika. Analyza Ptolemaiova ,dikazu“ dava Zakdm piileZitost zamyslit
se hned nad dvéma myslenkovymi procesy, v nichZ se asto chybuje. Jsou to
klasifikace a oznadovani geometrickych objekti. Ilustraci posledniho miZe byt
oznafovéni trojahelnik. Podle uebnice jsou terminy ,trojihelnik ABC“ a
»trojihelnik ACB“ rizné, ale Zici, a ¢asto ani uéitelé, je tak nevnimaji. Nevé-
fite? Zkuste si udélat experiment. Nakreslete rovnostranny trojihelnik ABC
a zeptejte se Zikd, kolik je na tabuli trojihelnikd shodnych s trojihelnikem
ABC.

12. Proklos Diadochos (410—485)
Proklos pii dokazovédni patého postulatu vychézel ze situace popsané Eu-

kleidem: pfimky AB a CD jsou protaty pfickou EF tak, Ze soucet thld DFE
a BEF je mensi neZ dva pravé (obr. 4).

N
E H

@®

Obr. 4
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Pak sestrojil pfimku E H tak, aby soucet thli DFE a HEF byl rovny dvéma
pravym. Kone¢né uvedl argument: protoZe se body na ramenech thlu HEB
pfi vzdalovani se od bodu E neomezené vzdaluji a vzdalenost pfimek CD a
EH je omezena, musi nutné rameno EB protnout pfimku CD.

Technickym nedostatkem Proklovy argumentace je vagni popis onéch dvou
bodt, které se pohybuji po polopfimkich EB a EH a neomezené se vzdaluji
od bodu E. Nedostatek lze lehce odstranit napiiklad tim, Ze poZadujeme, aby
spojnice téchto bodd byla kolmé na pfimku EH. Nebo tim, Ze poZadujeme,
aby vzdalenost obou pohybujicich se bodli od bodu E byla stéle stejné.

Neodstranitelnym nedostatkem Proklovy argumentace je pouZiti zdanlivé
samoziejmého, ale nedokazaného tvrzeni: ,,vzdalenost polopfimek FD a EH je
omezend“. Dodejme, Ze zdanliva samoziejmost uvedeného tvrzeni vynikne je$té
lépe, kdyZ pfimku EF volime jako kolmici na AB. Tedy podstatou Proklova
pokusu je idea vzdalenosti rovnobéZek a vira, Ze tato vzdalenost je omezen.

Porovnejme chyby, jichZ se dopustili Posidonios, Ptolemaios a Proklos. Na
prvni pohled vidime, Ze charakter chyby Posidonia i Prokla je tyZz. Spodiva
v pfijeti jistého tvrzeni, které, a¢ zdanlivé samoziejmé, dokizano nebylo (a do-
dejme, Ze se dokdzat ani nedd). Jinak fefeno, tito muZi nahradili postulit E
jinym tvrzenim, které lze vzit misto postulidtu E. Posidoniovo tvrzeni uvedeme
dokonce ve dvou formulacich. Prvni je pfesnéjsi, druhd umoZiiuje porovnani
myslenek Posidonia a Prokla.

Posidonios 1. Ekvidistanta piimky je primka.
Posidonios 2. Vzddlenost spoleénijch kolmic dané piimky je konstantni.
Proklos. Vzddlenost spoleénjjch kolmic dané primky je omezend.

Posidonios Zad4 vice neZ Proklos. Mé&fim-li velikost rozchodu dvou rovnobé-
#ek v riznych mistech, pak takto méfena vzdalenost je podle Posidonia stdle
stejnd, podle Prokla moznd riznd, ale omezend piedem dangm éislem.

Pfednosti Posidoniovy myS$lenky je jeji efektivnost: kdyZ chci zjistit, zda
jsou pfimky p, ¢ rovnobéZné, zvolim na ¢ tfi rtizné body a zmé&fim vzdélenost
kazdého z nich od pfimky p. Pfimky jsou rovnobéZné pravé kdy% viechny tfi
vysledky jsou stejné. '

Proklova myslenka sice neposkytuje efektivni zptsob verifikace zda jsou dvé
konkrétni pfimky rovnobé&iné, zato se vSak jevi jako hlubsi, protoZe je slabsi.
Podminka omezenosti funkce je vyrazné& slabsi neZ podminka jeji konstantnosti.

Ptolemaios, na rozdil od Posidonia a Prokla, neodhalil Ziddnou novou ideu
jevu rovnobé&Znosti. Jeho pfispévek k objevu neeukleidovské geometrie je mi-

zivy. Z hlediska didaktického je vS8ak Ptolemaiova chyba pouéné. Pravé proto
jsme ji zde uvadéli.

13. Ibn—Quarra (830-901)

-Arabsky matematik bagdiddské $koly. Uvedeme dvé z mnoha jeho Gvah v&-
novanych patému postulatu. :



120 MILAN HEINY

vzdaluji se

pfiblizuji se

p
Obr. 5

Prvni, mirn& modifikovanou, mame na obr. 5. Necht A je bod neleZici na
pfimce p. Necht T je svazek viech polopfimek s potitkem v bodé A. Ve svazku
vyélenime dvé tfidy: v prvni budou polopfimky, které se od pfimky p vzdaluji,
ve druhé ty, které se k p pfiblizuji. Obé& tyto t¥idy jsou pak oddéleny dvéma po-
lopfimkami tvoficimi jedinou pfimku — to je rovnobéZka s p vedend bodem A.

Ibn-Quarrova tivaha je opisem, nikoli argumentem. Autor ukazuje, jak lze na
jev rovnobé&Znosti pohledét, ale nedokazuje, Ze kaZda p¥ibliZujici se polopfimka
nutné pfimku p protne.

Cena ibn-Quarrovy Gvahy je v novém pohledu. Ve viech pfedchozich tva-
héch se rovnobéZnost uvaZovala bud jako vztah dvou p¥imek, nebo jako limitni
pfipad jevu riznob&Znosti. Zde poprvé se rovnobéznost chipe jako rozhrani¢u-
jici pfipad v mnoziné polopfimek — jako hranice mezi tfidou pfibliZujicich se
a tfidou vzdalujicich se polopfimek. Myslenka definovat niro¢ny pojem jako
objekt rozhranitujici dvé snadno popsatelné mnoZiny byla v roce 1872 uZita
R. Dedekindem na zavedeni pojmu redlné &islo — Dedekindiv fez.

Druh4 Gvaha uZiva pfimo€ary pohyb pevného télesa. Na télese zvolim vhod-
né dva body A, B a téleso kousek piimodaie posunu ve sméru kolmém na piim-
ku AB. Tim se body A, B pfemisti do bodi C, D. Pak ibn-Quarra dokéize, %e
étyfahelnik ABDC je obdélnik se étyfmi pravymi dhly. Odtud jiZ paty postu-
14t vyplynul v té dob& zndmymi postupy. V tomto druhém vtipném ,dikazu®
objevil Ibn Quarra dalsi tvrzeni ekvivalentni postuldtu E: v roviné ezxistuje
posunuti. Vime, Ze Eukleidés ideu pohybu do geometrie nepfipoustél.

Didaktika. Podivejme se na ob& Gvahy o¢ima ucitele. V prvni vidime vyznam-
ny metodologicky posuv: misto jednotlivych objektd uvaZuje ibn-Quarra celou
mnozZinu objektd. Idea, kterou je vyvoj matematiky prostoupen a kters patii
k zékladnim mySlenkovym operacim nejen matematiky, ale kazdého teoretické-
ho mysleni. Vznik pojmu ¢&islo, vznik algebry, nebo vznik funkcionilni analyzy
— to viechno jsou pfiklady uvedeného myslenkového zobeciiovani.
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V druhé tivaze je geometrie zkoumana prostiednictvim pohybu. Podle na-
gich zkuSenosti je zavedeni pohybu do geometrickych situaci pro nékteré zaky
osvétlenim, pro jiné spiSe zatemnénim problematiky. Néktefi zaci upfednostni
statické (S) uchopeni pojmu nebo jevu, jini kinematické (K). Typickymi p¥i-
klady jsou pojmy: thel (¢4st roviny — S, otofeni — K), rotace (oto¢eni — S,
otafeni — K), vektor (t¥ida vazanych vektordt — S, posunuti — K).

Dodejme, Ze Zadny ze studentii, budoucich u¢iteli matematiky, s nimiZ jsme
o problematice diskutovali, neodhalil, v ¢em je podstata omylu druhé argumen-
tace ibn-Quarry.

14. Louis Bertrand (1731-1812)

Svycarsky matematik, Z4k Eulertv. Bylo mu 11 let a 5 mésict, kdy% zacal
navstévovat Ecole Polytechnique. V druhém dilu prace [BL] z roku 1778 uvadi
tento kouzelny ,diikaz patého postulatu (viz obr. 6).

L M

A P B

Obr. 6

Necht jsou AB a M N kolmice na usetku PL (P € AB,L, € MN). Necht
LC je rovnobézka s AB, pficemz C lezi uvnitf pasu rovnobézek AB a M N.
Pak cely Ghel CLM (nebo thel CLN) lezi uvniti daného pdsu. Pési lze do
roviny uloZzit nekoneéné mnoho. Sta¢i osovou soumérnosti podle hranice pasu
tvorit pas nasledujici. Av8ak tuhel se do roviny vejde pouze konecné krat. To je
spor. Uslechtila chyba je zaloZena na tom, Ze s nekone¢nymi mnozinami délame
operace jako by byly koneéné. Dodejme, Ze v uvedené dobé byly zkuSenosti
matematikl s rozkladem nekone¢nych mnozin malé.

Didaktika. Bertranduv ,dtkaz“ byl jednim z asi deseti ,,dikazi“, které jsem
ukazoval Zdkdm na jednom tydennim soustfedéni olympionikid. VétSiné zaka se
pravé tento argument jevil nejen jako nejduchaplnéjsi, ale té% jako nejpresvéd-
Civejsi.

Olympionici chybu neobjevili ani po dvou dnech. Pak jsem jim ukazal né-
kolik prekvapeni, kterd lze zazit, kdyz s nekoneénymi mnoZinami nebo objekty
nekoneéné miry pracujeme, jako by to byly objekty koneéné. Zaci viechny mé
priklady viceméné akceptovali, ale jejich viru v Bertrandiv diikaz to neoslabilo.
Jejich obhajoba Bertrandova diikazu vyustila do hypotézy, ktera byla ostfejsi
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ne% domnély Bertrandiv paradox, protoZe pracovala pouze s kone¢nou a ne
nekone¢nou soustavou podmnoZin.

Hypotéza. Necht je v geometrickém prostoru P dén atvar U a jeho vlast-
ni poditvar V. Necht dile V;,Vs,---,V, je takova n-tice Gtvard shodnych
s itvarem V, kterd pokryva cely prostor P. Necht koneéné Uy, Us, -+ ,Uny je
jakéakoli (n + 1)-tice Gitvart shodnych s Gtvarem U. Pak v prostoru P existuje
bod X, ktery je vnitfnim bodem aspoii dvou z ttvart U;.

Z4ci se dozadovali, abych Hypotézu vyvratil protipfikladem. A% pak pry
uvéfi, Zze Bertrandiv dikaz je chybny. Slabinou uvedené hypotézy je pojem
»geometricky prostor P“. Proto jsem Zadal Ziky, aby pfesné fekli, co tim mini.
Nejprve fekli, Ze tim mini rovinu, ve které plati prvni éty¥i Eukleidovy postu-
laty. Pak postupné tento pojem rozsifovali. Rekli, Y¢ P miiZe byt pfimka, nebo
i plocha kulové, nebo anuloid, nebo povrch krychle, ...

Hledal jsem poZadovany protipfiklad uvnit¥ eukleidovského svéta, ale neu-
spél jsem. Nevim, zda takovy piiklad existuje. KdyZ neexistuje, pak je Bert-
randova idea upravena do uvedené hypotézy ekvivalentni patému postulitu.

Jediny zpisob, kterym bych umél vyvratit ndmitky Zakd, je sezndmit je
s nékterym z model neeukleidovské roviny. To je vSak cesta pfili§ naro¢na a
dlouha. M4-li ¢tenaf jiny ndpad, jak vybiednouti z této didaktické pasti, uvitam
jeho poudeni.

15. Saccheri a jeho novy pfistup k dikazu patého postuliatu

Pfes dvoutisicileté usili pfednich matematikt se nepodafilo najit vymezeni
rovnobé&znosti, které by bylo vyvoditelné z prvnich &tyf¥ postuldti a ovéfitel-
né v osvétlené &asti roviny. Novy pfistup k FeSeni problému objevil Girolamo
Saccheri (1667-1733). I on se v8ak nejprve pokousel najit pfimy dikaz. Podivej-
me se, jak ,dokazal“, Ze neexistuji sbihajici se pfimky. Necht p, g jsou sbihajici
se pfimky (obr. 7).

I
1
; ]
! :
! L
g Y Y, v
Obr. 7

Vedme z bodu X pfimky p kolmici XY na q; Y € gq. Posouvejme bod X
smérem do toho nekone¢na, k némuz se p, ¢ sbihaji. P¥i tomto pohybu se bude
tsetka XY zkracovat a jeji Ghel s pfimkou p se bude bliZit k pravému thlu.
V nekoneénu body X,Y splynou, ale pfesto smér pfimky XY zde existuje a
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je kolmy k ob&ma pfimkam p,q. Saccheri zavird tivahu tvrzenim ,,to odporuje
pfirozenosti pFfimky“.

Uvedend konstrukce je vtipnd, ale dovolava se piirozenosti primky a jeji
nejdileZitéjsi krok se uskuteéni na hranici obzoru, v temné &asti zkoumaného
svéta. SAm Saccheri neni s ,,dikazem“ spokojen a dokonce se zfika nadéje najit
piimy dikaz postuldtu E. Voli zcela novy pfistup. Pokousi se vyvratit postult
N pomoci kontradikce. Chce dokézat, Ze postuldt N je nesluditelny s prvni-
mi ¢tyfmi Eukleidovymi postulaty. Jeho mysSlenka, jako koneén& mnoho jinych
skvélych my$lenek, je prosti. Pripusti, Ze plati sou¢asné jak postuldt N, tak
i prvni &tyfi eukleidovské postulaty. ProtoZe véfi, Ze tato tvrzeni jsou logicky
nesluditelnd, je presvédéen, Ze kdyZ bude tento rozporuplny systém dostated-
né& dlouho rozvijet, nutné dospéje ke sporu. Tim bude postuldt N vyvricen a
tedy postuldt E potvrzen. V praci [SC] (Eukleidés ode vdech poskvrn zbaveny,
¢ili pokus stanoviti nejprunéjsi poddtky celé geometrie) z roku 1733 zkouma.
disledky plynouci ze zavrhnuti postulitu E.

D C

\;f/

A (]
A E B
Obr. 8

Sestroji &tyfihelnik ABCD (viz obr. 8), ve kterém jsou strany AD a BC
shodné a tihly <A a <B pravé. Pfimka EF spojujici stied E strany AB a stfed
F strany CD je osou soumé&rnosti obrazku. Proto jsou tihly <C a <D shodné.
Teoreticky vzato mohou byt a) tupé, b) pravé, c) ostré. Piipad a) je nemoZny,
pfipad b) vede na Eukleidovu geometrii. Zbyva zkoumat piipad c), ktery byva
citovan jako tieti hypotéza nebo hypotéza ostrého ihlu.

—_, - — - ——

Po riznych Gvahich Saccheri pomoci infinitesimalniho po¢tu, nejmodernéj-
§iho néstroje té doby, hledd délku ekvidistanty mezi body C, D. Chybné zjisti,
Ze je to vzdalenost AB a spravné pak z toho vyvodi, Ze se kolmice AD a BC
nemohou rozchizet. Od Proklovych dob bylo zndmo, Ze toto tvrzeni je ekviva-
lentni s pAtym postulatem. 4)

G. Saccheri mél tedy cil v dohledu, ale nebyl si toho védom. Jesté blize cile
byl Saccheriho pokrafovatel J. H. Lambert, kterym ukonéime na$ pohled do
historie pfedchiidcti objevu neeukleidovské geometrie.

16. Johann Henrich Lambert a 5tastny konec povidani
J. H. Lambert (1728-1777), némecky matematik, fyzik, astronom i filosof.

Zavedl funkce sin a cos. Proslavil se diikazem iracionality éisel 7 a e. Kromé
toho oteviel dokofdn okno do neeukleidovské geometrie a uzfel nejen hluboké
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pravdy tohoto svéta, ale i jejich vztah ke geometrii eukleidovské. Presto se
nestal objevitelem neeukleidovské geometrie. Nedokézal se zbavit pfedsudku,
Ze to, co vidi, je fatamorgéna.

V préci [LJH] z roku 1786 Lambert vyvodil celou sérii tvrzeni, kterd plynou
z hypotézy ostrého ihlu, tj. z postuldtu N. Podivejme se na tfi z nich.

1. Ezistuje apriorni mira délky, obsahu i objemu.

2. Jsou-li dva +itvary podobné, pak jsou shodné.

3. Soudet dhli v trojuhelniku nedosahuje 180° a tento dluh je vidy umérny
obsahu daného trojihelnika.

Lambert znal sférickou geometrii. V&dél, Ze i tam plati tvrzeni 1 a 2 a dokonce
i tvrzeni analogické k tvrzeni 3:
3'. Soudet uhli v trojihelniku piesahuje 180° a tento nadbytek je vidy umérny

obsahu daného trojihelnika.

Udivujici paralela mezi zndAmou geometrii sféry a ,,pomyslnou“ rovinou ko-
mentoval Lambert pozndmkou: ,Ich sollte daraus fast den Schlumachen, die
dritte Hypothese komme bey einer imaginiren Kugelfliiche vor. Wenigstens

mufl immer etwas seyn, warum sie sich bey ebenen Flichen lange nicht so
leicht umstofen 148t, als es sich bei der zwoten thun lieB.“ ([CM], str. 401). 5)

Prekrodit pfedsudky o existenci jediné rovinné geometrie a objevit existenci
geometrie neeukleidovské bylo dopféno tfem lidem. Objev jako prvni zveiej-
nil v roce 1829 Rus Nikolaj Ivanovié Lobadevskij (1792-1856). Pak, nezivisle
na ném, v roce 1832 Madar Janos Bolyai (1802-1860). T¥etim objevitelem byl
Némec Karl Friedrich Gauss (1777-1855). Ten, a¢ novou geometrii objevil zfej-
mé jako prvni, sviij objev tajil. Ob4val se, Ze pfevratnost myslenky pfivola na
hlavu objevitele blesky lidi mocnych, nepfipravenych piekonavat predsudky.

Epochélni objev nebyl matematickou obci akceptovan. Byl pfili§ netekany a
odporoval staleté zkuSenosti ¢lovéka. Bylo potfebné dalsi pilstoleti, aby se na-
Sel pfesvéd¢ivéjsi argument neZ logicka konzistentnost nové geometrie. V roce
1868 potvrdil italsky geometr Eugenio Beltrami (1835-1900) Lambertovu pied-
povéd o platnosti ,,pomyslné geometrie“ na ,imaginarni sféfe“. NaZel plochu,
jejiz geometrie je geometrii neeukleidovské roviny. Tim rozhodujicim zpisobem
prolomil pochybnosti o existenci neeukleidovské geometrie. Pozdéji Némec Fe-
lix Klein (1849-1925) a Francouz Henri Poincaré (1854-1912) ukézali, jak se
da neeukleidovska rovina modelovat v roving eukleidovské: bud jako vnitfek
eukleidovského kruhu, nebo vnitfek eukleidovské poloroviny.

Posledni etapu objevu jsme pouze naértli, abychom nenechali piib&h nedo-
konden. Rozklady didaktické viak jiz délat nebudeme.

Poznamky
1) To, zda bude nebo nebude novy objekt pod obecny pojem zahrnut, je ¢asto

véci dohody. Napfiklad zda nekonvexni &tyfahelnik budeme povaZovat za
&tyfahelnik. JestliZe novy objekt uvede existujici kritérium a na$i intuici do
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nesouladu, dochéazi obvykle k zmé&né kritéria. KdyZ k takové situaci dojde ve
tiidé, otevira se uditeli skvéla piilezitost, nechat problém otevien. Napiiklad,
kdy?Z se poprvé objevila rovnice, jejimZ feSenim byl zlomek a ne celé &islo, &ast
t¥idy feSeni odmitla a dovolavala se piedchozich zkuSenosti. N&kolik Zik
vSak FeSeni povaZovalo za legitimni. Spor jsem nechal otevien. Po néjakou
dobu byly ve t¥idé rovnice FeSeny ve dvou alternativnich teoriich, aZ koneéné
ta, kterd pfipoustéla i racionélni FeSeni, zvit&zila. Podobné pf#i zkoumani
vyrazu 0/0 bylo po vice neZ jeden rok ve tfidé nékolik teorii.

2) Ve vymezenich 5.— 22. jsou zavedeny pojmy plocha, hranice plochy, rovina,
rovinng dhel dvou éar, pifimy thel, kolmice, tupy a ostry tihel, meze, itvar,
kruh a jeho obvod, stied, primér, polokruh a jeho stfed, mnohothelnik, troj-
thelnik rovnostranny, rovnoramenny, riznostranny, trojihelnik pravoihly,

vv 2

tupothly, ostroihly, étverec a obdélnik, kosoctverec, kosodélnik, lichobéinik.

v 2

3) Pojem polomér (diastémati) uziva Eukleidés ve dvou vyznamech: jako tise¢ku
SA, kde S je stfed kruhu a A libovolny bod hraniéni kruZnice, nebo jako
délku této dsecky.

4) Ctytthelnik na obr. 8 zkoumali jiz d¥ive arab¥ti matematici al-Chajjam
(1048-1131) a at-Tasi (1201-1274). Pfesto nese tento &tyFihelnik jméno
Saccheriho. Asi oprédvnéné. Jeho analyzy daného é&tyfihelnika byly vyraz-
né hlubsi nez zkoumani obou jeho pfedchiidci.

5) Preklad J. B. Pavli¢ka, viz [PJB] str. 168: ,Z toho bych mal &init takika
z4vér, Ze tfeti hypothesa plati pro imaginarni kulovou plochu. Jisté€ v tom
musi néco byt, Ze ji nelze pro rovinu zdaleka tak snadno vyvratit, jako se to
podafilo s druhou hypothesou.“
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