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T1ZI PROJEKTIVNI GEOMETRII
NESNESITELNE BREMENO DEJIN ?

KAREL ZITNY, IGOR ZOLOTAREV

1. Uvod

K nézvu pfednésky nés piivedla &etba Ivana Svitdka [?]; naSemu zdméru by
viak poslouZila rovn&Z parafraze ndzvu Kroutvorovych eseji [?]. PFfestoZe vyu-
Zijeme, piipadné zneuZijeme politickych, literarnich nebo dokonce teologickych
narazek, jeden z podnéti, ktery nabizi novéjsi ¢eské literatura, pomineme. Jan
Kfen nazev své knihy [?] ukonil otaznikem.

Nepokousime se o nastin historie projektivni geometrie, jeji pfipadna bila
mista jsou mimo nas zijem. Jde ndm o diléi vizualizaci procesu, v ném% dochézi
k neustilému precefiovani ¢i spiSe k trvalé devalvaci zdanlivé neotfesitelnych
(matematickych) poznatki: ,fundamentilni“ véty, jimiZ se bylo moZné py3nit,
méni se v nepodstatné diisledky nebo, jak nevahal napsat Jean Dieudonné ([?],
str. 8), jim miZe hrozit osud, Ze se stanou pouhymi hratkami pro budouci
Skoldky. Samozfejmé, tyto jevy nejsou zcela jednosmérné a neodehrivaji se jen
v ideové roviné. Matematické produkty vedle intelektuédlnich nebo estetickych
kvalit maji zpravidla nezanedbatelnou uZitnou hodnotu. Pokles nebo vzestup
poptavky po ,aplikovatelnych“ vysledcich vede dfive nebo pozdéji k hluboké
proméné pfilehlych matematickych disciplin.

V roce 1931 vyslo druhé, jen zéasti pfepracované vydani monumentalni
knihy K. Petra [?] o integralnim po&tu (do tisku pfipravené o sedm let dfive);
o rok pozdéji publikoval J. Vojtéch jeSté objemnéjsi kompendium [?] vénované
projektivni geometrii. Letmé srovnani obou dél miiZe byt podnétem k formulaci
vstupni ,svitdkovské“ otdzky. Petrova kniha (1. vydani vySlo 1915) je mile
starosvétska. MnoZstvi konkrétni latky (napf. o eliptickych integralech) z ni
¢inf uZiteény zdroj informaci.

Prof. Vojtéch byl mistrny pedagog, avSak jeho kniha je pouze archivnim
materidlem; zajemci o déjiny matematiky v ni najdou historické komentéare,
obs4hl4 bibliografie umoziiuje orientaci v pramenech. Matematické ideje z ni 1ze
jen pracné exhumovat; jsou zasuty pod zastaralou terminologii, jakoby ur¢enou
tzkému kruhu kabalisti.

A. Shenitzer [?] srovnal historii projektivni geometrie s Popel¢inym osu-
dem. Geomet¥i minulého v&ku ji vSak spiSe povaZovali za ,RiSi stfedu. Tyto
imperidlni ambice nepokryté proklamoval veliky matematik viktoridnské éry,
Arthur Cayley (1821-1895):

sProjective geometry is all geometry. ([?], str. 639)

KdyZz René Descartes na pfikladech rovinnych kfivek ukizal, Ze geometrické
problémy lze fefit algebraickymi metodami, zaloZil tim odvétvi geometrie, které
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spolu s infinitesimalnim po¢tem uréilo vyvoj matematiky aZ do konce 18. stoleti.
Synteticks geometrie dovedend ke znaéné dokonalosti Eukleidem a Apolloniem
byla tim ponendhlu zatlatovina do pozadi.

Na samém konci 18. stoleti, kdy Gaspard Monge (1746-1818), jeden ze
zakladateli I’Ecole Polytéchnique, vytvofil deskriptivni geometrii jako technic-
ky uZiteény zobrazovaci postup, doslo k obnoveni z4jmu o syntetické metody.
Po poréZce Napoleonovy armady v Rusku jeji inZenyr a poté valeény zajatec
Jean-Victor Poncelet v letech 1813-14 polozil v Saratové zdklady k projektivni
geometrii; star§i vysledky Desarguesovy a Pascalovy byly tehdy téméf zcela
zapomenuty.

Lyonsky architekt Desargues dva roky po vydini Descartovy ,Rozpravy“
napsal origindlni, aviak konfusni vyklad o konickych fezech. MnoZstvi bizarnich
termind, jak svédéi i Descartestiv dopis Desarguesovi, odrazovalo od ¢teni. Opis
Desargueova dilka byl znovu ziskan aZ% roku 1845, kdy jej v antikvari4té zakoupil
Michel Chasles. Sestnictilety Pascal svoje vysledky publikoval roku 1640 ve
formé kratkého oznameni na zptisob dne$nich posterd.

St¥edové promitani (centrilni projekce) je kliCovym pojmem projektivni
geometrie.

Priklad 1.

V roviné uvaZujme pfimky l;,l2 a bod P, ktery nelezi na Z4dné z nich.
Stfedovym primétem bodu A; na pfimku l; nazveme (pokud existuje) bod
Az, v ném% spojnice bodi P a A; protind l;. Na I3 lze promitnout vSechny
body pfimky /; s vyjimkou bodu Z leZiciho na pfimce prochézejiciho P a rov-
nobéiné s ls.

Ay

1,/‘ \ A,

Obr. 1

Matematika, jak zndmo, nemiluje vyjimky. Nadto se zde setkivime s pro-
slulou obsesi, jiZ u starych geometri vyvolavaly rovnobéZné pfimky. Existence
pfimek bez spoletného bodu (priseéiku) znamen také, Ze v rovinné geometrii
body a pfimky nelze zaménovat.
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Obr. 2

T¥i rizné body v roviné bud T¥i rizné pfimky v roviné bud

lezi na jedné piimce, nebo tvofi se protinaji v jednom bodg,

(nedegenerovany) trojihelnik.  nebo tvofi (nedegenerovany)
trojihelnik, pokud dvé& z nich,
piipadné viechny tfi nejsou
rovnobézné.

K tomu, aby pfi centralni projekci z bodu P existoval obraz piimky I/, sta&i
wobohatit“ p¥imku l; o jediny bod. K této kli¢ové ideji se pfibliZili renesané-
ni vytvarnici, na jejichZ obrazech se paralelni linie sbihaji do tzv. ,mizejiciho
bodu na horizont&“. Jestlize tedy v roviné uvazujeme mnoZinu pfimek rov-
nobé&nych s danou p¥imkou, mé&l by jim byt pfifazen tenty% ,nevlastni* bod
— jejich spole¢ny ,prise¢ik“. Centralni projekce pat¥i k nasemu smyslovému
vniméni. Obraz vnéjsiho svéta zprostiedkovany monokuldrnim vidénim je vy-
sledkem centrélni projekce, reliéfni vidéni vznik4 ze srovnani dvou centralnich
projekei.

Pfiklad 2.
JestliZe a,b,c,d, e, f jsou redlné konstanty, pak mohou byt mnoZiny bodi
(z,y) € R?, které vyhovuji rovnici
az’ +bzy+cy’ +drx+ey+ f=0,
interpretovany jako:
elipsa, dvojice rovnobéZnych pfimek, bod,

hyperbola, dvojice riznob&Znych p¥imek, prizdna mnoZina,
parabola, ,dvojna“ pfimka, celd rovina R.
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Obr. 3

Jednotici pohled na kuZelosetky lze ziskat, pouZijeme-li centralni projekci.
Ovéfme to v diléim pfipadé.

V R3 uvaZujme rovinu {(z,y,2) € R3|z = 1}, hyperbolu zy = 1, z = 1,
a centralni projekci z po¢itku soufadnic. Promitajici paprsek jdouci bodem
hyperboly protne rovinu, na niZ promitame, v bodé (u,v,w) = t(z,y,1),t € R.

Y2e

Obrazem v roviné w = 2 je ,,v8t$i“ hyperbola
w=tzy =1 =4

»Stin“ vrZeny na rovinu u = 2 bude &3sti paraboly, nebot tx = 2, ty = v,
t = w a tedy 2v = t?zy = w? . PouZijeme-li za primétnu rovinu u +v = 4,
potom u(4 — u) = uv = t2zy = t? = w?, neboli (u —2)2 + w? =4.

2. Redlna projektivni rovina

»Credo, ut intelligam*“
sv. Anselm, biskup z Canterbury (1033-1109)

BudiZ F redlny linedrni prostor, dimF = 2, z € F. Je-li A = (f1, f2) bézi
v F, pak z = a1fi + a2 fs; &sla a;,as nazyvame soufadnicemi vektoru (=
bodu) z v bézi A .

Prvni krok k projektivni geometrii vypad4 absurdné: bodu z € F o sou-
fadnicich (o4, a2) pfifadime line4rni podprostor generovany v R3? vektorem
% = (a1,as,1); vektorové pfimce D = Rz, kde z € F je nenulovy vektor
se soufadnicemi (B1, B2), pfifadime linearni podprostor generovany vektorem

(ﬂlaﬂ%o)'
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Tvircim projektivni geometrie, ktefi uvaZzovali odliSnym zptisobem, se zd4-
lo pfirozené doplnit rovinu F' ,nevlastnimi“ neboli ,nekoneéné vzdilenymi“
body. Takto vzniklou mnoZinu F' nazvali projektivnim doplnénim roviny F.
Ackoliv naivni pfedstava pfipousti, Ze podél vektorové pfimky se mizeme pohy-
bovat ke dvéma ,,protilehlym nekoneéné vzdalenym“ bodiim, vektorové pfimce
v F je piifazen jediny nevlastni (podle vystizného nazvu E.Cecha ibézny) bod.
Zjevnou nevyhodou takového pfimého piistupu je, Ze nevlastni body se zdaji
byt velmi odli¥nymi objekty.

Uvahdm o »doplnéni® roviny yhevlastnimi“ body se lze vyhnout, kdyZ pro-
jektivni rozsifeni F ztotoZnime s mnoZinou jednorozmé&rnych linedrnich pod-
prostortt v R3, tj. bodem F nazveme vektorovou piimku v R3; je-li genero-
véna nenulovym vektorem (fi,52,03) € R3, je rovn&% generovana vektorem
(AB1,AB2,AB3), A € R. Cisla 1, 02,83 nazyvadme homogennimi souradnice-
mi bodu z F; jsou uréena az na nenulovou multiplikativni konstantu. Je-li
(B1,B2,B3) € R3 nenulovy vektor, pro homogenni soufadnice bodu # € F
pouZijeme vymluvny tradi¢ni symbol

(B : B2 : B3)

naznadujici eliminaci multiplikativni konstanty.

Homogenni soufadnice zavedl roku 1827 A.F. Mobius. K dal§imu rozvinuti
této techniky, kterd umoznila zachizet s nevlastnimi prvky, pozd&ji pfispél J.
Pliicker. Po¢atkem naSeho stoleti publikoval W. Killing, jeden z nejvétsich ma-
tematikl tehdej$i doby, obsahlou uéebnici analytické geometrie v hocmogennich
soufadnicich [9].

Je-li D afinni pfimkou v F, existuje nenulovy lineirni funkcional ¢’ a €islo
a € R takové, Ze

Yr=a, ze F&zeD,

neboli z € D prévé kdy% jeho soufadnice (o, a2) vyhovuji rovnici
b1a1 + 0oz +63 =0

v ni% alespoi jedno z &isel 4,0, je nenulové.
Bodu z € D odpovida bod # € F s homogennimi soufadnicemi (8 : B2 :
: B3). Jelikoz B3 # 0 a a; = p_ , Qg = ;, je 0151 + 6202 + 0383 = 0.
Naopak, jestlize bod Z s homogenmmi soufadnicemi (51 : B2 : B3) vyhovuje
rovnici
811 + 8282 + 8385 =0, &7 +83 >0

a 3 #0, pak bod z = a3 f1 + a2 f2, kde a; = g_ , 0 = p— lezi na pfimce D.
Predpokladame—h, e 0y =0, =0, 03 #0, vyhovu_p rovn1c1

0161 + 8262 + 0383 =0,

nevlastni body o homogennich soufadnicich (81 : B2 : B3), 3 = 0; mnoZinu
téchto bodid nazveme nevlastni piimkou v F.

Ryze form4lné, nenulova uspofadani trojice relnych ¢isel v kulaté zavorce
(B1 : B2 : B3) udava homogenni soufadnice bodu v projektivni roving a nenulova
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trojice redlnych &isel v ,obracené“ kulaté zévorce )d; : dz : 83( urfuje homogenni
soufadnice projektivni pfimky D v projektivni roving.

Bod 7 je incidentni s pfimkou D s homogennimi soufadnicemi
)01 : 82 : 03( na vice versa“, jestlize

0181 + 8282 + d03P3 = 0.

V projektivni geometrii jsou body a pfimky rovnopravné — odpovidaji jed-
norozm&rnym linedrnim podprostortim v R3, tj. ,trsu“ pfimek v R3 prochéze-
jicich poéatkem. To neni nezajimavy objekt, pochyby miZe vzbuzovat metoda
s jejiz pomoci jej studujeme.

Niésledujici véta zni rozumné; jsme ji dokonce ochotni povaZovat za samo-
zfejmou.

Véta Al

JestliZe #,w jsou rizné body projektivni roviny F, existuje jedina projek-
tivni pfimka D s nimi incidentni.

Dikaz:

Jsou-li (@ : a2 : as), resp. (A1 : B2 : B3) homogenni soufadnice bodi ,
resp. W, existuje nenulovy vektor (&1,&2,&3) € R3 takovy, Ze

Elal + 6202 + 6303 =‘ 0,
6181+ &P+ 8B = 0.

(R4dkové matice [a1, a2, s3] , [B1, B2, B3] reprezentuji linern& nezavislé funk-
cionély ¢}, % € (R3)'. Z Grassmannova vztahu plyne, e

4 = dim N(y}) + dim N(p3) = dim(N (1) + N(y3)) + dim(N(¢}) N N(43)),

kde N(¢};) oznatuje jédro funkciondlu ¢, j = 1,2. Jelikoz dim(N (¢} )+N(¢3)) <
<3, je dim(N(p}))NN(p2)) > 1. Na druhé strand, dim(N(¢}) N N(g5)) <
< dim N(yp}) = 2. Pfipad dim(N(¢}) N N(p5)) = 2 nenastane, nebot ¢}, 0
jsou linedrn& nezévislé.)

Pfedchozi Givahy st&%i mohou vzbudit zdjem o projektivni geometrii; jedinou
motivaci je zatim védomi, Ze se ji zabyvalo nemalo vynikajicich matematiki.
Zde je na misté odvolat se na motto pfevzaté od sv. Anselma.

Tvrzeni, které se honosi ndzvem maly princip duality, je bezprostfednim
dtisledkem definice:

Jestlize plati tvrzeni tykajici se pfimek, bodi a vztahd incidence
mezi nimi, plati také tvrzeni, které z ného vznikne zaménime-li slova
»pFimka“ a ,bod“, pokud zachovidme incidenci.
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Z véty A1 okamZité obdrZime dudlni vétu Ag.
Véta Ag

K dvéma riznym projektivnim pfimkim D; a D, existuje jediny bod % € F°
s nimi incidentni.

Drikaz:

_ JestliZe )a; : @z : as( resp. )B1 : B2 : Bs( jsou homogenni soufadnice D; a
D, , existuje nenulovy vektor (£1,£2,&3) € R3 takovy, Ze

oy tabet+azés = 0,
Bi1& + B2é2 + B3és = 0.

Jelikoz kazdé fedeni je tvaru A(é1,£2,£3),A € R, existuje pravé jeden bod i
s homogennimi soufadnicemi (¢; : & : £3) incidentni v pfimkami D; a D,.

Neformalng& feéeno, dvé rizné projektivni pfimky se protinaji pravé v jed-
nom bodé&, neboli v projektivni roviné nejsou rovnobézné pfimky. Nevlastni
pfimka se neodliduje od ostatnich piimek.

Véta ,dvéma riznymi body prochazi jedind pfimka“ je dudlni k tvrzeni
»dvé rizné pfimky se protinaji v jediném bodé&“.

Princip duality poprvé formuloval J.V. Poncelet (1788-1867) v knize ,, Traité
des propriétés projectives des figures“ vydané r. 1822. Pro usnadnéni pfechodu
k obecné definici je uZitené si uvédomit, Ze od samého poc¢atku jsme moh-
li pfedpokladat, Ze vektorova rovina F leZi v redlném linedrnim prostoru E,
dim F = 3.

Doplnime-li bazi (e1, e2) roviny F na béazi (e;, ez, e3) linedrniho prostoru E,
pfifadime bodu a;e; + azez € F linedrni podprostor v E generovany vektorem
aie; + azes + ez a vektorovou piimku generovanou v F' nenulovym vektorem
z = Pi1e1 + Bzey ztotoZnime s nevlastnim bodem.

V teorii kuZelosetek se zavedeni homogennich soufadnic projevi tim, Ze od
rovnice

az® +bzy+cy’ +dr+ey+f=0

pfejdeme k homogenni rovnici
az? 4 bry + cy? + dzt + eyt + ft* =0,

v jejiZz levé strané je snadné rozpoznat kvadratickou formu s matici

a 1 3d]
-?- lC 56
3¢ 3¢ f]
Tuto symetrickou matici zredukujeme na diagonalni tvar
AN 0 O T
0 X O
0 0 A3
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a po provedeni linedrni transformace soufadnic 1ze vychozi rovnici psit ve tvaru
Alaf + Azag + /\3(1% =0,

kde A1 > A2 > A3 jsou redln &isla. Nalézt jeji feSeni je snadné.
UvaZujme pfipad A\; > A2 > 0 > A3. Potom

) %\
M 2 _N2 2 _ 2
( Aa) a1+( A3) Qs a3

a body (a1, as, a3) leZi na kuZelové plofe. Zjednoduseni dané zavedenim homo-
gennich soufadnic spoiva v tom, Ze od studia rovinnych fezl kuZelovych jsme
pfesli ke kuZelovym plocham.

Poxcelet a jeho nasledovnici budovali geometrii na syntetickych dvahach bez
vypoétli. VaZnym logickym problémem bylo, Ze vychodiskem ziistivaly metric-
ké pojmy — délka a thel. Vyznamného pokroku v oddéleni projektivni a ele-
mentérni geometrie docilil G.K.Ch. von Staudt (1798-1867), ktery v roce 1847
publikoval knihu ,Geometrie der Lage“. Jeho nejvyznamné&jsi dilo ,Beitréige
zur Geometrie der Lage“ vySlo ve tfech se$itech v letech 1856-60. ,,Princip za-
chovéni algebraickych identit“ rozSifenim télesa redlnych do télesa komplexnich
&isel vedl v geometrii k formulaci nazyvané ,princip kontinuity“. Ve snaze ne-
zkreslit tradi¢ni hledisko a zachovat archaicky styl ocitujeme L. Seiferta ([10],
str. 6):

»Povstava-li jeden obrazec z jiného spojitou zménou a je-li pravé tak obec-
ny jako onen, lze vlastnosti na jednom dokazané pfenésti na druhy. Vlastnost
takova nemiiZe zmizeti a jsme opravnéni z pfipadu, kde jisté elementy skuteéné
jsou, souditi na pfipad, kdy nékteré elementy jsou idealni (t.j. imagindrni)“.

P¥iklad 3.
UvaZujme mnoZinu bodi (a;,as) € R? takovych, Ze
ap=p a a+ai=1, peR,
tj. vySetfujme incidenci p¥imky a kruZnice. Mno%ina je prazdna, kdyz p? > 1.

Pfipustime-li, Ze a;, a2 nabyvaji komplexnich hodnot, tj.. R? nahradime C?2, je
mnoZina FeSeni neprazdna pro jakékoliv redlné &islo p.
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Obr. 4

Pred rokem 1950 se drtiva v&tSina knih v&novanych, jak se ¥ikavalo, ,,vy3si
geometrii* vytrvale pfidrZovala ,principu kontinuity“ a disledek popisovala asi
takto: .

pokud pfimka a kruznice maji dva spole¢né body, spojitou zménou,
napf. posouvanim p¥imky, lze docilit, Ze body splynou a poté se
zméni v imaginarni priseciky.

(Uvedme jednu vaznou vyhradu: pfejdeme-li od R? k C? | neni mnoina A2+
+A2 =1, A1, X2 € C, na rozdil od ,redlné“ kruznice kompaktni.)

Von Staudt vynaloZil enormni sili na geometrické zavedeni imaginarnich
prvki, aby syntetické projektivni geometrii zjednal tutéZ obecnost, jakou mo-
hou mit analytické vysledky. Do zna¢né miry to bylo neplodné silf; zda se,
Ze v tomto sméru synteticka teorie narazila na ,pfirozenou hranici“ moznos-
ti. Staudtovy préace byly obtiZné srozumitelné; lze vysledovat fadu seriéznich
pokusti o jejich vyklad. Imaginarni prvky ¢&inily prekvapivé dlouho potiZe také
analytické teorii. Zietelné rozlifovani mezi redlnym (linedrnim nebo projektiv-
nim) prostorem a jeho komplexifikaci bylo opomijeno zhruba do roku 1950,
a¢ soustavné vedlo k nedorozuménim nebo chybadm. Divody pro to byly, jak
se domnivame, spie psychologické neZ vécné; komplexifikace je pouhopouhym
opakovanim konstrukce, kterd vede od realnych ¢isel ke komplexnim. Dodnes
n&ktefi autofi elementarnich texti nejprve definuji redlné linedrni prostory a
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teprve pozd&ji pfipoustéji t&leso komplexnich ¢isel. KdyZ vyznamny geometr
M.M. Postnikov ([11], lekce 20) pfi studiu kuZelosetek pFechézi ke komplexifi-
kaci (nazyva ji redlné — komplexni rovinou), snaZi se podrobnym vykladem,
z néhoz lze vycitit omluvny tén, étendfe smifit s diléi ztratou ndzornosti.

Lze si tedy predstavit jakou potiZ, zejména v obdobi vzestupu projektivni
geometrie, muselo obdobné opusténi ,realistické estetiky“ znamenat. Dlouhou
dobu Zila ve spole¢né domécnosti s deskriptivni geometrii, té udrzovala v&decky
make-up a jejim prostfednictvim vstupovala do mnoha dnes jiz zapomenutych
aplikaci v technickych oborech. Od Desarguesovych dob projektivni geomet-
rie objasiiovala zasady perspektivniho zobrazovani, které byly povaZzovany za
opérny sloup realistického malifstvi.

Zavedeni imaginarnich prvki viak bylo mimofadnym pokrokem. Jean-Pierre
Demailly je charakterizoval pfi pievzeti Dannie-Heinemannovy ceny (v Gottin-
gen, 15. 11. 1991) t&mito slovy:

»50, in some sense, it became more or less clear to geometers around
1850 that a nice theory could only be made on what we now call in
modern language ,compact complex manifolds“ that is, generalized
surfaces of arbitrary dimension, on which coordinates are allowed
to take imaginary values, including points at infinity*“ ([12], str. 52).

3. Definice projektivniho prostoru

Acékoliv pojem projektivniho prostoru ddvno
ztratil své nékdejsi dominugici postaveni, je
stdle jesté bezesporu jednim z nejvyjznamnéj-
Jich geometrickych pojmii.

Ed. Cech ([14], str. 12)

1.4

Pojem centrélni projekce je spojen s pfedstavou ,trsu piimek“ jdoucich da-
nym bodem a miiZe byt motivaci pro pfijeti abstraktni (bourbakistické) definice
projektivniho prostoru. '

Je-li E linearni prostor, znaime symbolem Ep mnoZinu nenulovych vektort
patficich do E, tj. Eo = E\{0}.

Definice

Necht E # {0} je linedrni prostor (nad télesem A). Nenulové vektory z,y €
€ E nazveme ekvivalentnimi pravé kdyZ existuje nenulovy skalar A € A takovy,
ey = Az.

T¥idou ekvivalence obsahujici nenulovy vektor = je mnoZina

Aoz, kde Ao = A\{0}.

Projektivnim prostorem P(E) (pfifazenym k E) nazveme mnoZinu t¥id ekvi-
valentnich vektor.

Ztotoznime-li Agz s Az , lze jej chipat jako mnoZinu jednorozmérnych
linedrnich podprostori.



TiZf PROJEKTIVNf GEOMETRII NESNESITELNE BREMENO DEJIN? 99

nPlirozené“ zobrazeni 7 : Eg =P(E), m(z) = Aoz, = €Ep , je surjektivni a
reprezentantem bodu p € P(E) nazveme vektor z € Ep takovy, Ze p = w(z).

UvaZujeme-li jednorozmé&rné podprostory, pfirozend ,ztricime* jeden roz-
mér. Je-li linedrni prostor E kone¢né dimenze n + 1, n € Z*, dimenzi P(E)

Z %z

nazveme celé &islo
dimP(E)=-1+dimE=n>0.

Definice P(E) je ,zatiZena“ vychozim linedrnim prostorem.
A.J. Kostrikin a J.I. Manin ([13], str. 220) maji pro ni velmi srozumitelnou
apologetiku:

»Afinni prostory se ziskaji z linedrnich tim, Ze zapomeneme na po-
tatek souradnic. Projektivni prostory lze vytvofit z linearnich aspoii
dvéma zpisoby.

a) K afinnimu prostoru pfipojime nekoneéné vzdalené body.

b) Projektivni prostor je realizovan jako mnoZina pfimek v linear-
nim prostoru.

Za zékladni definici vybirdme b): jasné&j§im zptisobem poukazuje na
homogenitu projektivniho prostoru.“

Druhy svazek Cechovy knihy ,Z&klady analytické geometrie* (vydané v r.
1952) patfil mezi prva dila, v nichZ byl projektivni prostor definovin obdobnym
zptsobem. Svoje krédo E. Cech vyjadfil takto:

»Misto dvoji Fei, geometrické a algebraické a misto prekladani
z jedné fedi do druhé jsem se snaZil o Gplnou identifikaci geomet-
rickych a algebraickych pojmd“ ([14], str. 5).

Toto krédo nebylo zcela naplnéno, nékteré pfistupy se dnes jevi jako hybridni
a nediisledné. Vysokou kvalitu a modernost Cechova kompendia, zejména, &4st
vénovanou projektivni geometrii, pfesto plné ocenime, porovnime-li je s teh-
dejSimi standardnimi uéebnicemi.

O pretvaieni projektivni geometrie do uceleného systému se mimofadné za-
slouzili J. Steiner (1796-1863) a M. Chasles (1793-1880), ktery byl po dlouhd
léta vidéim predstavitelem francouzské geometrické Skoly. V jeho pracech zi-
stavalo mnoho intuitivnich piedstav. Koncem stoleti jeho pfistupy kritizoval
E. Study, ktery opravnéné tvrdil, Ze exaktnost v geometrii nemusi byt neu-
stale chapana jako néco podiadného. Zestarly Chasles se také proslavil jako
obét podvodu: v letech 1861-1870 nakoupil mnoZstvi padélanych dopist, které
idajné napsali Pascal, Plat6n nebo dokonce Jid4s Iskariotsky. Jeho kniha [17]
z roku 1837, pfeloZzend do némdéiny (1839), rustiny (1871) a jejiz 3. francouz-
ské vydani je z roku 1889, vSak zlstdva dilezitym milnikem v historiografii
geometrie.

Svycar Jacob Steiner, od roku 1834 profesor na berlinské université, byl
bezesporu svéraznou postavou. Byl krajné pfedpojat proti metoddm algebry
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nebo dokonce analyzy. Podle jeho minéni je ryzi geometrie zaloZena na usi-
lovném piemy#leni, které nelze nahradit po¢itanim. V pracech ¢asto neuvadél
diikazy a piestoZe pfispél k teorii ploch, odmital obrazce.

Extrémni jednostranné postoje, pokud je zastavaji skuteéné tviréi osobnos-
ti, nejsou promé&ioviny v neosobni zadvaznou doktrinu, dodavaji jim kolorit a
styl. Jejich nebezpeéi se objevi u napodobiteli. Velké a plodné omyly se potom
stavaji chybami. PF¥estoZe projektivni geometrie aZ do konce stoleti proZije svoji
heroickou éru, zd4 se, Ze jiz v griinderské epose se vytvareji nskteré pfedpoklady
k tomu, aby se pfinejmen3im jeji ¢4st zménila ve skorouzavieny systém, obtiZné
komunikujici s ostatnimi matematickymi disciplinami. Jsme znovu v nebezpeti
politickych pfimért; Ivan Svitdk nas vystavuje pokuSeni vypijéit si od ného
dalii titul. Jedna z jeho praci [22] se jmenuje ,Veliky skluz“.

Desarguesovu vétu o trojihelnicich uvefejnil poprvé Abraham Bosse r. 1648
a v ramci synteticky pojaté prostorové projektivni geometrie ji dokdzal von
Staudt. K pfekvapivému vysledku dospél F. Klein, kdyZ zjistil, Ze neplyne z po-
stuldtd rovinné projektivni geometrie; existuji totiz rovinné geometrie, jejichz
axiomy spliiuji poZadavky incidence a v nichZ neplati Desarguesova véta. Na
jednoduchém piikladé to ukazal r. 1902 R.F. Moulton.

Zvolen4 definice projektivniho prostoru nenaznaduje existenci ,nevlastnich*
bodi a p¥imek, které je nutno pfipojit, abychom nap¥. ,,obvyklou“ rovinu pie-
tvofili v projektivni. Cena, jiZ za to platime, je v tom, %e projektivni ,body*,
»piimky“, atp. se nepodobaji Gtvarim, jeZ obvykle za body a pfimky povaZuje-
me. PodmnoZinu A C P(E) nazveme projektivni piimkou, existuje-li vektorova
rovina G (tj. dvojrozmérny lineirni podprostor) v E takovy, Ze w(Go) = A.
Pfipomeiime, Ze Gy = G\{0} a %e symbolem 7 oznalujeme pfirozené zobraze-
ni.

Jestlize p = m(z), ¢ = 7(y) jsou rizné body projektivniho prostoru P(E),
pak vektory z,y € Ep jsou linedrng nezévislé (jinak p = ¢) a linedrnimu pod-
prostoru G generovanému vektory z a y odpovida projektivni p¥imka ,jdouci
body p a ¢“: '

(p,g) = {r(\z + py) | (A, 1) € A%, (\, ) # (0,0)}.

Véta (Girard Desargues, 1648)

Necht je v P(E) dano $est navzajem riiznych bodd py, ps, p3, g1, g2, gs- Pied-
pokladejme, Z%e projektivni pFfimky

(p1,q1), (P2, 92), (P3,q3)

prochézeji pravé jednim bodem riznym od Sesti danych bodi. Potom pro kaz-
dou dvojici indext j,k € 1,2,3,j # k, se pfimky

(pj> Px), (a5, ar)

protinaji v jediném bod& s;, jehoZ index je takovy, Ze {j, k,1} = {1, 2,3} a body
81, 82, 83 leZi na jedné p¥imce.
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Obr. 5
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Dikaz:

Necht p = 7(2x), @ = 7(yx), Tx,yx € Eo,k =1,2,3. Pon&vad¥ se pfimky
protinaji, existuji @, Bk € Ao,k =1,2,3 tak, Ze

121 + Piyr = aaxa + foyz = azzs + Pays.

Polozime-li ux = QxZr, vk = Pryk, pak px = w(ur),qx = 7(vx), k=1,2,3 a
U1 + v = ug + vy = U3 + vs.
Jelliw; =up—ug = —(vz —v3),w2 =1U1—uz = "'(’Ul --1)3), w3 =U] —Uy =
—(v1 — v2) , potom
81 =m(wi) € (pj, k) N (g5, k),

kde {j, k,1} = {1,2,3} leZi na projektivni pfimce, nebot wy + w3z — wy = 0.

Kdyby Poncelet nepfipsal vétu Desarguesovi, nazyvali bychom ji pravdé-
podobné Pappusovym jménem. Pappus koncem 3. stol. po Kr. napsal posledni
vyznamné dilo vzniklé v alexandrijské matematické skole. Jeho ,,Sbirka“ (¥ecky
Synagoge) pravdépodobné méla slouZit jako pomiicka pfi ¢etbé ptivodnich dél.
Obsahuje komentéfe, obmény dikazi a v&t. V mnoha pfipadech pfedstavuje
jediny zdroj informaci o Fecké geometrii v obdobi pozdniho helenismu.

Ackoliv tradiéni synteticky pojaté ucebnice hy¥i obrazky, je nemozné vizua-
lisovat projektivni rovinu ,obvyklym“ zptisobem.

Nésledujici citdty udivuji ndzorovou pluralitou. Henri Poincaré v duchu
kartezidnského racionalismu soudil:

»on dit souvent que la géométrie est 1’art de bien raisonner sur les
figures mal faites“.

J. von Neumann byl shovivavé&j§i. N&kolik malo obrazki v ,,Continuous Geo-
metry“ (Princeton Univ. Press, 1960) komentoval slovy:

»The reader is asked to remember that these pictures are of value
only heuristically ...“.

Algebraicky geometr W.E. Jenner [27] se jevi jako hedonik:

»-+ the pictures are interesting and pleasant just to look at. The
purpose of algebra definitely is not tot take all the joy out of life“.

Ernest Duporcq, autor Gtlé knizky z pfelomu stoleti, kterd patfi mezi ta star$i
dila, kterd stoji za to, aby byla je$té ¢tena (vysoké ocenéni jejich kvalit lze
nalézt v [29], str. 146)), soudi

»Quant aux figures, nous les avons peu multipliées, nou conform aut
ait ainsi aus idées de Chasles lui-meme, et convaincu que des netati-
cus convenablement choisies permettent généralement de suivre une
démonstration mieux qu’une fugure qui détourne forcément I’atten-
tion“ ([27], str. VII).
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4. Dualita v projektivnich prostorech

Je-li F' vektorova nadrovina v linedrnim prostoru E, nazyvame projektivni
prostor P(F) projektivni nadrovinou v P(E). Otézka, zda projektivni nadro-
viny tvoii projektivni prostor, je pfirozena: pro E = A3 jsou projektivnimi
nadrovinami pfimky, jeZ lze, stejné jako body, charakterisovat trojicemi homo-
gennich soufadnic.

Symbolem E’ oznaéme dudlni prostor k E tvofeny linedrnimi funkcionaly
¢ : E = A a definujeme P(E'); nenulovy funkciondl ¢' € E’ uréuje bod
P =A@ vPE)ar:Ey— P(E), ¢ > Ao ¢ je pfirozené zobrazeni.
Bodu p' = 7'(¢’') je tedy pfifazena vektorova nadrovina F = N(¢'). Naopak,
vektorova nadrovina F' C E uréuje bod p’ € P(E'), nebot ji odpovida linedrni
podprostor v E' generovany nenulovym funkciondlem ¢’ € E', N(¢') = F.

Oznadime-li H mnoZinu projektivnich nadrovin v P(E), je zobrazeni

§:P(E')~ H, p'=r'(¢')— P(N(¢)

bijektivni a vlastnosti projektivniho prostoru P(E') lze pfenést na mnoZinu H.

Toto prosté pozorovani je vychodiskem k tzv. principu duality, jenZz pat-
fil k nejvyznamnéj$im vysledkim, jich? dosihla projektivni geometrie v prvni
tretiné 19. stoleti.

Trvalo dosti dlouho, neZ se stalo zfejmym, Ze pojem duality mé4 podstatné
§ir§i dosah. Neni omezen, jak se domnival Poncelet, pfedeviim nebo dokonce
vylu¢né na teorii kvadrik (tj. na symetrické bilinearni formy).

Dualita mezi body a pfimkami v projektivni roviné vedla ke kontraverzi jiz
v tficatych letech minulého stoleti. J.D. Gergonne (1771-1859), ktery hajil Sirsi,
méné restriktni koncepci duality, byl pouhym kapitdnem artilerie; Poncelet stal
v Cele I’Ecole Polytechnique a tak ve Francii pfevazilo, alespoii do¢asné, jeho
hledisko.

Na druhé strané, jelikoZ §lo o synteticky pfistup a neexistoval odpovidajici
algebraicky aparat, bylo obtiZné rozpoznat dosah nového pojmu.

Mezi prvnimi, kdo jej Siroce vyuzival, byl J. Steiner (1769-1863). Od ného
pochéazi (zlo)zvyk psat véty do dvou sloupcii: do levého v zékladni formulaci,
do pravého v dualnim tvaru.

Z poclatetni zcela opravnéné fascinace dualitou se vyvinul jeji kult spiSe
nez kultivace. Epigoni velkych mistri, podobni tibetskym 1amiim s modlicimi
mlynky zacéali, mnohdy bez hlub$iho divodu, pouZivat princip duality jako
mechanicky néstroj k rozmnoZovani vét.

Hlubokou proménou projde pojem duality aZ zhruba po sto letech. Jeho
okazaly comeback se uskuteéni ve funkciondlni analyze. Sta¢i pfipomenout geo-
metricky obsaZné poznatky o reflexivnich prostorech.

Vynikajici anglo-americky basnik T.S. Eliot se v eseji ,Tradice a indivi-
dudlni talent ([8], str. 10-12) zabyvé poezii, ale jeho pronikavé soudy maji
daleko 8irsi dosah. ,,Kdyby jedina forma tradice ¢i pfedavani spoéivala v tom,
%e budeme ve viem néisledovat generaci bezprostiedné nis predchézejici a sle-
pé & bazlivé lpét na jejich GspéSich, pak bychom kaZdého méli pred ,tradici
rozhodné varovat ... Tradice je zéleZitost mnohem Sir§iho vyznamu. Nelze ji
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zdédit, a chcete-li ji mit, musite si ji ziskat usilovnou praci ... Historické védomi
znamend schopnost vanimat nejen minulost minulosti, ale také jeji pfitomnost.“
(Pfelozil M. Hilsky.)

JestliZze historicky komentaF pferuSujeme Cisté matematickymi poznimka-
mi, vilbec ndm nejde o elementarni mikrokurs. Chceme pouze uéinit zcela z¥ej-
mym nésledujici konstatovéani ([4], str. 184): to, co se kdysi nazyvalo ,projek-
tivni geometrii“, obdrZime, kdyZ pfeloZime néktera tvrzeni z linedrni algebry
do jiné terminologie. V dalich tivahich zpravidla pfedpokladdme, Ze linedrni
prostory nad t&lesem redlnych nebo komplexnich éisel maji konetné (nenulo-
vé) dimenze. Zdiraznéme viak, Ze ndm jde vyluéné o elementirni pfipady a
%e nehodlime bagatelizovat fakt, Ze mnohé Gvahy ztrati trividlni charakter,
pfipustime-li, Ze linedrni prostory (nebo okruhy) jsou definovany nad libovol-
nym télesem.

5. Projektivni grupa

Piijat4 definice projektivniho prostoru mé dal$i vyhodu; pfirozenym zpu-
sobem vede k projektivni obdobé linedrniho zobrazeni.

JestliZe E a F jsou linedrni prostory (nad télesem A), znaéime symbo-
lem L(E, F) (resp. GL(E, F)) line4rni prostor viech homomorfismi (resp. iso-
morfismi) z E do F. JestliZe E = F, pak misto L(E,E) (resp. GL(E, E))
piseme L(E) (resp. GL(E)). Prvek T € L(E, F) nazyvame té% linedrnim ope-
ratorem; symbol N(T') zna&i jeho jadro, tj. mnoZinu {z € E | Tz = 0}.

Jestlize g : Ey — P(E), wf : Fo — P(F) jsou pfirozena zobrazeni,
pfifadime operatoru T' € L(E, F) zobrazeni P(T') s definiénim oborem P(E) \
P(N(T)), s oborem hodnot leZicim v P(F') a dané pfedpisem

p(T)np(z) = 7p(Tz), z€ E\N(T).

Zobrazeni P(T') neni definovino na P(N(T)), nebot pouze nenulovy vektor Tz
definuje bod v P(F).

Definice je korektni: jestlize 7g(z) = mg(z1) pro z,z; € E\ N(T), pak
z3 =Mz, A€ Ao a7 (Tz) = wp(ATz1) = wp(Tz1).

Zobrazeni g = P(T'), kde T € GL(E, F), nazyvame (v souladu s M. Chas-
lesem) homografii; ve starSi némecké, ruské a &eské literatufe se uzival Mobitiv
termin kolineace.

Pro E = F je ziejmé, e PGL(E) = {P(T) | T € GL(E)} tvofi (multipli-
kativni) grupu.

Snadno se ukaze, Ze P(T') = P(S) pravé kdyz S = AT, A € Ao. To znamen4,
%e grupa PGL(E) homografii projektivniho prostoru P(E) je izomorfni s fak-
torgrupou GL(E)/Hy(E), kde Ho(E) = {A\I | A € Ao} je invariantni podgrupa
homotetii.

Dalii transfer lineidrné algebraickych pojmi do jazyka projektivni geometrie
je snadny.

1. Je-li T € L(E) a g = P(T), nazveme prvek m € P(E) pevnym bodem
(projektivniho) zobrazeni g, jestlize g(m) = m. Pevny bod je jednoznaéné
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uréen vlastnim vektorem nenulového vlastniho &isla operatoru T'. JestliZe
P(T)m = m, kde m = =n(z), z € Fy, tj. plati-li P(T)n(z) = n(Tz) =
= 7n(z), je zfejmé, %e Tz = Az, A € Ap. Naopak, jestlize Tz = Az, kde
z € Ey a A € A, pak P(T)n(z) = n(Tz) = n(Az) = n(z).

. V projektivni grupé PGL(C?) lze homografie riizné od identického zob-
razeni klasifikovat podle poétu pevnych bodid. Autofi starfich udebnic
projektivni geometrie tomu pfikladali dileZitost, a¢ jde o trividlni pozna-
tek. Vskutku, bud ma T' € GL(C?) dv& riizn4 (nenulova) vlastni &isla a
homografie P(T") ma dva pevné body, nebo pfipousti pouze jedno vlastni
&islo A € Cy. Potom bud T = A (a P(T) je identickym zobrazenim)
nebo dim N(A — T') = 1 a homografie ma jediny pevny bod.

. Velmi pfirozené lze také zavést n&kterd ,projektivni“ zobrazeni. Necht
dim E > 2. Jestlize T € GL(E), T # I a plati-li Th = h pro v8echna h

patf¥ici do vektorové nadroviny H C E, zobrazeni P(T): P(E) — P(E)
se nazyvalo perspektivou.

. Je-li E linearni prostor konetné dimenze, potom dimE’' = dimFE a
GL(E, E') # {0}. Korelaci je nazyvina ,projektivizace* P(T") zobrazeni
T € GL(E, E'); lze ji chapat jako zobrazeni, které bodu projektivniho
prostoru P(E) pfifazuje nadrovinu. Tradiéné (napf. [6], str. 254) byla ko-
relace definovédna jako linedrni transformace, jeZ pfevadi body a pfimky
jedné projektivni roviny na p¥imky a body (v tomto pofadi) v jiné ro-
viné. Tento pohled pfipoustél zajimava zobecnéni; L. Cremona studoval
bijekce mezi projektivnimi rovinami, jeZ pfimkam pfifazuji kiivky n-tého
stupné. Cremonu lze mit za zakladatele italské Skoly projektivni geomet-
rie. Italskd Skola ovliviiovala fadu Ceskych geometrii; ve dvacatych letech
s ni byl v kontaktu E. Cech, ktery spolupracoval s G. Fubinim. Sv&d&
o tom priikopnické dilo z projektivni diferencidlni geometrie [19)].

. ,Le caractére arbitraire et disparate des définitions des trois coniques
m’avait choqué dés mes années d’études an Lyceé“. Henri Lebesgue ([28],
str. 1).

Od poloviny 17. stoleti byly nejpozoruhodné;jsi vysledky dosazené v syn-
tetické projektivni geometrii spojeny s teorii kuzelosecek.

Necht w je symetricka bilinedrni forma na E a g jeji kvadraticka forma
(tj. ¢(z) = w(z,z) pro viechna z € E). Projektivni hyperkvadrikou S,
pfifazenou ke ¢ nazyvdme mnoZinu {rg(z) | z € E, g(z) =0} C P(E).
Body a,b € P(E) jsou konjugované vzhledem k S, jestliZe w(z,z) = 0
pro z,y € E takové, %e a = n(z),b = n(y).

Nedegenerovana symetricka forma w indukuje izomorfismus L,, : E — E',
jemu? pfifadime projektivni zobrazeni P(L,) prostoru P(E) na P(E').
Projektivni nadrovina P(N(L,z)) se v tradiéni terminologii nazjvala po-
ldrou a bod p = mg(z) jejim pdlem; je-li p € Sy, misto o polafe

se hovofilo o tecné nadroviné s bodem dotyku p.
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S detailnim studiem ,,polarnich“ vlastnosti kuZelosetek zalal Poncelet r. 1829.

Ptiklad 4.

Necht E je komplexni linedrni prostor, dimE = 3. Jeliw: Ex E = C
symetricka bilinedrni forma, pifedpoklidejme, Ze dim R(L,) = r > 1. Potom
v E existuje baze A = (f1, f2, f3) takova, Ze

w(fj’fk) =0,j # k, A {1,2’3}

a
w(fj,fj) =1, 1 S] <r w(fjv.fj) =0, T <j <3.
Pro
z=afi+axfa+asfs, a; €C
obdrZime

Q(z) = w(m, .'B) = €1a§ + 6205 + 630%,

kde €j = w(fj) fj)7 ] = 17 213
Tim jsme dospéli ke klasifikaci kvadratickych forem:

r €1 &2 €3 2 2 2 __
3|1 1 1 “1+2§iZg = g o = i
211 1 0 1 a% _ o @ = 0,
111 0 0 1 =

a snadno miZeme utfidit i odpovidajici projektivni hyperkvadriky S,.

Predchozim vykladem jsme chtéli pfipomenout fakt, Ze soudobym vychodis-
kem ke studiu projektivni geometrie (stejné jako dalSich obecn&j¥ich geometrii)
je linedrni algebra. Pfitom k vytvofeni dostatedné bohaté geometrické teorie
vystatime se skromnym vybavenim. Obdobn3 univerzilnost spojena s jedno-
duchosti neni vlastni klasickému systému axiomt Eukleida a Hilberta, jejich
modifikacim pro Géely projektivni geometrie, ani pfistupu zaloZzeném na Er-
langenském programu Felixe Kleina. Nadto systém axiomi, ktery vychézi z li-
nearni algebry, je mimofadné vhodny k zachizeni s konkrétnimi geometrickymi
objekty véetné jejich numerické nebo pocitadové ,realizace“. Zakladni poznat-
ky z projektivni geometrie se nezménily, pouze jim pfipisujeme jinou hodnotu
a dospivame k nim odli$nymi metodami.

V axiomatickych systémech, které jsou zaloZeny na pojmu linedrniho pro-
storu, jsou redln ¢&isla (nebo jind t&lesa skaldri) povaZovana za zndmy objekt.
Jinak je tomu s tradi¢nimi axiomatickymi systémy, které vychdzeji z Hilbertovy
axiomatizace eukleidovské geometrie.

V tomto piipadé, zhruba a nepfesné Feeno, systém axiomi rovinné geo-
metrie v sobé zahrnuje ,geometricky“ popis vlastnosti redlnych &sel. Tim je
déno, Ze je nepiijemné sloZity. Elegantni axiomatizaci afinnich rovin zaloZenou
na incidenénich vlastnostech a na existenci ,,dostateéné“ mnoha automorfismi
vytvofil Emil Artin [33]. Modern& pojatou soub&Znou prezentaci axiomatiky
projektivni a afinni roviny lze nalézt napf. v uéebnici P. Samuela [29).
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Americky matematik Morris Kline, zndmy pracemi o filozofickych problé-
mech matematiky a Givahami o misté matematiky v déjinach zapadni civilisa-
ce, pfispél v roce 1956 do Newmanovy antologie [30] matematicko-historickych
texth stati o projektivni geometrii. Je to nadSend chvéla jejich pfednosti, ale
konkrétni argumenty nevybocuji z dfevni tradice — projektivni rovina, Desar-
guesova véta, kuZelosecky, ¢imZ hodné pozbyvaji na prikaznosti.

»Nesnesitelnou tiZi d&jin“ nelze vZdy povaZovat za pouhé kli$é Zurnalistiky.
Véclav Hlavaty, vyznamny odbornik na geometrické problémy spojené s teorii
relativity, napsal za druhé svétové vilky aZ pfili objemnou, tradiéné pojatou
a spise netisp&nou knihu [21]. Nicméns, v 1. dile (str. 9) nevéhal deklarovat:

»,PTi praci setkal jsem se s obtiZi tam, kde jsem toho nejméné oce-
kaval, totiz v terminologii. Je nutno, abych o této véci promluvil,
nebot jinak bych mohl byti podezirdn z touhy po ,novotafstvi“ za
kaZdou cenu ... v prvé fadé jsou v eské literatuie vZity nizvy pro
nékteré pojmy projektivni geometrie, které jsou zastaralé a nevy-
stihuji podstatu pojmu, ktery vyjadiuji“.

V Cechéach byl od dob bratii Ed. a Em. Weyrt akcentovan synteticky p¥istup;
préace Jarolimkova [31] nebo Vojtéchova [6] byly alespoii z&4sti zastaralé jiZ
v dobé vydani a tak by bylo mozné bagatelizovat Hlavatého postieh jako pouhé
konstatovani lokédlniho stavu. (Obdobné vyjidieni o archaické terminologii lze
také nalézt v Cechové knize [14]; anachronnimi terminy trpi i jinak zdafils
knizka K. Havli¢ka [35].)

H. Busemann a P.J. Kelly v roce 1952 v pfedmluvé ke knize [23] napsali:

,»The present book differs widely in content, methods, and point of
view from traditional presentations of the subject. To a great extent,
this departure is due to the changed attitude of contemporary, in
particular America, mathematicians toward geometry“.

Podotknéme, Ze takto uvedené dilo je napsano, srovname-li se souc¢asné publi-
kovanou Cechovou knihou [14], v konzervativnim duchu. Pokra¢ujme v citaci:

»Although relluctantly geometers must admit that the beauty of
synthetic geometry has lost its appeal for the new generation. The
reasons are clear: not so long ago synthetic geometry was the only
field in which the reasoning proceeded strictly from axioms, whereas
this appeal - so fundamental to many mathematically interested
people - is now made by many other fields“.

Toto bezpochyby cenné pozorovani postihuje zavazny diivod nesmirné prestize
projektivni geometrie v 19. stoleti. Zarovei naznaduje, pro¢ byla zbavena kouzla
vyluénosti, kdyZ na I’Ecole Polytechnique vystfidal Ponceleta fiktivni general
Bourbaki. Dalsi ¢ast pfedmluvy lze povaZovat za umirnénou kritiku ,splendid
isolation“, na ni% si néktefi zaslepeni obdivovatelé projektivni geometrie pfimo
zakladali:
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»By using coordinates from the beginning and alternating between
geometric and algebraic or analytic arguments we hoped to produ-
ce the often sadly lacking ability to pass from the algebraic to the
geometric language and conversely. Rather that avoiding any ad-
mixture of fields, methods from other branches were used whenever

- they seemed more effective or provided a natural approach... The
overall aim was to counteract the impression of geometry as an iso-
lated and static subject, and to present its methods and essential
content as part of modern mathematics.“

Zietelnym svédectvim o pfilisném akcentovani historického pfistupu jsou
také &etné reedice knih. Busemann a Kelly (str. IIT) doporuéuji éetbu knihy Th.
Reye [25], kterd vySla je$t& znova r. 1923, Coxeterova kniha [18] je vydavina
od r. 1949, Jefimovova kniha [34] byla v roce 1971 publikovina popété.

Pomineme-li jiZ citovanou knihu E. Cecha [14], které se bohuZel nedostalo
§ir8i mezindrodni publicity, jsou pokusy o moderni vyklad projektivni geometrie
z 80. let. Jde pfitom o prace riizného zaméfeni a Grovné. Mimofadné kvalit-
nim dilem je kniha [29] francouzského algebraického geometra Pierra Samuela
vydand poprvé r. 1986, kterd zcela jednoznaéné akcentuje teorii projektivnich
kvadrik a chépe ji jako konkrétni iivod do algebraické geometrie. Vyklad mno-
hych témat posvécenych tradici je velmi struény a opro$tény od nepodstatnych
detailt; Ize to ilustrovat na Pascalove vété (str. 69-70); jeji zméné v Brianchono-
vu vétu (str. 116) jsou vénovany &tyii Fadky! Je¥t& vyrazn&jsi redukee se tykaji
paséZi o projektivnich zobrazenich. K témuZ zavéru dosp&jeme i nahlédnutim
do knihy J. Lelong-Ferrandové [20].

Na citovanych dilech se lze snadno pifesvédéit, Ze aggiornamento projektiv-
ni geometrie nebylo snadnym procesem. Nejsiln&ji se tlak tradice (napf. v ter-
minologii) projevuje v Schaalové knize [32] uréené pro vyuku na technickych
univerzitach.

Historikovi matematiky vyvoj projektivni geometrie a jeji vyuky poskytu-
je fascinujici a zdroveh obtiZné téma; miZe pojednat o jeji ,velikosti a bid&“,
nebot v mélokteré matematické discipliné se tak rychle rozeviela opravdu hlu-
bok4 propast mezi jeji ,modernistickou a ,dogmaticky staromédni“ (nebo
pfimo zmrtvujici) interpretaci. To je nepopiratelni evidence, lze ji datovat a
popsat, ale podstatné zajimavéj$im je shledivat divody a pfi¢iny, které k ni
vedly. ObtiZnost tématu tkvi v tom, Ze k z4dvérim a hodnocenim lze dospét kri-
tickou a pronikavou analyzou pramenti neustile konfrontovanou se soudobym
stavem. Jen tak je moZné vysledovat vyvojové trendy a rozlisit jejich kompli-
kované stezky od mnoZstvi mnohdy ldkavych, le¢ vice ¢i méné slepych odbocek.
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