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Mnozi autofi, mezi nimi i N. Bourbaki, nazyvaji 19. stoleti ,zlatym v&kem
geometrie“. Historie geometrie v 19. stoleti je vskutku velmi bohaté. Tato pfed-
néaska je zaméfena predevsiim na nékteré vyznamné rysy vyvoje geometrie ve
druhé poloviné 19. stoleti, které vice ¢ méné souviseji s tzv. Erlangenskym
programem.

Tento nizev dostala pfednaska Felixe Kleina (1849-1925) Vegleichende Bet-
rachtungen iber neuere geometrische Forschungen (Srovnéavaci ivahy o novéj-
gich geometrickych badanich), kterou pfednesl r. 1872 v souvislosti s ndstupem
na misto profesora erlangenské univerzity. Pfedniska vysla jako samostatnd
brozura téhoZ roku. Vénujme nejprve nékolik slov jejimu autorovi.

Byl Zdkem Julia Pliickera (1801-1868). JiZ r. 1870 se b&hem pobytu v PafiZi
seznamil s vynikajicim geometrem norského piivodu Sophusem Lie (1842-1899)
a navéazal s nim velmi plodnou spoluprici. V Erlangenu ztistal Klein do r. 1875,
potom puisobil kratkodobé v Mnichové a Lipsku a od r. 1886 byl profesorem
na vyznamné univerzité v Gottingen. Byl to neoby¢ejné vzdélany a mimofadné
tvofivy matematik, ktery se vedle geometrie zajimal i o fadu dalSich obori
matematiky, véetné jeji historie. Od r. 1910 pracoval na knize Vorlesungen
tiber die Entwicklung der Mathematik in 19. Jahrhundert, kterd sice zlstala
nedokoncéena, ale jeji prvni dva dily vysly v Berliné r. 1926 a 1927. Od r. 1876 byl
Klein hlavnim redaktorem Casopisu Mathematische Annalen a inicioval rovnéz
vydavani Mathematische Enzyklopddie na za¢atku 20. stoleti.

Bohatost Kleinovy tvorby ndm umoziiuje, abychom atmosféru vzniku Erlan-
genského programu navodili vykladem t¥i jeho originalnich vysledkd.

1. Beltramiho — Kleiniiv model Loba&evského geometrie. Omezime
se na dvourozmérny piipad. Body tohoto modelu tvoii vnitiek elipsy E v pro-
jektivni roving, jeho pfimky jsou priniky projektivnich pifimek s vnitikem E
a shodné transformace jsou takové projektivni transformace, které nechévaji
E samodruznou jako celek. Poznamenévame, 7e Eugenio Beltrami (1835-1900)
byl pfednim pfedstavitelem vynikajici italské geometrické Skoly druhé poloviny
19. stoleti.

2. Kleinova kvadrika. V nivaznosti na prace z pozistalosti svého ucitele
J. Pliickera ukdzal Klein, Ze pfimky v trojrozmérném projektivnim prostoru
se pfirozené identifikuji s body jisté kvadriky v pétirozmérném projektivnim
prostoru, ktera dnes nese jeho jméno.

3. Kleinova lahev. Je to dvourozmérna neorientovatelni plocha, kterou
vSak — podobné jako projektivni rovinu — nelze realizovat v trojrozmérném
eukleidovském prostoru. Nejjednodussi neorientovatelnou plochu sestrojil Fer-
dinand M&bius (1790-1868). Mobiiv list vznikne tak, Ze v obdélniku identifiku-
jeme s obracenou orientaci dvé prot&jsi strany (jeho model tedy ziskdme tim, ze
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slepime jednou pfetofeny pruh papiru). Kleinovu ldhev miZeme vytvofit tak,
%e v anuloidu ,,vyfizneme* maly kruh a na hrani¢ni kruZnici ,nalepime” okraj
Mébiova listu (fyzicky oviem toto lepeni nelze provést).

K dalfimu vyznamnému pojmu Kleinova prostoru se dostaneme pozd&ji.

Je dobfe zndmo, Ze ve vyvoji ka¥dé védy, a matematika neni vyjimkou, se
st¥idaji obdobi pfimého rozpracovivani konkrétnich problémi a obdobi hleda-
ni unifikujicich ideji. Tyto ideje ve svych disledcich umoZiiuji podstatné hlubsi
pohledy na spoleéné principy nékolika diléich oboril a spolupodileji se tak na
vytvafeni novych néistroji na feSeni konkrétnich problémi. Erlangensky pro-
gram sehral tuto unifikujici Glohu v rozvoji geometrie druhé poloviny 19. stoleti.
JiZ v jeho Gvodu Klein zdiraziiuje, Ze ve vyvoji geometrie za poslednich 50 let
zaujim4 projektivni geometrie prvofadé misto. Vznikla ze studia stfedového
promitani v eukleidovském prostoru a z poéatku se sledovalo pouze to, Ze met-
rické a afinni vlastnosti se pfi stfedovém promitini nezachovéivaji. V nedivné
(tehdy) dobé& se viak ukazalo, %e afinni vlastnosti lze v projektivni geomet-
rii rekonstruovat zadanim nevlastni roviny v projektivnim prostoru, metrické
vlastnosti pak zaddnim imaginirni kuZelosetky v nevlastni roviné. Beltramiho
— Kleiniv model podobnym zpiisobem realizuje i neeukleidovskou geometrii
Loba&evského.

V samotném tivodu Klein rovné% zaujimi jasné stanovisko ke sporiim mezi
pfivrZenci syntetického a analytického zaméfeni v geometrii, které byly v 19.
stoleti ¢asté. Analytickd metoda umoZiiuje vyuZit dobfe rozpracovany formalni
aparit algebry, zatimco syntetickd metoda vytvdii podminky pro plné vyu-
Ziti prostorové piedstavivosti. Z didaktického hlediska je oviem tfeba prosto-
rovou predstavivost studenti maximiln& rozvijet.* Klein rovné% zdéraziuje,
Ze geometrii je tfeba zisadn& chipat jako geometrii vicerozmérnou. Ziklady
n-rozmérné geometrie poloZil sice Giinther Grassman (1809-1877) svou kni-
hou o ,rozloZitosti“ (Ausdehnungslehre) jiZ r. 1844, ale k plnému pochopeni
jeho mysSlenek doslo aZ pozdé&ji. Klein poukazuje na to, %e vicerozmérné ob-
jekty jsou napfiklad tvofeny riiznymi geometrickymi dtvary v trojrozmérném
prostoru: pfimky tvofi objekt étyfrozmérny, kvadriky dokonce devitirozmérnou
varietu.** Podotykime, Ze také geometrické transformaéni grupy tvofi viceroz-
mérné objekty. Za specialni poslani své broZury pak Klein povaZuje vyklad
vysledki, které neddvno ziskal spolu s Lie.

Programotvorny charakter ma piedeviim prvni kapitola uvaZované Kleino-
vy price. Ukazuje se zde na piikladech, Ze geometrické vlastnosti nezdviseji na

* Obecnéji lze fici, Ze Erlangensky program ustavuje i urgity ,liberalismus® v geometrii:
definitivn& ukon&uje dobové spory o tom, co je ,skuteéni geometrie“ a ukazuje i rozmanitost
existujicich geometrii.

** V origindle je poufito v n&mé&in& b&%né slovo Mannigfaltigkeit, jeho% zikladni vyznam
je rozmanitost. V &eské geometrické terminologii je jeho ekvivalentem cizi slovo varieta, jeZ se
chépe jiZ v onom technickém smyslu, ktery se ustilil a% v prvé polovin& 20. stoleti. Klein uZiva
slovo Mannigfaltigkeit v jeho naivnim vyznamu, kterému v &estin& snad nejlépe odpovidd
vyraz vicerozmérné mnoZstvi.
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mnoha klasickych pojmech, ale jsou charakterizoviny nasledovné. S danym geo-
metrickym prostorem je spojena jist4 grupa transformaci, kterou Klein nazyva
hlavni grupou, a geometrické vlastnosti se neméni pfi transformacich hlavni gru-
py- A lze Fici také obracend: geometrické vlastnosti jsou vyznadeny tim, Ze se
neméni pfi transformacich hlavni grupy. Jako zobecn&ni (dosavadni) geometrie
se tedy objevuje nésledujici velmi obsaZné problematika:

Je ddna varieta a na ni transformacéni grupa; je tieba studovat ty viastnosti
dtvard této variety, které se neméni pii transformacich grupy.

Z hlediska (tehdy) nové terminologie, ktera byla rozpracovina zejména v sou-
vislosti s grupami linedrnich transformaci, lze tento problém vyjadfit rovnéz
takto:

Je ddna varieta a na ni transformacni grupa. Je tieba rozvinout teorii inva-
rianti této grupy.

Musime vyzvednout, Ze tento Kleinidiv pFistup oteviel cestu ke vzdjemnému
ovliviiovini geometrie a algebraické teorie invarianti, za jejiZ vychodisko se po-
vazuje prace Alfreda Clebsche (1833-1872) z r. 1871 o teorii bin4rnich forem.
Klasicka algebraicka teorie invariantd a jeji geometrické aplikace byly pak vy-
znamnym smérem matematiky konce 19. a zalitku 20. stoleti. Je viak t¥eba
upozornit na to, Ze idea hledani invarianti libovolné transforma&ni grupy je ob-
vyklé geometrii dosti vzdilena. K upfesnéni pojmu geometrickd transformacni
grupa se proto za chvili vritime.

V dalgich kapitolidch Kleinovy broZury je znatna pozornost vénovana ,pfe-
niSeni prostiednictvim zobrazeni“. Konkrétni porovnavani riznych geometrii
historicky vyznamné pfispélo k vytvofeni obecného pojmu isomorfismu, ktery
je v dne¥ni matematice béZny. Klein probira i Mobiovu sférickou geometrii, je-
jiz zdkladni konstrukei je klasickd kruhova inverse a jeji srovnani s pfimkovou
geometrif, které podal Lie. C4st vénovand komplexnim &slim piedstavuje vy-
znamné podnéty pro vyuZiti geometrického pfistupu v teorii funkci komplexni
proménné. Stru¢né se charakterizuji i racionslni transformace, které patfi do
algebraické geometrie. Do Kleinova programu spadd i Analysis Situs, coZ byl
tehdejSi nazev pro topologii. Z dnesniho hlediska je zajimavé, %e Klein s po-
jmem wvarieta nezbytné spojuje diferencovatelnost. PiSe: Bodovd transformace
md v nekonecné malé édsti vidy charakter linedrni transformace. Déle je vyloZe-
na Lieova teorie kontakinich transformaci, které nachizeji vyznamné aplikace
v mechanice. Z obecného hlediska poznamenivime, %e v tomto p¥ipadé jde
o transformace zavisejici na ,nekonetné mnoha parametrech“. Za vyzvednuti
jeXté stoji, Ze v dalsi &asti Klein fakticky piekraluje hraice svého vlastniho pro-
gramu a rozebira diferencidlné — geometricky pfistup k prostoriim s konstantni
kfivosti. Diivodem jsou jejich souvislosti s ob&ma zikladnimi typy neeukleidov-
skych geometrii: hyperbolickou (& Lobacdevského), kters se loklng realizuje na
prostorech se zidpornou konstantni kfivosti, a eliptickou, ktera se lokilng reali-
zuje na prostorech s kladnou konstantni pfivosti. K témto zdsadnim vysledkiim
dospél Bernhard Riemann (1826-1866).
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Vytvofeni rozumného pojmu geometrické transformacni grupy se opiré o pra-
ce S. Lie, i kdyZ on je studoval pouze lok4ln&. Podal viak tiplnou charakterizaci
jejich infinitesimAlnich vlastnosti, kter4 m4 pro celou teorii zdkladni vyznam.
Dnesni pfistup, ktery je globdlni, se opird o pojem hladké m-rozmeérné variety
M . To je pfedeviim prostor, ktery lokiln& vypad4 jako prostor R™ viech m-tic
redlnych &isel. Za vystizny piiklad dvourozmé&rné hladké variety lze povaZovat
jednotkovou kouli v R®. Ideu hladkosti miZeme stru¢n& charakterizovat nisle-
dovné. Je-li N dalsi hladk4 n-rozmérn4 varieta, pak né&kter4 zobrazeni z M do
N jsou vyznadena jako hladkd, a to tak, Ze lokdln& vypadaji jako diferencova-
telni zobrazeni z R™ do R™ . '

Studium hladkych zobrazeni mezi hladkymi varietami se miZe opfit o dife-
rencidlni podet. Lieovou grupou nyni nazyvame takovou grupu G, ktera je sou-
tasné hladkou varietou a grupové nésobeni je hladkym zobrazenim GxG — G .
Hiadkou transformaéni grupou na hladké varieté M rozumime Lieovu grupu G
spolu s pravidlem g, které kaZdému prvku y € G pfifazuje hladkou transfor-
maci g(g) variety M do sebe. Pfitom se pfedpoklid4, Ze ¢ je homomorfismus
grupy G do grupy viech transformaci mnoZiny M a pfirozené vznikajici zobra-
zeni G X M = M, (g,z) — o(g9)(z) je hladké.

Kleinovy zisluhy o zéklady soutasné geometrie jsou ocenény i tim, Ze Kleino-
vifm prostorem se dnes nazyvé hladka varieta M spolu s hladkou transformaéni
grupou G, pfiem? se jest& pfedpoklada, Ze pro kazdé z,y € M existuje alespoii
jedno y € G takové, Ze y = o(g)(z). Pfi splnéni této podminky transitivnosti
Ize totiZ vytvofit ucelenou teorii Kleinovych prostori. Je tieba viak pozname-
nat, %e uvedend podminka je splnéna u vychozich prostorii, zatimco u prostori
z nich riznym zptisobem odvozenych se transitivnost ¢asto ztrici.

NejdileZit&jsim Lieovym objevem byla konstrukce, ktera kaZdé Lieové grupé
G pfifazuje jednoduchy algebraicky objekt, ktery se dnes nazyva Lieovou al-
gebrou grupy G a tuto grupu lokalné zcela uréuje. Takto lze mnohé geometrické
problémy redukovat na klasifika¢ni problémy o Lieovych algebrich. Velkého po-
kroku v této oblasti bylo dosaZeno jiZ koncem 19. stoleti, a to zejména v pracich
vynikajiciho francouzského geometra Elie Cartana (1869-1951). Je proto poné-
kud piekvapivé (a je to jednim z historickfch paradoxi vyvoje matematiky), Ze
dodnes se nepodafilo ziskat tiplnou klasifikaci viech Lieovych algeber, i kdyZ% se
timto problémem jiZ vice neZ 100 let intenzivné zabyva mnoho skvélych mozki.
Poznamenejme rovnéZ, Ze po vytvoifeni obecného pojmu Kleinova prostoru se
zalala systematicky studovat i diferencidlni geometrie jejich podvariet.

Podivame-li se na Kleinovy kvadriky z hlediska Erlangenského programu,
zjistime, Ze pfimkova geometrie v trojrozmérném projektivnim prostoru je geo-
metrif této kvadriky. To je fakt, ktery nachdz{ mnoha konkrétni vyuZiti napf.
v rliznych oblastech diferenciilni geometrie. Ve druhé poloviné 19. stoleti by-
la podrobné studovéina ¥ada podobnych modeli pro sférickou a jiné geometrie.
Jasné hledisko Erlangenského programu zpisobilo také zasadni rozifeni pojmu
neeukleidovskd geometrie. Plivodné se sem Fadila jen geometrie Lobatevského
a jiZ zmin&n4 eliptickd geometrie. Dnes se pod neeukleidovskou geometrii ¢asto
rozumi geometrie n&jaké podgrupy projektivnich transformaci, ktera zachoviva
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pfedepsané ,absolutni“ Gtvary. Ty jsou zpravidla tvofeny linedrnimi a kvad-
ratickymi objekty. Pfi piivodnim v&deckém vyzkumu v ni se vyu#ivi zejména
teorie Lieovych algeber.

Do rdmce Erlangenského programu spadé i Analysis Situs ve smyslu geo-
metricky chiapané topologie. Globilni otizky jsou natolik pfirozené spojeny
s klasickou geometrii, Ze diléi topologické problémy byly studoviny prakticky
viemi vyznamnymi geometry 19. stoleti. Samostatnou védou se viak topologie
stala aZ pracemi Henri Poincarého (1854-1912). Byl to vynikajici matematik,
fyzik, astronom a filosof.} V poslednich letech 19. stoleti Poincaré hluboce stu-
doval globdlni ot4zky teorie soustav obycejnych diferencidlnich rovnic (¢ dy-
namickych systémil). P¥i této pfileZitosti charakterizoval z4kladni topologické
invarianty n&kterych geometrickych prostord. Dnes se této &sti topologie Fik4
algebraickd, protoZe hlavnim nastrojem ke studiu topologickych prostori jsou
rizné algebraické struktury (grupy, okruhy apod.) z nich odvozené. Vlastni
rozvoj této vyznamné matematické discipliny vSak spadé jiz do 20. stoleti.

Snad se ndm podafilo jiz dostatetn& doloZit, Ze Erlangensky program mél
podstatny vliv na dalsf rozvoj geometrie. Zavérem jeSté struéné vyjadiime n4s
nézor na vyznam Erlangenského programu pro sou¢asnou geometrii.

Svoji tilohu nejlépe naplnil tim, Ze zcela pronikl do dne$niho geometrického
mysleni a tim vlastné ustoupil do pozadi. Ve 20. stoleti se rozviji fada geo-
metrickych disciplin, které v mnoha smérech jiz nelze klasifikovat z hledisek
Erlangenského programu. To plati piedeviim o Riemannové geometrii, kterd
se stala i dileZitym nastrojem pro obecnou teorii relativity. Podobny charak-
ter m4a také teorie konezi s vyznamnymi aplikacemi v tzv. kalibrac¢nich teoriich
matematické fyziky. Podrobnéjsi rozbor této problematiky vak jiZz piekratuje
ramec tohoto textu.

O geometrii se pravem fika, Ze je to jedna z nejstarSich véd wvibec, kterd
viak prochizi neustalym procesem omlazovani a tim si uchovéiva ptivab vé¢ného
mlidi. A Kleinovy ideje trvale ziistdvaji jeji podstatnou slozkou.

Formou uréitého dodatku bychom jeSté radi velmi stru¢né upozornili, Ze
v matematice 20. stoleti se objevila novi unifikujici idea, kterd podle naSe-
ho soudu hraje v mnoha smérech tlohu podobnou oné, kterou mél kdysi Er-
langensky program. Je to teorie kategorif, kterd vznikla pfi studiu problémi
algebraické topologie a zasahuje celou matematiku. Omezime se na vyklad nej-
jednodusiho p¥ipadu, ktery je svizan s geometri.

UvaZujeme-li jeden koneénérozmérny vektorovy prostor V, pak viechny li-
neirni isomorfismy V' — V tvofi grupu. Vezmeme-li v ivahu vSechny vektorové
prostory kone¢né dimense, pak viechna linedrni zobrazeni mezi nimi tvoii ka-
tegorii. Ideje tohoto typu hraji vyznamnou organizaéni tlohu i v Ffad& otdzek
moderni geometrie a maji zde charakter pfimého zobecnéni Erlangenského pro-
gramu.

t DoloZime to pouze konstatovinim, Ze dospél k zdkladnim my3lenkdm specidlni teorie
relativity r. 1905 soudasn& s Einsteinem.
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