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ZACIATKY A FORMOVANIE ZAKLADOV
n-ROZMERNEJ GEOMETRIE (1840 — 1870)

JAN C1ZMAR

Teéria koneénorozmernych vektorovych a afinnjch priestorov nad polom re-
alnych &isel tvori v si¢asnosti Standardny obsah vysokoSkolskej vyucby mate-
matiky v niZ8ich ro¢nikoch na fakultach Specidlneho i technického zamerania.
Nezriedka sa v tejto vyucbe nereSpektuji v nélezitej miere problémy psycholo-
gického a filozofického charakteru, stivisiace s pouZivanim geometrickej termi-
nolégie dvoj- a trojrozmerného euklidovského priestoru na algebrické objekty,
ktoré st v matematike prirodzenym rozsirenim objektov analytického modelu
euklidovskej roviny a (trojrozmerného) euklidovského priestoru. Tieto problé-
my nie st zanedbatelné; odraZaji v skratke zloZitost ciest, ktorymi sa matema-
tika 19. storolia prepractivala k n-rozmernej analytickej geometrii v situécii,
ked vyvoj technickych prostriedkov algebry zna¢ne predstihol konzervativizmus
geometrického myslenia. Hlavny problém je filozofickej povahy a nestratil ak-
tudlnost dodnes: Skolské vzdelavanie a vychova i komplex mimogkolskych vply-
vov vedie k chapaniu euklidovskej geometrie ako jediného adekvitneho modelu
redlneho priestoru, ktorého rozmer je charakterizovany ¢islom 3. Prekonanie tej-
to Ciselnej bariéry a zvladnutie zédkladov n-rozmernej geometrie pre ubovolné
koneéné n vedie spétne k pochopeniu euklidovskej geometrie ako matematickej
tedrie idedlnych objektov, ktord nie je jednoduchou abstrakciou redlneho pries-
toru. Historicky trval tento proces okolo troch desatro¢i (1840-1870) a plné
udomaécnenie jeho vysledkov v povedomi §irokej matematickej obce si vyZiada-
lo dalie 3-4 desatroéia. K vSeobecnému zaradeniu n-rozmernej geometrie ako
§tandardného vysoko§kolského uéiva prislo aZ v druhej polovici, presnejsie azda
az v poslednej tretine nasho storocia.

Zamerom tohto ¢lanku je predostriet &itatelovi obraz postupného vzniku z4-
kladnych pojmov n-rozmernej geometrie a naértnit aj rad prekazok, cez ktoré
sa musela presadit ako plnopravna matematicka disciplina. Zamyslany rozsah
neumozihuje zmienit sa podrobne o tych oblastiach n-rozmernej geometrie, kto-
rych zirodky sa sice utvorili v sledovanom obdobi, ale intenzivny rozvoj na
samostatné discipliny je aZ dielom neskorich desatroéi. Typickym prikladom
takéhoto odvetvia je riemannovska geometria, ktora sa v 20. storo¢i rozvinula
na jednu z najvyznamnejsich ¢asti modernej geometrie.

I. Predhistéria

1. Geometricka algebra a jej pokradovanie v stredoveku

Prvé zirodky systematického pomeniivania algebrickych objektov geomet-
rickymi terminmi sa objavuji v starovekej gréckej matematike v pytagorovskej
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gkole uZ v 6. st. pr. n. 1. Bezprostredna spojitost medzi $pecidlnymi typmi &i-
sel a geometrickymi Gtvarmi na$la vyraz v konStrukcii figurdlnych éisel, t.j. &i-
sel predstavitelnych rovinnymi mnohouholnikmi a priestorovymi mnohostenmi.
Cisla dostavali ndzvy zhodné s oznatenim geometrickych Gtvarov, ktorymi boli
&isla reprezentované: &islo tvaru n? (pre prirodzené &islo n > 1) sa nazjva-
lo tetragonos ($tvoruholnik, Stvorec, §tvorcovy), &islo tvaru n® kybos (kocka,
kockovy); Stvorcové &islo sa nazyvalo aj dynamis (sila, moc, mocnost). Spdsob
tvorby vy$Sich mocnin veli¢iny naznatuje Herénovo pomenovanie Stvrtej moc-
niny ndzvom dynamodynamis (Stvorco-§tvorec) v spise Metrika v 1. st. n. L.
Diofantos (okolo r. 250 n. 1.) v knihe Aritmetika (Arithmetika) pomentva pr-
vych Sest mocnin nezndmej; okrem uZz zndmych mocnin sa piata mocnina na-
zyva dynamokybos (8tvorco-kocka) a Siesta mocnina kybokybos (kocko-kocka).
V arabskom preklade Diofantovho diela od Qustu ibn Liqu al-Ba’labakkiho
(zomrel r. 912) sa vyskytuje aj 6sma a deviata mocnina; ich nazvy zodpove-
dajt tvarom 3tvorco-Stvorco-tvorco-Stvorec alebo kocko-kocko-tvorec pre z®
a kocko-kocko-kocka pre z°. V inych arabskych prekladoch antickych prame-
hov i v origindlnych dielach matematiky stredovekych islamskych krajin sa
vyskytujt zhodné alebo podla toho istého principu podobne tvorené nizvy pre
mocniny nezndmej a% po exponent 9; mocnine z’ zodpoved4 néizov ¥tvorco-
§tvorco-kocka. Je zjavné, Ze anticka grécka matematika aj stredoveks islamska,
matematika tvorili mocniny vysSieho stupiia skladanim druhych a tretich moc-
nin na béaze aditivneho principu skladania exponentov, teda spésobom, ktory
je zhodny s nasobenim mocnin s tym istym zdkladom v dne$nej matematike.
Tento princip reSpektovala arabskid matematika aj v obdobi po 11.-12. sto-
rodi, ked prekrodila hranicu exponentov Diofantovych mocnin. Terminoldgia
zostava nadalej naskrze geometrickd a napr. odmocnina Iubovolného stupiia sa,
nazyva tym istym slovom, ktoré sa pri druhej odmocnine Specifikuje ako stra-
na §tvorca, pri tretej odmocnine ako hrana kocky a pri odmocninich vysSieho
stupfia ako zdklad mocniny bez akejkolvek geometrickej interpreticie. Urdité
néznaky pouZitia fiktivnych objektov viacrozmernej geometrie na rieSenie Gloh
o odmocninich stuphia vy¥Sieho nez 3 sa objavujii u al-Firabiho (Abu Nasr
Muhammad ibn Muhammad al-Firabi, asi 870-950/1) a Abu ’I-Vafu (Abu 'I-
Vafd Muhammad ibn Muhammad al-BazdZani, 940-997/8), ale ide o pokusy
nedosledné a sporadické, ktoré zostali vi¢Sinou nepochopené a nedostalo sa im
vSeobecného roz§irenia.

Stredovekd matematika na Gzemi Indie na rozdiel od matematiky arabskej
pouzivala na tvorbu nazvov mocnin vysSieho stupiia multiplikativny princip, t.
j. pracovala s mocninami tak, ako by sa pri ich skladani ich exponenty nésobili;
napr. ,$tvorco-§tvorec* znamenal mocninu %2 = z4, , kocko-§tvorec* mocninu
232 = 8,  kocko-tvorco-§tvorec* mocninu 2322 = 212 atd. Mocnina z° sa
nazyvala sticin Stvorca a kocky, mocnina z7 sicin $tvorca, $tvorca a kocky.

Eurépska stredovekd matematika sa opierala predovietkym o arabské pra-
mene a ich prostrednictvom sa oboznamila aj s vysledkami indickej a &inskej
matematiky, velmi ¢asto bez hlbfieho pochopenia sprostredkovanych poznat-
kov a bez schopnosti originalnej$ej tvorivej syntézy. Tak napr. Leonardo z Pisy
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(Fibonacci) (asi 1170-1250) v svojom sldvnom diele Kniha o abaku (Li-
ber abaci, 1202) uplatiiuje dosledne aditivny princip tvorby mocnin vys8ich
stuphiov, zatial ¢o talianska algebricka Skola 15. a 16. storoéia, zakotvena hlav-
ne v knihe Lucu Pacioliho (1454-1514) Suma aritmetiky, geometrie, pomerov
a proporcii (Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionali-
ta, 1487, tlaou vysla v Benatkach r. 1499) sa pridrZiavala multiplikativneho
principu. Pre mocniny s prvoéiselnym exponentom roznym od 2 a 3, t. j. pre
mocniny z°, z7, 2!, ... pouZiva (uZ v ndrodnom, talianskom jazyku) nazvy
primo relato, secondo relato, tertio relato atd. ako skomolené preklady a roz-
Sirenie terminov, ktoré zaviedol byzantsky ucenec Michael Psellos (1018- po
1078), a to ,prvé nevyjadritelné“ (alogos protos) pre z° a ,druhé nevyjadri-

telné“ (alogos deuteros) pre z'.

V talianskej algebrickej $kole aj u nemeckych algebrikov 15. a 16. storodia
- kossistov je zjavné uvolnenie prisnej vizby na klasickii geometricki algeb-
ru a rozkolisanie striktného systému tvorby nézvoslovia pre mocniny vy$Sieho
stupha. Prejavuje sa to v temer vSeobecnom uplatiiovani multiplikativneho
principu a v foraz vicsich tvaroslovnych deformécidch povodnych geometric-
kych nézvov s rastiicou disproporciou medzi ich pé6vodnym obsahom a posunu-
tym novym vyznamom. Tak napr. niekolkondsobnym prekladom - z gréétiny do
arabdiny, z arabciny do latinéiny, pripadne z latin¢iny do narodnych jazykov -
talianéiny, nemdéiny, franciizstiny, 3paniel€iny - preslo slovo alogos (,,nevyjadri-
telny“, neschopny slovného vyjadrenia), oznadujice pévodne fakt, Ze mocnina
2%, resp. 27 nemdZe byt na baze multiplikativneho principu vyjadrens zlozenim
druhych a tretich mocnin, prekladom do arabéiny na slovo s vfznamom ,nemy,
hluchy“, €o sa do latindiny preloZilo slovom surdum (=hluché). Tradicia ozna-
¢ovania mocnin geometrickymi nidzvami vedie k pomenovaniu piatej mocniny
terminom surdum solidum (,hluché teleso“), v skratke sursolidum, &o nasle-
dujtice genericie matematikov uz chipu ako skratku nazvu supersolidum, t. j.
nadteleso.

Intenzivna algebrizicia matematiky v podani kossistov vzdaluje algebru od
geometrie a ponechdva z geometrickej algebry v podstate len archaické na-
zvoslovie. No prave tito okolnost umozni hibsie pochopit paralelizmus medzi
tvorbou mocnin a zodpovedajtcich geometrickych atvarov a poodhrnit oponu
scény viacrozmernej geometrie.

ZasliZil sa o to jeden z najvyznamnejsich kossistov Michael Stifel (asi 1486-
1567) v doplnkoch k Algebre Christoffa Rudolffa (Die Coss Christoff Rudolffs
mit schonen Exempeln der Coss, durch Michael Stifel gebessert und sehr ge-
mehrt, Konigsberg, 1553). Stifel priraduje k postupnosti aritmetickych objek-
tov a® = 1, a! = a, a?, a® (a > 0) postupnost geometrickych objektov: bod,
tise¢ka s dfzkou a, §tvorec so stranou dfzky a, kocka s hranou dfzky a (obr. 1).
V aritmetike moZno pokrafovat dal§imi mocninami ¢&isla a, v geometrii nemoz-
no vyjst za hranice kocky, ,lebo ak by bolo viac ako tri rozmery, bolo by to
protiprirodzené“.



60 JAN CiimAR

Utvar Znazornenie Priradené é&islo
1. Bod a®=1
+
2. Usetka al=a=a-1
 e— )
= ‘
3. Stvorec a2=a-a=a-al
a?.
a
h |
a
4. Kocka a®=a-a?
|
4
I &

Obr. 1

Ak by sa to pripustilo, postupnost geometrickych Gtvarov by pokralovala do
nekoneéna: kocka by sa povaZovala za ,telesovy bod“, po nej by sa skonstruo-
vala ,telesova tse¢ka“, po nej ,telesova plocha“, po nej ,telesova kocka® atd.,
»bez zastavenia® (obr. 2).
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Utvar Priradené éislo
1’. Kocka = telesovy bod 1=a?
2’. Telesové Gsetka a=a-1=a-a®=a*
A '\a\
|
|
|
I
l 4
I I 7l I
\
N
Obr. 2
3’. Telesova plocha a?=a-a=a-a*=ad°
4’. Telesova kocka a®=a-a2=a-a° =af

atd.

»Telesova tiseCka® je stopa pohybu ,telesového bodu“ po tsecke kolmej na vse-
tky tri hrany ,telesového bodu“, ,telesova plocha“ je stopa pohybu ,telesovej
asetky“ po tsefke kolmej na vietky $tyri vyzna¢né osnovy ,telesovej tsecky*
atd.

2. Funkcie niekolkych premennych

Druhym zdrojom zirodoénych predstav o objektoch viacrozmernej geomet-
rie boli geometrické met6dy interpreticie elementarnych pojmov, ktoré sa obja-
vili v anticipaénych pokusoch stredovekej matematiky sformulovat pojem funk-
cie niekolkych premennych. Najvyraznejsie v tomto sili pokroé&il Nicole Ores-
me (1323-1382) v diele O konfigurdcii kvalit (De configuratione qualitatum,
pred rokom 1371). Dielo je vynikajiicou reprezenticiou tej oblasti scholastickej
filozofie, ktord sa nazyvala tedria foriem. PreloZend do jazyka dneSnej mate-
matiky predstavuje Oresmova priaca geometrickd interpreticiu funkcii jednej
premennej, dvoch premennych a troch premennych.

Funkciu nazyva Oresme kvalitou a prisudzuje jej dve kvantifikovatelné stran-
ky - extenziu (extensio) a intenzitu (intensio). Extenzia mé6Ze byt dand jednym,
dvoma, resp. tromi &selnymi idajmi, intenzita je vidy jeden &iselny udaj. Ci-
selné daje sa znazorhuji tseckami, ktorych dizky sa rovnaji danym &iselnym
hodnot4m; tise¢ka znazorfiujica intenzitu je kolm4 na linedrny podpriestor ge-
nerovany vietkymi extenziami, ktoré v kvalite vystupujia. Oresmova linedrna
kvalita predstavuje funkciu jednej premennej. Extenzia znamena Sirenie kvality
po usecke, ktorej polohu relativizuje slovom $irka (latitudo).
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X B’

A / intensio

1 (longitudo)

A X extensio
(latitudo)

Obr. 3

Hodnota extenzie, t. j. dfzka tsetky s pevnym zaiatoénym bodom A (obr.
3) a pohyblivym bodom X na tsetke AB, je hodnota = nezdvisle premennej.
Hodnota intenzity kvality prislichajicej k extenzii AX, t. j. hodnota funkcie
prislichajica k hodnote z nezivisle premennej, je znizornend tisetkou X X',
ktora je kolm4 na priamku AB obsahujticu Gsetku AB a ktorej dfzka sa rovna
hodnote intenzity. Jej umiestnenie a vztah k extenzii-Sirke vyjadruje Oresme
oznatenim dl%ka (longitudo).

V rovinnej pravouhlej sistave siiradnic s osou z = .ﬁ a IubovoInou osou
y kolmou na z zvolenou tak, aby stiradnica a bodu A, resp. stradnica b bodu
B na osi z boli kladné, pritom a < b, je uzavrety interval [a,b] defini¢nou
oblastou funkcie. Intenzity s zndzornené tise¢kami, ktorych jedny krajné body
prebiehaji Gsetkou AB, druhé krajné body tvoria graf funkcie. Oresme nazyva
graf funkcie diarou horného okraja alebo diarou intenzity. Linedrnej kvalite,
t. j. funkcii jednej premennej, je takto priradeny rovinny ttvar - krivoéiary
§tvoruholnik ABB’ A’ ohraniceny tisetkou AB, kolmicami na AB v bodoch A4,
B a &iarou intenzity A’B’. Tento model kvality ako aj kvalita sama sa spravidla
nazyvali formami. Odtial pochiddza zaradenie tejto tematiky do teérie foriem,
ktora hrala v scholastickej filozofii podstatne vyznamnejSiu a vSeobecnejsiu
tlohu, neZ to naznafuje jej uplatnenie v matematike.

Funkcii dvoch premennych zodpoved4 Oresmova rovinnd kvalite, v ktorej je
intenzita (intensio) kvality z4visld od dvoch nezavislych extenzii (extensio (1),
extensio (2)) (obr. 4). Hodnoty extenzii sa nandSaji na dve navzijom kolmé
tsecky AB, AD so spolotnym krajnym bodom A a mnoZina bodov roviny, kto-
rych stradnice s extenziami prebiehajicimi tymito tseckami, je pravouholnik
ABCD s dvoma stranami na Gseckach extenzii AB, AD. Tento pravouholnik je
defini¢nou oblastou funkcie. Intenzity kvality, t. j. hodnoty funkcie st znézor-
nené Gsetkami kolmymi na rovinu pravouholnika, ktorych jedny krajné body
prebiehaji pravouholnikom a druhé krajné body vytvaraja plochu - graf funk-
cie, nazyvany Oresmom plocha horného okraja alebo plocha intenzity. Formou
modelujiicou rovinni kvalitu je priestorovy Gtvar - krivoplochy kvdder ohranide-
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Obr. 4

ny pravouholnikom ABCD, rovinami, ktoré prechadzaji jeho stranami kolmo
na jeho rovinu a grafom funkcie.

Pre pochopenie nasledujticeho zovSeobecnenia pre funkciu troch premennych
je dolezité uvedomit si, Ze tsefka znazorfiujica intenzitu kvality ma okrem
jedného krajného bodu vietky body mimo (zvonka) roviny obsahujicej obe
extenzie kvality.

Funkciou troch premennych je Oresmova telesovd kvalita. M4 tri nezévislé
extenzie — extensio (1), extensio (2), extensio (3) — nanaSané na uselky AB,
AD, AA’ (obr. 5) leziace na hranich

extensio(3)

extensio(2)

Obr. 5

pravouhlého trojhrana. Definiénou oblastou funkcie je kvdder ABCDA'B'C'D’
uréeny hranami AB, AD, AA’'. Intenzita (intensio) kvality je zndzornena tseé-
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kou, ktorej jeden krajny bod lezi v kviddri ABCDA'B'C'D’, je kolmé4 na vietky
tri isetky AB, AD, AA’ a jej dfzka sa rovna hodnote intenzity. Vietky body
tejto GseCky okrem jej krajného bodu v kvadri leZia zvonku priestoru, kto-
ry je linedrnym obalom kviddra ABCDA'B'C’'D’. Formou telesovej kvality je
Stvorrozmerny nadkvader ohrani¢eny kvidrom ABCDA'B'C’'D’, trojrozmer-
nymi priestormi, ktoré prechddzaji jeho stenami a st kolmé na trojrozmerny
obal kvidra ABCDA'B'C'D', a krivoplochym kvidrom ABCDA'B'C'D’, kto-
ry je grafom funkcie v §tvorrozmernom priestore (obr. 5).

Historicky je celkom prirodzené, Ze Oresme neoperuje pojmami Stvorroz-
merného priestoru. Analégiou kon§trukcie ,,horného okraja“ sa obsahovo velmi
hmlisto pribliZuje k niektorym pojmom tohto priestoru. Nejasnost textu a jeho
deformécia kopistami, ktori slovo zvonku nahradili slovom vnaiiri, boli dlhodo-
bou a trvalou prekdzkou pochopenia Oresmovej idey. Ostatne sim Oresme od
nej vylakane ciivol.

3. Iné pramene

Nevyhnutnym predpokladom exaktného vypracovania zakladnych pojmov
viacrozmernej geometrie bol zdsadny pokrok v oblasti symbolickej algebry. Re-
alizicii tejto Glohy venovali intenzivnu pozornost vyznamni matematici posled-
nych desatroéi 15. storodia (Luca Pacioli, Johannes Widman, Nicolas Chuquet)
a popredné Skoly i jednotlivci v 16. storoéi (nemecki kossisti: Christoff Rudolff
z Javora, Michael Stifel; talianska algebricka Skola: Scipione del Ferro, Niccolo
Tartaglia, Hieronimo Cardano, Ludovico Ferarri, Rafaelo Bombelli; Francois
Viete). Osobitne Viétov prinos je podstatny, lebo v jeho diele sa prakticky
dovrSuji principy symbolickej algebry a tvorba symboliky sa rozvija do takej
miery, Ze v Descartovej a Fermatovej analytickej geometrii poskytuje spolahlivy
zéklad algebrizacie geometrie. Prirodzene, analyticka geometria ako disciplina,
ktora sa préve len etablovala, sotva mohla okamZite poskytnit bezpeéné odra-
zisko pre hlboké a dalekosiahle zovSeobecnenie, ktorym n-rozmerna geometria
vo vztahu k elementéirnej algebre a geometrii nepochybne je. Preto z pohladu
neskor$ieho vzniku n-rozmernej geometrie predstavuje rozvoj algebry v 16.—18.
storodi nie priame smerovanie k tvorbe zdkladov viacrozmernej geometrie, ale
extenzivny rast a zdokonalovanie vlastného obsahu, ktory sa neskor v 19. sto-
rodi vo vztahu ku geometrii preukdzal ako €inné a plodnd met6da. Prebleskli
sice sem-tam naznaky pokusov o formaliziciu v geometrii (napr. u Viétu), ktora
by v dosledkoch otvorila cestu k viacrozmernému rozsireniu, ale boli to sna-
hy zdrodoéné, znatne vigne a hlavne bez dostalujiiceho technického zizemia a
opory vo formalizovanej algebre a logike. Vi¢Siu pozornost z hladiska neskorsie-
ho uplatnenia v budovani viacrozmernej geometrie si zasluhuji koncepéné idey
Descartove a Leibnizove. Spoloénym znakom ich koncepcii je tsilie vypracovat
univerzalnu metodolégiu, pri¢om za vedu schopnii plnit tto funkciu povaZovali
matematiku, ¢i presnejSie jej jednotlivé oblasti, a to Descartes formalizovani
algebru a Leibniz analyzu (calculus).

René Descartes (1596-1650) zna¢ne posunul dopredu exaktnii formulaciu
vSeobecnej vedeckej metédy. V duchu jeho filozofie to bola analytickd met6-



ZAGIATKY A FORMOVANIE ZAKLADOV n—ROZMERNEJ GEOMETRIE 65

da, ktorej aplikicia mala viest k matematizicii (= algebrizacii) fubovolného
problému v nasledujicich krokoch:
— analyza problému, formalizcia zdkladnych, elementdrnych podobjek-
tov a vztahov medzi nimi pomocou algebrickych symbolov
— formulacia problému v jazyku algebry koneénym systémom algebrickych
rovnic
— redukcia systému rovnic na jednu rovnicu a jej explicitné rieSenie.

Odhliadnuc od historickej ohrani¢enosti matematickych met6d a zjednodu-
Senych Descartovych predstdv o univerzalite matematiky, je jeho idea mate-
matizacie priekopnickym projektom, ktory sa v Coraz rozsiahlejSom meradle
realizuje prave v naSom storoéi zasluhou vzniku a rozvoja matematickych dis-
ciplin, umoziujtcich aplikiciu matematiky v oblastiach, kde sa to predtym
zdalo nemyslitelné.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) v liste Christianovi Huygensovir. 1679
vyslovil ideu formalizécie geometrie, ktor Euler oznadil r. 1736 ako ,,geometriu
polohy“ (geometria situs). Leibniz navrhuje znakovi formaliziciu geometric-
kych objektov, ich vlastnosti, relacii, operécii a transformécii s ciefom vylaéit
alebo asponi vyrazne zredukovat ich vyjadrovanie obriazkami, modelmi alebo
tazkopadnymi slovnymi opismi. Metédu, ktord v ndznakoch sformuloval Leib-
niz, pochopili a rozvinuli nasledovnici ako princip topolégie (L. Euler, J. B. Lis-
ting, B. Riemann, H. Poincaré).

Z pohladu neskor$ieho, najmi axiomatického budovania teérie viacrozmer-
nych priestorov, v ktorej prvotnym pojmom je priestor, a jeho podmnoZiny,
$pecidlne podpriestory sa zavadzaji pomocou definicii, stoji za pozornost Leib-
nizov nézor, Ze pojem telesa ma predchadzat pred pojmom plochy a ¢iary. Tato
idea, ostatne, nie je prevratne originalna, lebo je implicitne obsiahnutd u Aris-
totela, explicitne vyslovena u al-Fardbiho a aplikovana u al-Birtniho.

Dolezita Glohu pri axiomatickom budovani tedrie viacrozmernych priestorov
v poslednych desatrodiach 19. storodia zohrali vektory. Zarodky matematickej
formuldcie pojmu vektora (bez pouZitia tohto ndzvu) sa objavuji zaliatkom 19.
storo¢ia u L. Carnota a na prah tohto pojmu sa dostdva G. Bellavitis (1803—
1880) v diele Tedria ekvipolencie (Teoria della equipolenza, 1835).

Obr. 6

Ekvipolentngmi nazjyva ka?dé dve tse¢ky, ktoré maji zhodné dlzky (1), st
rovnobeZné (2) a stihlasne orientované (3) (obr. 6). Je zjavné, Ze ekvipolenciu
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dvoch orientovanych tisetiek AB, C D moZno charakterizovat touto vlastnostou:
stred tsecky AC sa rovna stredu tsecky BD. Tato vlastnost charakterizuje
aj ekvipolentné asecky incidujice s jednou priamkou. Potom je ekvipolencia
ekvivalenciou a trieda ekvivalencie je v dne$nej terminoldgii volny vektor.

II. Priami predchodcovia

Prvé pokusy formulovat zdkladné pojmy n-rozmernej geometrie bezprost-
redne predchadzal pokrok v tedrii algebrickych foriem n premennych a v teérii
mnoZnych integralov (funkcii 7 premennych). Snaha o geometricki interpreta-
ciu bola jednym z hlavnych stimulov, ktoré viedli k postupnému formovaniu
zékladov n-rozmernej geometrie. Zasadny prinos v tejto oblasti znamenali praice
Jacobiho a Cayleyho.

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) v praci O transformdcii dvoch lu-
bovolnijch homogénnych funkcii druhého rddu linedrnymi substiticiami na dve
in€ (funkcie), ktoré obsahuji len Stvorce premenngch zdrovesi s rozliénymi ve-
tami o transformdcii integrdlov (De binis quibuslibet functionibus homogeneis
secundi ordinis per substitutiones lineares in alias binas transformandis, quae
solis quadratis variabilium constant; una cum variis theorematis de transfor-
matione integralium, Berlin, 1834) formuluje najprv nasledovni tlohu:

N4jst také linedrne substitiicie
Y1 =071 +ahz2 + - +al T,
yo=ajz1 +ayze + - +allz,
yn =o{"z; +ofVzs + - + oMz,
aby platilo

Y1Y1 +Y2Y2 + -+ YnYn = 2171 + T2T2 + -+ Ty -

Zistuje sa, Ze pre koeficienty af," ) (v,u=1,...,n) plati

a’,,a&+a’,’,a’)f+---+a(,:‘)ag\") =0prex# )\ a
oo, + ool + - +alel) =1,
t. j. v dne¥nej terminoldgii matica (aff‘ )) je ortogonalna. (Geometricky zodpo-
ved4 tejto matici otdanie n-rozmerného euklidovského priestoru.)
Potom riei Jacobi vlastnii dlohu naznateni1 v nzve préce:
Néjst linedrnu substiticiu

n
Ty = Zﬁg)w,x= 1,...,n,
A=1
ktora simultdnne previdza dve kvadratické formy

V = Za,,)‘m,‘z)‘ , W= Z bse AT 5T

s, A
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na tvar

V =Gy + Gayayz + -+ + GrYn¥n,
W = Hiyzyr + Hayay2 + -+ - + HoYnYn -

Geometricka interpretécia tilohy: Transformovat dani ststavu siiradnic na novi
sastavu, v ktorej rovnice dvoch danych kvadratickych ploch maji kanonicky
tvar.

Transformécia ma v praci pomocny vyznam: sldZi na vypocet mnoznych
integralov, o. i. na vypodet uréitého (n — 1)-nasobného integrilu na oblasti
s kladnymi hodnotami reilnych premennych z;, zs, ... , Z» vyhovujicich rov-
nici

T1Z1+ X222+ -+ TpZn=1.

Vysledny integral

__ 6)°
S = (n—2)(n—-4).
()~

§ = (n—z)zn—4)...3

5 Pre parne n a

pre neparne n

vyjadruje objem segmentu hranice nadgule jednotkového polomeru v n-roz-
mernom euklidovskom priestore; tento segment prislicha k priestorovému uhlu
oblasti (sektoru) z; 2 0, ¢ = 1,...,n. Analogickych sektorov je celkove 27,
takZe objem hranice sa celkove rovné

S 28ni arne n a
= r n
n—-2)n—4)..2°P
2:-_-1-_1 n=1
2 T2 ;
S pre neparne n.

" h-2)n-4)...3

Cela rozsiahla Jacobiho praca (78 stran) je napisand v jazyku algebry a analyzy,
chyba akékolvek geometricka terminoldgia, a tym aj geometricka interpretécia.

Arthur Cayley (1821-1895) v praci Kapitoly analytickej geometrie n roz-
merov (Chapters in the analytical geometry of n dimensions, 1843) pripravil
algebricky aparat opisu poldrnej zdruZenosti linedrnych podpriestorov projek-
tivneho priestoru vzhladom na nadkvadriku tohto priestoru. Napriek nizvu
ma préca rydzo algebricky charakter a geometrie sa tyka len slovo v ndzve a
trojrozmernd interpretacia niektorych vysledkov v zavere ¢lanku.

V préci sa skima kone¢nd ststava homogénnych linedrnych rovnic s n ne-
zndmymi tvaru

Ayzi + Agxzo+ -+ Apz, =0

(1)
Kizi+ Kexo+-- -+ Kpzn, =0
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spolu so sistavou ,vzijomnych (t. j. adjungovanych, asociovanych) rovnic*
k takejto stistave, odvodenych od homogénneho kvadratického polynému n ne-
urditych

U = % za:(a2)z§ + 2§(aﬂ)¢axﬁ . (2)

(Oznagenie nie je celkom korektné, lebo znaky a, 8 sa pouZivaji tak vo vjzname
Tubovolnych koeficientov, ako aj indexov, ktorymi st prirodzené &isla.) Lavé
strany ,,vzajomnych rovnic“ st determinanty zostavené z parcidlnych derivacii
-gg; (@ =1,2,...,n) a z koeficientov rovnic ststavy (1). Cayley ukazuje, Ze ak
je v ststave (1) r linedrne nezivislych rovnic, mé ,vzijomn4 ststava“ n —r
linedrne nezavislych rovnic.

Na konci prace Cayley podava geometrickl interpretaciu niektorych vysled-
kov pre n = 4, ktoré v dne$nej terminoldgii opisuji uréité vlastnosti polari-
ty vzhladom na kvadratickd plochu v trojrozmernom projektivnom priestore.
Cayleyho rieSenie v ,priestore n rozmerov“ znamena v dneSnom vyklade na-
sledovné:

- T, T3, - .. , Tn 1 homogénne siradnice bodov (n — 1)-rozmerného pro-
jektivneho priestoru;
— r linedrne nezavislych homogénnych linedrnych rovnic s neznamymi z;,

T3, ..., Tn urluje (n — r — 1)-rozmerny linedrny podpriestor;
— rovnica U = 0 uréuje nadkvadriku (n — 1)-rozmerného projektivneho
priestoru;

- ,vzédjomnd“ sistava definuje (r — 1)-rozmerny linedrny podpriestor po-
l4rne zdruZeny s danym (n—r—1)-rozmernym podpriestorom vzhladom
na nadkvadriku U = 0.

Cayleymu na takéto vyjadrovanie chybal pojmovy aparit — dne$ni geo-
metricka terminol6gia pre n-rozmerny projektivny priestor, jeho objekty, rela-
cie, operacie a transformécie. Preto okrem slubného nazvu a nevelkého odseku
o geometrii v trojrozmernom priestore zostala prica na pdde algebry, no jej
prinos pre metddy neskorSej analytickej geometrie n-rozmernych priestorov je
nepochybny.

III. Vlastny zrod. Formovanie zakladov

Prvé zisadné price tedrie n-rozmernych priestorov sa objavili v §tyridsia-
tych a p#tdesiatych rokoch 19. storodia. O formovanie algebrickych metéd a
budovanie zdkladnych pojmov n-rozmernej geometrie sa zasldZili Grassmann,
Schlifli a Pliicker. S hlbokymi koncepénymi ideami vystipil Riemann.

Hermann Ginther Grassmann (1809-1877) v rozsiahlom kni%nom diele Te-
oria linedrnej extenzie (Die lineale Ausdehnungslehre, 1844) znaéne nevybra-
senym a nie prili§ zrozumitelnym spdsobom zavadza zdkladné pojmy, relacie a
operacie, ktoré po istej Gprave a vysvetleni tvoria dnes zéklady tedrie vektoro-
vych priestorov.

1. Eztenzny obraz prvého stupiia definuje Grassmann ako sthrn prvkov, na
ktoré generujici prvok prechidza pri spojitom pohybe. Specidlne jednoduchsy
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extenzny obraz vznika spojitym predfZenim jednej a tej istej ,,zdkladnej pre-
mennosti“.

a) /‘5/1/5/‘3 b)
. ~

A premennost’ A premennost

Obr. 7

Na obr. 7 a, b s zdkladnymi premennostami orientovany oblik krivky, resp.
orientovand tGsecfka so zafiatoénym bodom A a koncovym bodom B a body 1,
2, ... predstavuji koncové body orientovanych oblikov, resp. orientovanych
tisetiek A1, A2, ... pri predfZeni zékladnej premennosti AB na Al, A2, ... .
2. Rovnost useciek je definovand ako vysledok ,jednej a tej istej zmeny*“
urditej zdkladnej premennosti, t. j. dve (orientované) asefky sa rovnaja, ak st
rovnobe#né, majt ti istd di¥ku a sd sihlasne orientované (obr. 8).

Obr. 8

Trieda navzajom sa rovnajicich orientovanych tsefiek sa nazyva ertenznd
velicina prvého stupria alebo extenzia prvého stupria; to je dnesny volny vektor.

3. Systémom prvého stupria sa nazyva ,suhrn vSetkych prvkov, ktoré mozno
dostat (vSetkymi moZnymi) prediZeniami tej istej alebo opat¢nej (zdkladnej)
premennosti“ (obr. 9).
Tento objekt je teda vektorovd priamka (= jednorozmerny vektorovy priestor).

4. Systém druhého stupria sa tvori takto: vezmi sa dve zdkladné premennosti
rozneho druhu (t. j. nekolinedrne viazané vektory), prva — alebo k nej opa&na —
premennost sa podrobi lubovolnému prediZeniu a takto ziskany zakladny prvok
sa podrobi ,druhému spdsobu zmeny“ pomocou [ubovolne predlZenej druhej
premennosti (alebo premennosti k nej opa¢nej); tak vznikne eztenznd velidina
druhého stuptia (obr. 10 a, b).
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Obr. 10

Ak st zdkladné nezdvislé premennosti vektory a@;, a2, extenznou veli¢inou dru-
hého stupiia je vektor ta; + s @ (t,s € R) ako stlet predlZeni ta; (resp.
w(—a1)) a s@y (resp. v(—az)). Systém druhého stupiia ako stihrn vSetkych
extenznych veliéin druhého stupiia je vektorovd rovina (= dvojrozmerny vek-
torovy priestor).

5. Systém tretieho stupria sa tvori analogicky s vyuZitim systému druhého
stupiia: vezme sa tretia zdkladna premennost, ktord neprevadza uréity zakladny
prvok systému druhého stupiia na prvok toho istého systému (t. j. treti vektor
nie je komplanarny s generdtormi vektorovej roviny).

dq rd,

Obr. 11

Pomocou jej predfZenia — alebo predlenia premennosti k nej opatnej — sa
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podrobi zmene Iubovolny prvok systému druhého stupiia; tak vznikne prvok
systému tretieho stupiia (obr. 11).

Pozndmka. Grafické znézornenia st dneSnou geometrickou interpretaciou
Grassmannovych pojmov; v jeho diele sa nevyskytuja.

Je zjavné, Ze Grassmannov systém tretieho stupia je trojrozmerny vekto-
rovy priestor. Grassmann o fiom konstatuje, Ze je ,cely nekoneény priestor“.
Dalej uvadza, e idea tvorby systémov je pouZitelnd bez ohrani¢enia a moz-
no takym spdsobom utvorit systémy fubovolne vysokych stupiiov. Geometria
vSak nejde za stupeii tri, ale ,abstraktni veda nepozna hranice“. Historick4 a
psychologicka bariéra viedla Grassmanna k rozdeleniu teérie na ,geometriu“
pre priestory rozmeru < 3 a na abstraktni ,niuku o extenzii“ pre priestory
vy$8ieho rozmeru.

6. Vlastnosti systémov

a) Ku kazZdym dvom prvkom a, 8 Grassmann priraduje ,asetku“ [af], pri-
fom ,aseCky“ maju vlastnost: Ak [af] a [B7] reprezentuji Tubovolné premen-
nosti, plati [any] = [af] + [B7]

,Usetky“ st tu zrejme viazané vektory, t. j. umiestnenia volnych vektorov
- ,premennosti“. ,Usetku“ [@f] moZno interpretovat ako rozdiel B — A bodov
afinného priestoru alebo ako rozdiel 8 — & polohovych vektorova = A — O,
B = B — O bodov A, B pri lubovolnom vybere pélu O.

Takéto chapanie ,Gsefiek" potvrdzuje Grassmann na ,,geometrickom® mo-
deli sdistav t. j. v trojrozmernom bodovom priestore priradenim ,isecky [XY]“
ku kaZdej dvojici bodov X, Y. Fyzikdlnymi modelmi ,Gsefiek“ v mechanike st
rychlosti, zrychlenia a sily. s

b) ,Vonkajsi siéin“ useliek zaviddza Grassmann nasledovne:

»Pod vonkajs§im sicinom n Gsediek sa rozumie extenzna veli¢ina n-tého stupiia,
ktoré sa dostane tak, Ze kazdy prvok prvej tsecky vytvara druht Gsecku, kazdy
takto utvoreny prvok vytvara tretiu usecku atd.“

Na obr. 12 a, b je zndzorneny ,,vonkajsi si¢in“ dvoch, resp. troch nezavislych
nuaseciek®.

a) b)

(=]}
al
o
ol

Obr. 12

Vonkaj$i siéin dvoch usefiek je rovnobeznik, vonkaj$i siéin troch tseliek —
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rovnobeZnosten, vonkaj§i si¢in m (nezavislych) tiseiek — m-rozmerny rovno-
beZnosten. V stilade s tym aplikuje Grassmann vonkajsi siéin na vypocet ob-
sahu rovnobeZnika a objemu rovnobeZnostena. Fyzikilne aplikicie sa tykajt
vypoctu statického momentu sily a podmienok rovnovahy sil v mechanike.

Predobraz vektorového sii¢inu dvoch vektorov a zmieSaného sii¢inu troch
vektorov v trojrozmernom priestore v Grassmannovom ,vonkajSom siéine“ je
zjavny. Zarovei je zreteln4 aj historicka ohraniéenost definicie, ktora znemoziu-
je stotoznenie vonkajSieho stéinu s uvedenymi neskdr definovanymi objektmi:
absencia orientacie trojice vektorov, neujasnenie otdzok komutativnosti, aso-
ciativnosti, neodliSenie vektora a jeho dlzky, &isla a jeho absolitnej hodnoty.
Nésledny vyvoj k exaktnosti uvedenych pojmov postupnym spresiiovanim za-
kladnych objektov, relacii a podmienok vytvarania novych objektov dokumen-
tuje zloZitost a naméihavost historickej cesty k pokroku.

7. Prepracovand verzia Grassmannovho diela vysla r. 1862 pod ndzvom Ted-
ria extenzie (Die Ausdehnungslehre). Odzrkadluje vyrazny pokrok v spresiio-
vani zdkladnych pojmov a pozoruhodné pribliZenie sa k modernej teérii ab-
straktnych vektorovych priestorov. Sit v iom zavedené tieto pojmy:

— line4rna kombinécia veli¢in: a = fb+yc+...; termin ,linedrna kombi-
nacia“ sa explicitne nepouZiva; namiesto neho sa hovori, Ze ,,a sa ¢iselne
vytvara z veli¢in b, ¢, ... pomocou ¢isel 8, v, ...%;

v tom je implicitne obsiahnuty aj pojem

— lineérna zavislost;

— jednotky: tymto ndzvom sa oznacuji linedrne nezaivislé generatory, prv-
ky bé.zy €1, €2, ...,

— extenzné veliiny: ,vyrazy Ciselne utvorené zo ststavy jednotiek“, t. j.
linedrne kombinécie prvkov bazy;
zApis: aje; + agex + ... alebo ) ae;

— sCitovanie a od¢itovanie extenznych veli¢in:

Zae+Zﬂe=Z(a+ﬂ)e; Zae—Zﬂe:Z(a——ﬂ)e

— nésobenie extenznej veli¢iny &islom: (3 ae)B = 3 (af)e
- vnitorny stéin (a,b) extenznych veli¢in a, b
— vonkajsi si€in
[ab] veli¢in a, b
[abc] veli¢in a, b, ¢
[ab...] veli¢in a, b, ...
V dne$nej terminoldgii je
— extenznd veli¢ina — vektor, prvok abstraktného vektorového priestoru
— jednotky — bazové vektory vektorového priestoru
— scitovanie, od¢itovanie, nisobenie ¢islom — prisluSné operécie vektoro-
vého priestoru
— vnitorny sidin — skaldrny siéin dvoch vektorov
— vonkajsi stiin
* [ab] - vektorovy saéin vektorov a, b
[abc] — zmieSany stéin vektorov a, b, c.
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8. Grassmannove siradnice

V stvislosti s vypoctom vonkajSieho siéinu r linedrne nezavislych vektorov
sa vyskytli hodnoty urditych determinantov, ktoré charakterizuji podpriestor
generovany tymito vektormi.

Nech ©; = Z?:x a;jéj, i = 1,...,r, je r linedrne nezavislych vektorov n-
rozmerného vektorového priestoru s bazou é, ..., &,. Vonkajsi saéin [7; ...,
vektorov 71, ..., U, ma vyjadrenie

B al= 3 (<17 | ] 3)

(i15e00s) Qriy oo« Qpj,

kde (1,...,i,) je varidcia r-tej triedy z prvkov 1,...,n, o je polet inverzii
v poradi i1,...,i, (vzhladom na prirodzené usporiadanie) a [€;, ...€;, ] je von-
kajsi stéin bazovych vektorov é&;,,...,€&; . Determinanty |ax;| sa nazyvaja
Grassmannove stdradnice vektorového podpriestoru (%y,...,7,) generovaného
vektormi 7, ..., 0.

Grassmannove siiradnice sa CastejSie pouzivaji pri charakterizacii podpries-
torov projektivneho priestoru:

Nech P™ je n-rozmerny projektivny priestor s bodmi (z1,z2,...,Z,) a nech
P" = ((a©),(aM),...,(a)) je r-rozmernj podpriestor priestoru P™ gene-
rovany linedrne nezavislymi bodmi (a)) = (a((,i),agi), . ,ag,i)), i=0,1,...,r.
Hodnoty
o o
(=1)° S oI o = Dio...jn (4)
®jo a;,

kde o je pocet inverzii v poradi jo, ..., jr, sa nazyvajia Grassmannove siiradnice
podpriestoru P".

Grassmannove stiradnice sii linedrne nezavislé; splhajt v8ak tzv. kvadratické
p-vztahy:

T
Piy...i,. Djo...jr = ZPio...ia_lj,\i,ﬂ...i,.Pj(,...iA_li,i,\“...i,. (5)
A=0

Pozndmka. Niektori autori ozna¢uji Grassmannove stiradnice projektivnych
podpriestorov nizvom Pliickerove siiradnice z dévodov, ktoré budi uvedené
v dalSom texte.

K vypracovaniu zakladov analytickej geometrie n-rozmerného euklidovské-
ho priestoru podstatnou mierou prispel $vajciarsky matematik Ludwig Schlifli
(1814-1895) dielom Tedria mnohondsobnej kontinuity (Theorie der vielfachen
Kontinuitit, 1851; publikované 1901), ktoré predloZil na postidenie Viedenskej
akadémii vied ako ,,pokus vybudovat zidklady a vypracovat nové odvetvie ana-
lyzy, ktoré — akoby analytickd geometria n rozmerov — obsahuje analyticka
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geometriu pre rovinu a priestor v $pecidlnych pripadoch n = 2,3.“ Kniha vysla
aZ posmrtne, ale jej podstatné ¢asti boli odbornej verejnosti dostupné z roz-
siahlych Casopiseckych &lankov Redukcia ndsobného integrdlu, ktory obsahuje
ako Specidlne pripady oblik kruZnice a obsah sférického trojuholnika (Réduc-
tion d'une intégrale multiple qui comprend 'arc du cercle et ’aire du triangle
sphérique comme cas particuliers, 1855) a O ndsobnom integrdle [ "“dxdy...dz
s hranicami py = a1z +byy+---+hz >0,...,pn>0a 22 +9y2+---+22< 1
(On the multiple integral ... whose limits are ... and ..., 1858-1860). Od-
hliadnuc od terminolégie nezvyklej pre matematikov 20. storocia, Schlifliho
kniha obsahuje kompletné ziklady n-rozmernej analytickej geometrie a mnohé
dalekosiahle aplikicie, z ktorych &ast — stic nezndma $irej verejnosti — bola ne-

z4visle objavend inymi matematikmi v mnohych pripadoch o niekolko desatro&i
neskor.

Na strane 75 je uvedeny prehlad Schlifliho pojmov a vysledkov spolu s dnes-
nou zodpovedajicou terminolégiou.

K pojmu ,uhol dvoch homogénnych polynémov“ p = a1z, +asza+-+a,2p
ap' =ajz1+ayz2+- - +al,z, v pravouhlej sistave premennych z1, s, ...,Z,
dospieva Schléfli nasledovnou Gvahou: Stihrn vSetkych riefeni
(z) = (x1,%2,-..,%n), pre ktoré plati stéasne p(z) > 0 aj p'(z) > 0, tvori
tast celej ,,neohranienej totality* a pomer tejto €asti k neohranitenej totalite
je vyjadreny pomerom zlomku k celku (t. j. k 1), pri¢om ak zlomok uvedieme
na menovatela 2m, ¢itatefom bude ,,uhol polynémov* p, p’; jeho ozna&enie je
<(p,p).

Geometricka interpretécia je zjavna: Polynémy p, p’ uréuji rovnicami p(z) =
0, p'(z) = 0 dve nadroviny 7, ' n-rozmerného priestoru prechidzajice zaciat-
kom 0 ststavy siradnic. Ak st polynémy p, p' linedrne nezavislé, si nadroviny
n, n’ rdzne a pretinaji sa v (n — 2)-rozmernom linedrnom podpriestore E™~2,
ktory taktiez prechadza bodom 0. Nerovnice p(z) > 0 a p'(z) > 0 (presnejsie
p(z) 2 0 a p'(z) 2 0) definuji dva polpriestory £, X', ktorych prienikom je
n-rozmerny klin.

Obr. 13
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Objekt

Schlifliho termin

Dnesny nazov

(z) = (z1,%2,y-.-,Zn)
z; ER

rieSenie (Losung)

bod

{(z1,Z2,...,Zn)} n-nasobnd, n-rozmerny
totalita priestor

{(z); Li(z) = 0}
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linedrne polynémy

i=1 (linearna) (n — 1)-rozmerny
(n — 1)-nésobnd (linearny)
kontinuita podpriestor
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(n — 2)-n4sobné (linearny)
kontinuita podpriestor

i=1,2,...,k (linedrna) (n — k)-rozmerny
(n — k)-nasobni (linearny)
kontinuita podpriestor

{(z); fi(z) =0, (n — k)-nasobnd (n — k)-rozmerné

i=1,...,k vyssia nelineérna

{fi}£_, — nezdvisla kontinuita varieta

nelinearna ststava

polynémov}
jednonasobné tiara (krivka)

(= jednoduchd)
kontinuita = cesta

linearna
jednoduché
kontinuita = laé

priamka

V(y — 1)+
+(zh — 22)2+

+-o- 4 (2, —Tn)?,
kde (z1,%Z2,...,Zs),
(z},25,...,2,)

st rieSenia

vzdialenost rieSeni
(2}1,.’1}2, e ,.'L'n),
(23,25,...,2,)

v pravouhlej
ststave
premennych
Z1,225...,%n

vzdialenost bodov
(zlaxZa e 79:11)1
(2},25,...,20)

v pravouhlej
ststave stradnic
T1,T2y...,Tp

V(@ — 1)+
+(:L"2 —z9)2+
+---+ (!, — )2+

+2k(z}) — z1) - (zh — z2)+
+ e +

+2h(z),_y — Tn-1)-

(xix - :II,,,),

vzdialenost rieSeni
(xl,$27 ceeyTn),
(@}, @, .-, 2)

v kosouhlej
ststave
premennych
T1,L2,...,%n

vzdialenost bodov
(ml,a:z, oo ,xﬂ),
(z},25,...,20)

v kosouhlej
ststave stiradnic
Z1,T2,...,Tn
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Tento klin nazyva Schlifli ,uhlom polynémov p, p'“. V skuto€nosti viak defi-
nuje mieru klina v oblikovej uhlovej miere. Situdciu znazoriiuje rez uvedenych
geometrickych objektov rovinou (= dvojrozmernym linedrnym podpriestorom),
ktora prechidza bodom 0 a je totilne kolm4 na podpriestor E*~2 (obr. 13).
(Prieniky ttvarov s rovinou st oznafené rovnakymi symbolmi ako samy atva-
ry.) Prienik klina s rovinou je uhol s ramenami na priamkach 75, ', ktorého
vnitro je vyznalené dvojitym Srafovanim. Jeho velkost v oblikovej miere je
Schlifliho ,ubol polynémov“. Kosinus uhla polynémov v ortogonilnej stistave
premennych Schléfli vyéisluje vzorcom

aia] + azay + -+ anal,

\/a§+a§+---+aﬁ\/a’12+a'22+~--+a;2

—cos<(p,p') = (6)

¢o je v stilade s dneSnou definiciou uhla dvoch nadrovin ako uhla normél na tieto
nadroviny; uhol tychto normaél je na obr. 13 vyznaéeny dvojitym oblitkom, uhol
nadrovin v Schlifliho zmysle je k nemu vyplnkovy. (To vyjadruje znamienko —
VO VZOrci.)

Schlifliho kniha obsahuje zovSeobecnenia tradi¢nych rovinnych a priestoro-
vych Gtvarov a aj roz3irenia viet o vlastnostiach tychto Gtvarov. Tak napr. po-
jem paraleloschémy je zovSeobecnenim pojmu rovnobeZnika z roviny, resp. rov-
nobeZnostena z priestoru. Je definovand ako stihrn riefeni (z;,22,...,%s), pre
ktoré ,,z; je uzavreté medzi konstantami, ktorych rozdiel sa rovna a;, 3 je uza-
vreté medzi dvoma linedrnymi funkciami z,, rozdiel ktorych sa rovna ag, ...,
T, je uzavreté medzi dvoma linedrnymi funkciami premennych z;,zs,...,Zn—1,
ktorych rozdiel sa rovn a,,. Je teda paraleloschéma Cast totality uzavreta medzi
n dvojicami rovnobeZnych kontinuit* — rozumie sa — (n—1)-rozmernych. V dnes-
nej symbolike ide o mnoZinu bodov {(z1,z2,...,2Zx)}, pre ktoré

biL21Sbs, |ba—bi|l=ay

LY (21) € 23 £ L (1), |ILP @10) = LO (2(?)] = ay pre kazdé 212 € [by, by

Lg"_l)(xl, cesTp1) Sz, S Lg"—l)(xl, ey Tno1),

L V@, 2) - LD, e = aa

crr¥n—1 ' ¥n—1

pri¢om L§j), ng) (4 =1,...,n-1) st linedrne funkcie a (x§°), ceey xf?ll) je Tubo-
volny bod postupne uréenej definiénej oblasti. To je mnoZina bodov ohraniend
dvojicami rovnobeznych nadrovin, ktorych rovnice sit

Ty —by=0az3—-by=0
:cz——Lgl)(:vl):O a wz—Lgl)(z1)=0

Tp — Lg"—l)(zl,...,zn_l) =0 a zx,- Lg"”l)(zl,...,zn_l) =0
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V tychto nadrovinach leZia steny telesa, ktorym je n-rozmerny rovnobeznos-
ten. Teda Schlifliho paraleloschéma v n-rozmernom priestore je n-rozmerny
rovnobeZnosten.

Ak sa v pravouhlej stistave stiradnic stotozni zaCiatok O sistavy stradnic
s jednym vrcholom rovnobeZnostena a druhé vrcholy n hran vychadzajicich
z tohto vrcholu st (z()) = (xg"), ... ,xg)), i=1,...,n, objem rovnobeZnostena
sa rovnd absolitnej hodnote determinantu matice (xg-')).

Dalej Schlifli definuje polyschémy, €o st n-rozmerné mnohosteny, odvodzuje
vzorce na vypoclet objemu niektorych typov mnohostenov a uviadza aj sp6sob
vypoétu miery meratelnej oblasti v m-rozmernom linedrnom podpriestore. Do-
kazuje aj rozSirenie Eulerovej vety o mnohostenoch v trojrozmernom priestore
na n-rozmerné mnohosteny homeomorfné s nadgulou n-rozmerného priestoru:
Ak N, (p = 0,1,...,n — 1) oznatuje pocet p-rozmernych stien mnohostena,
plati:

1=No+Ni=Ny+---+ (-1)PHN, + -+ + (=1)"Np_y — (-1)" =0

(Pren=2:1-Ng+ N; —1=0, z toho Ny = Ny; tato rovnost vyjadruje fakt,
Ze rovinny mnohouholnik m4 navzijom zhodné poéty vrcholov a stran.
Pren=3:1—- Ny + N; — N3 +1 =0, odtial Ng — N7 + N3 = 2, &o je klasicka
Eulerova veta.)

V teérii pravidelnych mnohostenov Schlifli nachadza, %e pre n 2 5 exis-
tuji prave tri typy pravidelnych mnohostenov, a to n-rozmerné zovSeobecne-
nia pravidelného tvorstenu, kocky a pravidelny mnohosten s poétom (n — 1)-
rozmernych stien n + 1, resp. 2n, resp. 2". Pre n = 4 existuje Sest typov
pravidelnych mnohostenov s poétom trojrozmernych stien postupne 5, 8, 16,
24, 120 a 300.

V ¢astiach Schlifliho knihy venovanych geometrii gulovej nadplochy a vSe-
obecnejsich nelinearnych variet st dalSie hodnotné netrividlne vysledky n-roz-
mernej metrickej geometrie, napr. vypocet miery hranice n-rozmernej nadgule
a uréenie stredu a hlavnych osi ,kvadratickej kontinuity“, t. j. nadkvadriky.

Schlifliho monografia obsahom zna¢ne presahuje dne$ny zakladny vysokos-
kolsky kurz analytickej n-rozmernej geometrie. Jedinou jej vi¢Sou ,,chybou kra-
sy“ je nedostatok vystiZnej geometrickej terminoldgie.

K rozvoju zékladnych idei a metdd viacrozmernej analytickej geometrie pris-
pel aj Julius Plicker (1801-1868) viacerymi pracami a kniZnymi publikiciami,
z ktorych najzavaZnejSie st Systém geometrie priestoru v novom analytickom
spracovani (System der Geometrie des Raumes in neuer analytischen Behan-
dlungsweise, 1846) a Novd geometria priestoru zaloZend na chdpani priamok
ako priestorového prvku (Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf Betrach-
tung der geraden Linien als Raumelement, 1868-9; druhy diel vySiel posmrtne
v redakcii F. Kleina). Pliickerov prinos sa ucelenostou a troviiou vieobecnos-
ti nevyrovna zasadnym vysledkom Grassmanna a Schldfliho. Prekonéava ich
viak v dvoch ohladoch: 1. Pracuje s projektivoymi priestormi a homogén-
nymi stradnicami bodov v nich, ¢im vytvara predpoklady najvSeobecnejsich
geometrickych vysledkov a ich algebrickych formulacii; 2. Poskytuje konkrét-
ne metddy $tidia rozmanitych geometrickych objektov, pri¢om princip tychto
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met6d umoziiuje ich nekomplikované roziirenie na priestory Iubovolného roz-
meru, zaruduje $irokd aplikovatelnost, znaént produktivnost a efektivitu.

Pliicker chdpe priamku ako zikladny prvok trojrozmerného projektivneho
priestoru P3. Ak je priamka p C P3 uréen4 roznymi bodmi (a), (b), ktorych
homogénne projektivne stradnice sii

(ao, ai, a2, a3) # (0’ 0, 0’ 0) a (bO’ bla b2’ b3) '-Ié (01 0, 01 0) ’
priradi sa k priamke p = (a)(b) Sestica ,stradnic*

a; aj

b b |6 =0L23i<]

pij =

Prvky p;; zédkladného pola, nad ktorym je utvoreny projektivny priestor, majt
vlastnost homogénnych siradnic a ich vzdjomné pomery st nezivislé od vy-
beru reprezentantov bodov (a), (b). Ak si totiZ (uao, pay, pag, pas), p # 0, a
(vbo, vby,vbe, vb3), v # 0, iné reprezentanty bodov (a), (b), maja ,stradnice”
priamky p = (a)(b) hodnoty

/

a; a4
Pl = Ha;  pa;

vb; vb;

a; aj

i = uvp;ij,i,j =0,1,2,3;i < j
b; b;

Vlastnost p;; : pax = Pj; : Pj, Pre kazdé pripustné dvojice (3,7), (h,k) je
zrejm4, ¢o znamena, ze (o1, P02, - -»P23), (P01,P02;- - -, Ph3) St ako Zestice ho-
mogénnych stiradnic ekvivalentné. PretoZe (a) # (b), je aspon jedna stiradnica
pij rozna od nuly, takZe Sestica (po1,Po2, .- -,P23) mé vlastnost homogénnych
projektivnych stradnic. Prvky pi; sa nazyvaja Plickerove siradnice priamky
p. Ide o 3pecidlny pripad Grassmannovych stradnic pre n = 3, r = 1 (pripad
jednorozmerného podpriestoru v trojrozmernom priestore).

Pliickerove stradnice priamky boli v odbornej verejnosti podstatne znidmej-
Sie neZ stiradnice Grassmannove. Preto sa v istych kruhoch v prostredi nemecky
pisucich autorov (napr. B. L. van der Waerden) isty &as pouZival nazov Pliic-
kerove stiradnice aj pre Grassmannove siiradnice projektivnych podpriestorov
akychkolvek rozmerov v n-rozmernom projektivnom priestore.

Pliickerove stradnice priamky v trojrozmernom projektivhom priestore st
linedrne nezavislé, avsak algebricky z4vislé. Spliajt jediny kvadraticky p-vztah

Po1P23 — PozP13 + Posp1z =0 (7)

Pliickerove stiradnice sa Gspesne pouZivali na $tiidium priamkovych variet v troj-
rozmernom projektivnom priestore. Sdm Pliicker ich hojne vyuZival na §tidium
linedrnych komplexov (trojparametrické systémy priamok) a linedrnych kon-
gruencii (dvojparametrické systémy priamok).

F. Klein povaZoval Pliickerove stiradnice (po1, Po2, - - - , P23) za stradnice bo-
du v pifrozmernom projektivnom priestore P®. (Tento postup je $pecidlnym
pripadom zobrazovania variet na body nejakého priestoru.) Vietky priamky
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priestoru P2 sa potom zobrazia prave na body nadkvadriky definovanej rovni-
cou (7) v priestore P5.

Osobitné postavenie v budovani zdkladov n-rozmernej geometrie ma (Georg
Friedrich) Bernhard Riemann (1826-1866). Riemann nevypracoval uceleni te-
6riu n-rozmernej geometrie ako Grassmann a Schlifli, ani neposkytol nové
met6dy ako Pliicker, ale koncepciou pojmu n-rozmernd varieta (Mannigfal-
tigkeit) sformuloval zdkladnii ideu neskorej rozsiahlej matematickej oblasti.
Zakladné ¢rty tejto koncepcie vyslovil v svojej habilitaénej prednaske O hypo-
tézach, ktoré tvoria zdklad geometrie (Uber die Hypothesen, welche der Geo-
metrie zu Grunde liegen, 1854). Podla Riemanna je n-rozmerna varieta mnoZina
bodov

— extendovani v n nezavislych smeroch, v désledku éoho je lubovolny bod
urdeny n nezavislymi iidajmi — siradnicami
— opatrena metrikou, v ktorej dtvorec dlzky oblika mé vyjadrenie

d32 = Z Z g,-jdz,-dzj (8)
ij

kde dz;, dz; (i,j = 1,...,n) st diferencidly nezévislych premennych
(obr. 14) a symetrické koeficienty gi; = g;; s dvakrat diferencovatelné
funkcie premennych (stiradnic) z;, ¢ = 1,2,...,n. Kvadratickd forma

(8) je kladne definitn4.

dxp

* dX3
dxy
dXz

Obr. 14

IV. Zaver etapy vystavby

Geometricka terminolégia n-rozmernej geometrie

Rozhodné kroky v pribliZovani algebrickych zakladov n-rozmernej geometrie
k dneSnej terminolégii analytickej n-rozmernej geometrie znamenali prace E.
Bettiho a C. Jordana kréatko po roku 1870.

Enrico Betti (1823-1892) v praci O priestoroch lubovolného poétu rozmerov
(Sopra gli spazi di un numero qualunque di dimensioni, 1871) zavadza dnes-
né chapanie, oznacovanie a pomenovanie zakladnych objektov n-rozmerného
priestoru. Po deklarovani povahy

— premennych z,2s,...,2, ako fubovolnych nezavislych redlnych &isel
(z intervalu (—oo0, +00))
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nazyva _
— priestorom n rozmerov ,n-nasobne nekone¢né pole siistav hodndt tychto
premennych, t. j. kartezidnsky si¢in R x R x --- x R = R"; oznate-

W
n

nie S,
— stistavu (29,22, ...,20) nazyva bod L°
— konstanty 29,23,...,20 nazyva siradnice bodu L°

— ,mrovnic uréuje pole siistav hodndt n—m nezéavislych premennych, kto-
ré je priestorom S,_,, toho istého poétu rozmerov obsiahnutym v S,“

— ,priestor jedného jediného rozmeru, tvoriaci jednoduché nekoneéno, sa
nazyva Ciara“

Nedéslednostou Bettiho terminoldgie z pohladu dnednych narokov na pres-
nost a jednozna&nost je nediferencované oznadovanie linedrnych podpriestorov
a Tubovolnych variet toho istého rozmeru nazvom ,,priestor r rozmerov*.

Bettiho terminoldgiu spresnil a rozvinul Camille Jordan (1838-1922) najprv
v struénom nalrte Rozprava o geomeirii s n rozmermi (Essai sur la géomét-
rie & n dimensions, 1872), neskdr v obsirnejSom rovnomennom ¢&lanku (1875).
Obsahom ¢&lanku je vystavba n-rozmerného euklidovského priestoru a jeho li-
nedrnych podpriestorov:

Usporiadana n-tica (z1,...,%,) je bod, 1,...,Z, st jeho stradnice.
Linedrna rovnica L(z;, ..., Z,) = 0 definuje rovinu; dne¥ny termin je nadrovina
alebo (n — 1)-rovina.

k linedrnych (linedrne nezivislych) rovnic urluje k-rovinu; dne$ny nézov je
(n — k)-rovina, (n — k)-rozmerny linedrny podpriestor alebo (n — k)-rozmernd
linedrna varieta.

n — 1 lineérnych (linedrne nezavislych) rovnic uréuje priamku.

Vzdialenost dvoch bodov (z1,...,%,), (2},...,2,) je definovani zhodne ako
dnes (v pravouhlej sistave siradnic):

V@ =212+ + (@, — )2

Jordan podéva charakteriziciu rovnobeZnosti a kolmosti podpriestorov, opisuje
transformaéciu sstavy stradnic a nachddza metrické invarianty dvojice linear-
nych podpriestorov — staciondrny uhol a vzdialenost tychto podpriestorov.
Niektoré tlohy rieSi pomocou vlastnych ¢éisel matic a kanonického tvaru matic,
ktory je po hom pomenovany. Tak je ndjdeny napr. kanonicky tvar otifania
vV m-rozmernom priestore.

Jordanovou pracou bol v podstate zaviSeny proces kodifikicie modernej ter-
minolégie n-rozmernej euklidovskej geometrie. Jediny vyznamny odklon od nej
je v nazvani (n — k)-rozmerného linedrneho podpriestoru k-rovinou.

Zhrnutie. Za tri desatrodia, zhruba v rokoch 1840-1870 boli vybudované
algebricko-analytické ziklady n-rozmernej geometrie a jej terminoldgie. Veo-
becny pokrok geometrie v dalfich poéetnych oblastiach sa taktiez datuje k r.
1870. Néstup modernej geometrie bol este vicSinou zaleZitostou vzdialenej bud-
dcnosti, ale metédy a terminoldgia analytickej geometrie n-rozmerného pries-
toru stéli uz plne k dispozicii.
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