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OD MERENI OBSAHU A OBJEMU
K INFINITESIMALNIMU POCTU

EpuarD FucHs

Vypocet obsahu nékterych rovinnych obrazci a objemu nékterych téles patii
k standardnim soucdstem skolské matematiky. Déti se v této souvislosti ve sko-
le nauéi par vzorcti, které posléze zase Gispé$né - az na vyjimky - zapomenou.
Pokud se pozdéji alespon nékteré z nich dozvédi na stfedni skole néco malo o
integralnim podétu, zafixuji si snad alespoii to, ze uvedené typy tloh se pocitaji
pomoci néjakych integrali. Pri obvyklém uspéchaném vykladu skolské mate-
matiky (coZ neni ani v nejmensim minéno jako vytka uéitelim matematiky, ale
jen konstatovani faktu) nenf vétsinou predevsim z €asovych diivodi mozné ani
naznadit, ze matematické vysledky nejsou ddny shiry, ale vznikly dlouhym vy-
vojem a usilim generaci védci, ktefi kousek po kousku dospivali k vysledktiim,
které my dnes prezentujeme jako koneéné.

Pokusme se proto nyni alespon stru¢né naznacit, jakého intelektualniho asili
bylo tfeba ke zvladnuti problémi méreni obsahi a objemi, k vytvoreni kalkulu,
kterym tyto tlohy standardné fesime.

Neni sporu, ze tlohy o obsazich a objemech patii k nejstarsim praktickym
aloham, které se 1idé ucili fesit. Doklady tohoto faktu najdeme prakticky ve
vSech dochovanych materidlech z predantickych kultur. Jako typicky priklad si
vyberme ukéazky se starého Egypta.

Egyptskd matematika

Ke vzniku geometrické terminologie prispélo jiz ve 3. tisicileti pfed nasim
letopoctem zemédélstvi. Tato terminologie se sice v dalsim vyvoji neudrzela,
svéddci vSak o svém pivodu z praxe.

Obrazec byl nazyvan ,pole“, pravoihelnik ,étyfrohé pole“, kruh ,oblé pole“.
Predstavime-li si tvar Gdoli klesajiciho k Nilu, shleddme, ze zaplavené Gzemi
v nich mélo tvar ,podlouhlych trojihelniki“, které se pfi rozdélovani rozpadly
na ,trojuhelnik“, fadu ,lichobézniki“ az posléze ,pravotihelniki“.

Zakladnim tvarem pole byl obdélnik, pro vypocet jeho obsahu byl v papyrech
nalezen vzorec (souéin ,délky“ a ,$ifky“). Odvozeni vzorce mohlo vychazet
z tzv. pruhové miry, zvané téz  polni loket“, kterd vychdazela z pruhu zorané
pidy. Pocet téchto vyoranych pruhi (polnich lokti) se nasobil délkou pruhu,
souéin ddval dosti pfesny odhad pro stanoveni mnozstvi zasévaného obili.

Trojihelnik, ktery vznikal na konci tidoli, kam az zasahovala voda zaplavu-
jici idoli, byl vétsinou rovnoramenny; pro néj nalézame v Moskevském papyru
(aloha 4) a v Rhindové papyru (aloha 51) terminy ,vtok* (pro zdkladnu) a

Hhranice“ (pro vysku jako vzdalenost mista, kam az zasahovala voda, od ,vto-
.z 7z ’ 7 Z M ’ v
ku“). Obsah trojihelniku byl pak dan vyrazem i.v, trojuhelnik byl vlastné

proménavan na obdélnik.
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Obr. 1

Obdobné se postupovalo s rovnoramenngm lichobéznikem. I tam byl ,vtok“
(a), ,odfez“ (b) a ,hranice“ (v1). V 52. tloze Rhindova papyru se k4, Ze ,vtok
a odrez se sectou, soucet se déli, aby se o dodélalo na obdélnik a konecné se

Ry ., a .. PN . p
ndsobi hranici“, tedy -v1. Je zajimavé, Ze jen v jednom pramenu (darovaci

listin€ svatyné v Edfu z 1.-2. stoleti pfed n.l.) se setkdvame s jinym Gtvarem
nez byly dosud zminéné. I to nds mize utvrdit v tom, ze praktické vypoéty
vedly k prvnim spravnym geometrickym pravidlim. Ve zminéné listiné je asi
150 ptiklada na vypocet obsahi rovinnych obrazcili; pro obecné ctyrihelniky o

: . L b+d
stranach s velikostmi a, b, ¢, d se uplatiiuje pfiblizny vypocet ateotd

, ktery
dava presny vysledek jen pro pravotihelniky. Na zakladé Givahy, ze trojuhelnik
Ize povazovat za &tyfihelnik, ktery ma jednu stranu nulovou, je tyZz vzorec
uplatnén i pro vypoéet obsahu trojiahelniki.

K pochopeni toho, jak vypadala tehdejsi ,matematika“, uvedme nékolik
autentickych tloh ze staroegyptskych prament.

Jak vime, nase hlavni poznatky o egyptské matematice éerpadme predevsim
ze dvou pramenti. Jsou jimi tzv. Moskevsky papyrus pochézejici z 19. stol.
pf. n. l. a Londynsky (Rhinduv) papyrus, ktery je asi o 200 let mladsi.
Prvni z nich je znaéné poskozen; lze v ném precist 25 tloh s feSenimi. Londynsky
papyrus obsahuje Gloh 84, pficemz v nékterych p¥ikladech se papyry prekryvaji.

Ciselna symbolika, kterou v pfepisu tiloh z téchto papyri uzivame, je dnes
obvykla. Egyptané uzivali desitkové soustavy a scitaciho principu, uzivali pouze
kmenngjch zlomki, tj. zlomki tvaru 1/n, které zapisujeme symbolem 7. Jedinou
vyjimkou byl zlomek 2/3, ktery znaéime 3. V dalsim textu proto napiiklad z4pis
3§4znaéi3+%+}z.

Rozmeéry obdélniku, tiloha ¢&. 6 z Moskevského papyru
Vzor pro vypocet obdélniku.
Je Ti dan obdélnik o vymére 12; jeho sitka je 2 4 jeho délky. Pocitej s 2 4, abys
dostal 1. Vychazi 1 3. Poéitej s témi 12 ve vyméfe krat 1 3, vyjde 16. Vypocti

kofen (doslova ,ithel“). Vyjdou 4 na délku, z toho 2 4 jsou 3 na Sitku. Vypocet
Jje, jak se déla.
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Odvésny pravothlého trojihelniku, tloha & 17 z Moskevského papyru
Vzor pro vypocet trojihelniku.

Je Ti dan trojihelnik o vyméie 20. Jeho sitka je 3 15 jeho délky. Poéitej s témi
20 ve vymére krat 2. Vyjde 40. Poéitej s 3 15, abys nalezl 1. Bude to 2 2. Po¢itej
40 krat 2 2. Vyjde 100. Vypocti kofen. Vyjde 10. Hle, téchto 10 je jeho délka.
Poéitej 3 15 z 10. Budou to 4. Hle, tyto 4 jsou jeho $§iika. nalezl jsi spravng.

Vyméra kruhového pole, tiloha & 50 z Rhindova papyru
Vzor pro vjpoéet (vyméry) kruhového pole o priméru 9.

Jak poznas vyméru pole? Zjistis jeho 9, to je 1. Zbytek je 8. Vypoé&itej 8 krat
8. Bude to 64. Znas to pole o vymére 64. Vypoclteno, jak ma byt.

(Na papyru jsou téZ zapsany numerické vypoéty ve zvlastnim sloupci v zdvéru
textu.)

Povrch koSe, tiloha &. 10 z Moskevského papyru

Rekne-li se Ti, kos nahofe otevieny s 4 2 v ném obsazenych. UkaZ jeho povrch.
Potitej 9 z 9, protoze ko$ je polovina vejce. Vychazi 1. Politej zbytek jako 8.
Potitej 9 z 8, to dava 3 6 18. Pocitej zbytek z téch 8 po odebréani téch 3 6 18.
Vychézi 7 9. Pocitej 7 9 krat 4 2. Vychazi 32. To je ten povrch. Nalezl jsi
spravné.

Objem komolého jehlanu, tiloha ¢&. 14 z Moskevského papyru

Vzor pro vjpocel pyramidy, kierd nemd vrchol.

Je Ti ddna useknutd pyramida vysoka 6 loktt, 4 na spodni hrané, 2 na horni
hrané. Poéitej s témi 4 tak, Ze je umocnis. Vyjde 16. Zdvojnasob 4, vyjde 8.
Vypocitej druhou mocninu onéch 2. Vyjodu 4. Seéti téchto 16 a téchto 8 a tyto
4. Vyjde 28. Vypoditej 3 ze 6; vychazi 2. Vypoéti 28 krat 2, vyjde 56. Hle, je
to 56. Nalezl jsi spravné.

Na pfipojeném obrazku je hieroglyficky pfepis textu této tlohy (original je
v méné vyrazném hieratickém pismu). Text se ¢te zprava doleva.



112

[THAL

Obr. 2
Sklon pyramidy (seked), tiloha &. 36 z Rhindova papyru
Vzor pro vjpocet pyramidy.

360 je strana jeji podstavy, 250 je vyska, dej mi poznat jeji seked (= sklon).
Vypodet: 2 ze 360 je 180.

1 250 (V papyru se vysledek 2 5 50 ché-
\ 2 125 pe jako vyjadfeny v loktech, pfe-
\ 5 50 vadi se na dlané (1 loket v = 7 dla-
\ 50 5 ni), sedminasobek dava 5 25 dlané.)
2550 180
-

Pomineme-li aspekty typické pravé jen pro egyptskou matematiku (zapisy
¢isel, konkrétni kalkulus apod.), mizeme ve vySe uvedenych textech snadno
vysledovat fadu charakteristickych typd typickych pro matematiku ,pfedvé-
deckého“ obdobi obecné, nejen tedy pro matematiku egyptskou. Uvedme jen
nasledujici.

(a) Poéetni postupy jsou demonstrovdny na konkrétnich piikladech. Pfes-
toze - jak lze snadno ovéfit - je vypocet de facto asto provadén podle
téchze ,vzorci“, jakych uZivdme my, nejsou tyto vzorce ani naznakem
zminény.

(b) Demonstrované postupy nejsou nijak odvozovany, vypocet neni ani na-
znakem zddvodnén.

(c) Text postrdda veskeré atributy, které dnes u matematického textu po-
vazujeme za témérf samoziejmé: symbolicky zapis operaci, oznadeni pro-
ménnych atd.

Vschny tyto rysy nabyvaji nové podoby a7 v antickém obdobi. Proto pravé

do starého Recka klademe vznik matematiky jako védy v modernim smyslu.
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Reckd matematika

Jakkoliv dosdhla egyptskd i mezopotdmskd matematika pFi vypoétech ob-
sahti ploch a objemt téles fady pozoruhodnych vysledki, Feila jen nékteré
standardni typy Gloh (trojihelnik, lichob&Znik, pyramida atd.). Obecné tlohy,
kdy hranice je tvofena kfivkou &i plochou, zacali fesit az Rekové.

Zamyslime-1i se nad tim, jak dnes odvozujeme vztahy pro vypoéet aloh to-
hoto typu, ¢i ideu, na niz je zaloZen vSeobecné zndmy néstroj na feseni téchto
problémi - tzv. Jordanova mira, je zdkladni idea vcelku jednoduchéa. Zjistova-
ny obsah (objem) aproximujeme zdola a shora pomoci vepsanych a opsanych
Gtvart daného typu (Ctverci, krychli), jejichz miru zndme. Intuice ndm pfitom
napovidé, Ze ¢im , jemnéjsi“ jsou ony utvary, tim lepsi aproximaci obdrzime.

Integral pak obdrzime vlastné nekone¢nym prodlouzenime téchto aproximaci:
sou¢tem - ndzorné feceno - nekoneéné mnoha nekoneéné malyjch velicin.

Uvedend idea je natolik jednoduchd, Ze jeji kofeny lze vystopovat v dav-
né minulosti. Jejim autorem je EUDOXOS z Knidu, ktery ve 4. stoleti pf.
n.l. vypracoval tzv. exhaustivni (vyéerpivaci) metodu, kterd je genidlni pfed-
chiudkyni pozdéjsich infinitesimalnich Gvah.

Eudoxovy prace se ndm nedochovaly, jeho metoda je vSsak podrobné rozpra-
covana v Eukleidovych Zdkladech, které byly napsiany o nékolik desetileti poz-
déji.

Teoretickym zdkladem Eudoxovych tvah bylo tvrzeni, které Eukleides do-
kazuje v 1. odstavci X. knihy:

Jsou-li diny dvé nesteyné veliciny a od véisi odecteme jeji ¢dst vélsi nez jeji
polovina a od zbytku opét jeho Edst vétsi nezZ jeho polovina a budeme tak cinit
stile, zbude néjakd velicina, jeZ bude mensi neZ dand mensi velicina.

Dnesni terminologii feCeno: Jsou-li a,b redlnd ¢isla, 0 < a < b, pak existuji
takovd kladnd cisla ¢y, co,...,cn < 1/2, Ze b.cy.ca...cp, < a. (V dikazu Euklei-
des uziva tvrzeni, kterému se dnes bézné ¥ikd Archimédiv aziom: K redlnym
0 < a < b existuje takové prFirozené n, Ze n.a > b.)

Eudoxos samotny postupoval tak, ze hledanou hodnotu pomért obsahi ¢i
objemi odhadl a pak sporem dokazoval jeji logickou nutnost. Eukleides timto
zpusobem v Zakladech odvozuje nasledujici tvrzeni.

Obsahy kruhi jsou v témze poméru jako clverec jejich priméri.

Objemy jehland o stejné vysce jsou témze poméru jako obsahy
jejich podstav.

Objem kuzele je ifetina vdlce majiciho touZ podstavu a stejnou
vysku.

Objemy kouli jsou v témzZe poméru jako krychle jejich primeéri.

* * ¥
Eudoxovu exhaustivni metodu vyznamné rozpracoval ARCHIMEDES, ktery

byvéa Easto nespravné uvadén jako jeji tviirce. Archimédés mistrné zvladl Eu-
doxovu metodu i myslenkové postupy atomistické skoly (napfiklad predstavy o
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slozeni ploch z Gsecek ¢ velmi Gzkych rovnobézniki); genidlné vyuzival rovnéz
svych fyzikalnich znalosti. Takto ziskal odhad vysledku a exhaustivni metodou
pak tyto vysledky dokazal.

Eudoxovu metodu vyuzival dvojim zpisobem:

a) vySetfovanou miru M aproximuje dvéma posloupnostmi {a,}, {bn} s
kladnymi éleny tak, Ze pro kazdé pfirozené n plati a, < M < by; hod-
notu S (z dnesniho hlediska jde o spole¢nou limitu uvedenych posloup-
nosti) bere z odhadu a rovnost M = S dokazuje tim, ze od predpokladi
M < S, M > S dojde ke sporim (zpravidla k disledkim, ze pro nékteré
n plati b, < S & a, > S); .

b) vySetfovanou miru M vyjadiuje dvéma posloupnostmi {an }, {cn} s klad-
nymi Cleny tak, ze pro kazdé prirozené n plati M = a,, + c,, pfi¢emz
pro kazdé kladné ¢ dovede najit takové n, ze ¢, < £; hodnotu S bere
z odhadu a rovnost M = S dokazuje tim, Zze od predpokladi M < S,
M > S dojde ke sportim.

Archimédiv diavtipny styl vykladu demonstrujme na dvou ukazkach. V prvni
uvedeme podstatnou ¢ast jeho dopisu Eratosthénovi. Tento rukopis byl nalezen
az vr. 1906. Je v ném vystizné charakterizovana jeho dimyslna metoda objevo-
vani vysledki, pti niz vyrazné uplatiuje své fyzikdlni mysleni. (Jako lemmata
zde cituje své diivéjsi vysledky odvozené v praci O rovnovdze rovinngch titva-
ri.)

Jak v8ak Archimédés v zavéru této brilantni prace piSe, uvedenou tGvahu
nepovazuje za presny dikaz. Ten je uveden v jeho dal§i praci Kvadratura pa-
raboly.

Ctenar si jisté povsimne Archimédova stylu vyjadfovani, pro ktery jsou ty-
pickd obsdhla souvéti. Soucasné si uvédomme zcela zasadni posun, ktery vy-
konala feckd matematika oproti matematice egyptské. Srovnani Archimédova
textu s ukazkami z egyptskych papyri jisté bez dalsiho komentafe dostateéné
demonstruje co mame na mysli, kdyz fikime, ze v antickém Recku se matema-
tika zrodila jako véda.

* % %

ARCHIMEDES: Poselstvi Eratosthénovi o mechanickych vétach

. Pocitil jsem nutnost napsat Ti a v téhle knize vyloZit jednu zvlastni
metodu, pomoci niz zisk4$ moznost nalézat nékteré matematické véty pomoci
mechaniky. V&fim, Ze Ti tato metoda bude neméné uzitecné i k dikazim sa-
motnych vét. Skuteéné, cokoliv jsem drive nahlédl pomoci mechaniky, pozdéji
jsem dokazal i geometricky, protoze to, co se nahlédne touto metodou, neni
jesté dikaz; nicméné je mnohem snazsi ziskat pomoci ni jakousi pfedstavu o
zkoumané véci a pak najit 1 diikaz nez kdyz se zkouma a nic se nevi.

Proto ja i pokud jde o ty véty o kuZeli a jehlanu, pro nez Eudoxos jako
prvy nasel diikaz, ze totiz kazdy kuZel pfedstavuje tfetinu vélce a kazdy jehlan
tfetinu hranolu s touz podstavou a stejnou vyskou, prisuzuji nemaly dil zasluh
Demokritovi, ktery jako prvni vyslovil tuto skuteénost o zminénych Gtvarech, i
kdyz bez diikazu. A ndm se podafilo najit nyni publikované véty touz metodou
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jako ty uz zminéné, proto jsem se rozhodl napsat o této metodé a zverejnit ji,
jednak proto, aby mé dfivéjsi odkazy na ni nezlistavaly prazdnymi slovy, jednak
proto, ze jsem presvédéen, ze miize prinést matematice nemaly uzitek; predpo-
kladam, ze nékteri soucasni nebo budouci matematici budou umét predvedenou
metodou nalézt 1 jiné véty, které ndm jesté nepfisly na mysl.

Jako prvni popiSeme to, co jsme jako prvni véc objevili pomoci mechaniky, a
to, ze kazda ise¢ paraboly vytvari étyfi tfetiny trojthelniku s touz zdkladnou
a stejnou vyskou, a potom kazdou z vét, které jsme touto metodou ziskali. . ..

Lemmata

vty

v v

pfimky vedené z vrcholt trojihelnika ke stfedim jeho stran.

Necht ABC je Gset seviend pfimkou AC a parabolou ABC; rozpilime AC
bodem D, rovnobézné s priimérem povedeme DBE a pfimky AB, BC'. Tvrdim,
ze use¢ ABC tvori ¢tyfi tfetiny trojihelniku ABC.

Z bodi A, C sestrojime AZ rovnobéinou s DBE a CZ - tetnu k parabole.
Prodlouzime CB do K a umistime KV shodnou s CK. Pfedstavime si rov-
noramennou paku CV se stfedem K a néjakou pfimku M X rovnobéznou s
ED.

Protoze C'BA je parabola, CZ jeji te¢na a C'D pofadnice, je EB rovna DB
(to se dokazuje v zdkladech teorie kuzeloseéek); proto, a také proto, ze ZA a
M X jsou rovnobézné s ED, bude pfimka M N shodni s NX,a ZK s KA. A
protoze CA se ma k AX jako M X k XO (to se dokazuje v lemmatu 6), CA k
AX jako CK ke KN, a CK je shodna s KV, potom VK se m4 ke KN jako
MX k XO. A bod N je tezistém piimky M X, protoze M N je shodnda s NX,
tudiz, kdyz vezmeme p¥imku T'H shodnou s XO a majici tézisté V, pak, aby
TV byla shodnd s VH, pfimka TV H bude v rovnovaze s M X, ktera zistane
ve své poloze. Usecky na VN jsou nepfimo timérné vaham TH a M X, t.j. VK
se bude mit ke KN jako MX k HT.
chny pfimky vedené v trojtihelniku ZAC rovnobézné s ED, budou v rovnovaze
se svymi ¢astmi v Gse¢i paraboly, které preneseme do V tak, aby K byla té-
7istém veliliny slozené z kazdé dvojice takovych pfimek. A protoze trojihelnik
CZ A se sklada ze viech takovych Gsecek nachézejicich se v trojihelniku CZ A,
a use¢ ABC se sklada ze vsech obdobnych pfimek X O vzatych uvnitf paraboly,
znamena to, ze trojihelnik ZAC, zlstavaje ve své poloze, bude vzhledem ke

vvrv

vy

aby CK byla tfikrat delsi nez KS; potom bod S bude téZistém trojahelniku
AZC. Protoze trojuhelnik ZAC, zlstavaje ve své poloze, je vzhledem ke K
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ve V v témz poméru jako VK k SK. Ale VK je tfiikrat vétsi nez KS: to
znamena, ze trojihelnik AZC bude tfikrat vétsi nez tse¢ ABC'. Ale trojihelnik
ZAC je ctytikrat vétsi nez trojihelnik ABC, protoze ZK je shodnas KA a
AD shodna s DC|, to znamena, Ze ise¢ ABC tvofi ¢tyfi tfetiny trojihelniku
ABC.

I kdyz to neni dokdzdno ani celou vyseuvedenou tvahou, pfesto to budi
dojem, Ze konecény zavér je spravny; proto my, vidice, ze zavér neni dokazan,
a majice podezfeni, Ze je spravny, predkladame geometricky dikaz, ktery jsme
dfive nasli a publikovali.

ARCHIMEDES: Kvadratura paraboly

Pred vétou XXIV, kterd obsahuje onen slibeny ,geometricky dikaz®, jsou
v Archimédové praci véty, jez struéné vysvétlime:

XX. Trojihelnik, kterj md s iseci paraboly spoleénou zdkladnu a stejnou
vysku, je vélsi nez polovina tdsece.

Trojtahelnik ABC je polovinou rovnobézniku AM N C tvotfeného teénou v bo-
dé B a zakladnou AC' s ni rovnobéznou; AM, CN jsou rovnobézné s primérem
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BF paraboly. Tvrzeni véty je zfejmé z toho, Ze GiseC je mensi nez rocnobéznik
ACMN.

Tento poznatek lze pfenést na trojihelniky a iseée ADB, BEC sestrojené
pomoci primeéri D, K E rovnobéznych s FB.

M B N
D E

/ K

A G F H C

Obr. 4

XXI1. Trojihelntk ABC je osmkrdt vélsi neZ kaidy z trojihelniki ADB,
BEC.

Trojthelnik ABC' je prvnim Gtvarem vepsanym do tseée ABC; druhym je
sjednoceni trojahelniki ABC, ADB, BEC, tfeti se ziskd pripojenim dalsich
trojihelnikl se zakladnami AD, DB, BE, EC atd.atd. Pro obsahy téchto
atvard plati:

XXII. Vezmeme-li jakijkoliv pocet ploch tvoficich spojilou proporci v poméru
4 ku I, pFidemZ nejvélsi se rovnd trojihelniku vepsanému do isece, pak vsechny
tyto plochy dohromady budou mensi nez isec.

Archimédés divtipné vytvoril geometrickou Fadu s kvocientem 1/4, o jejimz

Casteéném soultu odvodil vétu (vyjaddfenou pouze slovy):

. a a la 4
XXIIIL. Je-li S =a+ Z+...4~n—, pak S+ VT Ea.
Déle Archimédés vyuziva vyse uvedené Eudoxovy véty uvedené v 10. knize
Eukleidovych Zaklada.

Véta XXIV. KaZdd isec seviend mezi primkou a parabolou tvofi clyfi tretiny
trojihelniku, kiery s ni md spolecnou zdkladnu a stejnou vysku.

Necht ADBEC je Gsed seviena mezi pfimkou a parabolou, ABC je trojihel-
nik majici s Gseéi spolenou zikladnu a stejnou vysku; necht plocha K tvofi
Cty¥i tFetiny trojihelniku ABC. Je tfeba dokézat, ze tato plocha se rovna tseci
ADBEC.

Skuteéné, kdyz se nerovnd, bude bud vétsi nebo mensi. Necht nejprve bude
ise¢ ADBEC, je-li mozno, vétsi nez plocha K. Tehdy jsem vepsal trojihelniky
ADB, BEC, jak bylo feeno vyse, do tuse¢i zbylych po stranach, vepsal jsem
dalsi trojahelniky majici s témito tise¢emi spolecné zakladny a vysky, a potom
do takto ziskanych tseci stdle vpisuji dvojice trojihelniki, které s nimi maji
spolecné zdkladny a vysky; potom zbyvajici Gsefe se jednou stanou mensimi
nez ten rozdil, o ktery je ise¢ ADBEC vétsi nez plocha K, takze vepsany mno-
hothelnik bude vétsi nez plocha K, ale to neni mozné. Skuteéné, mame plochy
tvorici spojitou proporci v poméru 4 ku 1, a to jmenovité prvni je trojihelnik
ABC, étytikrat vétsi nez oba trojihelniky ADB a BEC dohromady, déle tyto
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trojuhelniky jsou &tytikrat vétsi nez trojihelniky vepsané do dalsich Gseéi a
tak stile déle; je jasné, Ze vSechny tyto plochy dohromady budou mensi nez
CtyFi tFetiny nejvétsi plochy (trojahelniku ABC), pfitom K tvori ¢tyfi tietiny
nejvétsi plochy. To znamenad, ze ise¢ ADBEC nebude vétsi nez plocha K.

[7]

z c
; ‘ a7

Obr. 5

Necht nyni, je-li to mozné, bude tse¢ ADBEC mensi (nez K). Vezméme
plochu Z rovnou trojihelniku ABC, potom plochu H rovnou &étvrtiné Z, déle
O rovnou étvrtiné H a takto budeme brat stale ve spojité proporci az do doby,
kdy se posledni plocha ukize byt mensi nez ten rozdil, o ktery je plocha K
vétsi nez ise¢ ADBEC'. Necht tato mensi plocha je I; tehdy plochy Z, H, O,
I dohromady spolu s tfetinou I tvori étyfi tfetiny Z (podle véty XXIII). Ale
K také tvori ¢tyfi tfetiny Z; to znamena, ze K bude rovna plochdm Z, H, O,
I vzatym spolu s tfetinou I. Protoze plocha K je vétsi nez plochy Z, H,0,1 o
veli¢inu mensi nez I, ale isec ADBEC je vétsi o veli¢inu vétsi nez I, je jasné,
ze plochy Z, H,O, I budou vétsi nez Gseé. To je nemozné, protoze je dokdzano
(véta XXII), Ze kdyz se vezme libovolny pocet ploch tvoficich spojitou proporci
v poméru 4:1, pfiéemz nejvétsi se rovna trojihelniku vepsanému do tsece,
pak vSechny tyto plochy dohromady budou mensi nez tuse¢; to znamend, Ze
use¢ ADBEC neni mensi nez plocha K. Ale je také dokdzano, Ze nebude ani
vétsi; to znamena, ze se bude rovnat plose K. Ale plocha K tvofi ¢tyfi tfetiny
trojihelniku ABC'; to znamena, ze se¢ ADBEC se rovna ftyfem tFetinam
trojihelniku ABC.

Zrod infinitesimalniho podtu

Je vSeobecné zndmo, ze infinttesimdlni pocet (tj. diferencidlni a integrdlni
pocet) vytvorili v 17. stoleti NEWTON a LEIBNIZ. Jejich préace se v§ak nezro-
dila zlista jasna, ale navazala na fadu predchidcii. Mezi nejvyznamnéjsi z nich
patii napifiklad FERMAT, DESCARTES, BARROW a dalsi. My vsak styl in-
finitesimalnich Gvah pfed Newtonem a Leibnizem demonstrujeme na pracich
Keplera a Cavalieriho.

KEPLER, znamy predevsim jako astronom, vydal v roce 1615 spis Nova ste-
reomelria doliorum vinariorum (Nova stereometrie vinnych sudii) s naprosto
prozaickou motivaci uréovat objem téchto naddob. Kepler postupoval metodou
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rozdélent télesa na nekonecné mnoho nekoneéné malych ,kusi“, jejichz objem
lze jednoduse vypoltem uréit. Pouzil tedy ten druh Gvahy, které se fik4 infi-
nitesimalni Gvaha. Postup si osvétlime na jednoduchém Keplerové zptisobu
urovani obsahu kruhu.

Kruznice, kterd ohranicuje kruh, obsahuje tolik ¢4sti, kolik ma bodt - tedy
nekone¢né mnoho. Kazdou z (nekoneéné malych) ¢asti kruznice povazujeme za
zédkladnu rovnoramenného trojihelniku s ramenem, které se rovna poloméru
kruhu a jehoZz vrchol lezici proti zdkladné je umisten ve stfedu kruhu. Obsah
kruhu je pak roven souétu obsahii viech takovych rovnoramennych trojihelni-
kd. Pfedstavme si, Ze kruznice se stfedem S je rozvinuta do tse¢ky AC tak,

Obr. 6

ze polomér SA je k ni kolmy. Nekoneéné malému BA na kruznici odpovida
dilek DC na tGisece AC. Trojihelniky BAS, DCS maji spole€nou vysku AS
a zakladnu stejné délky, tedy maji stejny obsah. Tuto proceduru lze zopako-
vat pro kazdou nekonetné malou ¢4st kruznice. Po setteni nekoneéného poétu
nekoneéné malych trojihelnikid Kepler spravné usoudil, ze obsah trojaihelniku
ACS je roven obsahu kruhu a dostal tim znamy vzorec, podle kterého je obsah
kruhu roven poloviné soudinu poloméru a obvodu kruhu.

Uz tento jednoduchy piiklad ukazuje, Ze v pozadi tivahy stoji infinitesimal-
ni technika ,souétu nekoneéného podtu nekoneéné malych velidin“.
Kepler ji nikterak nezdtivodnoval, slouzila mu vsak k uréovani objemt riznych
téles a ve zminéné praci vyustila v praktickou metodu, jiz se objem sudu uréi
pomoci hiilky, kterou se zjisti nékteré délky.

Ponékud jiny pristup k urovéni objemu téles pouzil B. CAVALIERI.
Dodnes se cituje Cavalieriho princip: Kdy? dvé télesa maji stejnou visku a
kdyZ rezy rovinami, kieré jsou rovnobéiné s jejich podstavami a maji od nich
stejnou vzddlenost, jsou takové, Ze pomér jejich obsahi je vidy slejng, potom
objemy téles majt tjZ pomer.

Kdyz pro ilustraci budeme pomoci Cavalieriho principu uréovat objem kru-
hového kuZele s polomérem zakladny r a s vyskou h, miZeme jej porovnat
s jehlanem o vysce h se étvercovou podstavou, jejiz strana ma délku 1. Roviny,
které jsou rovnobézné s podstavami obou téles a jsou vedeny ve stejné vzdale-
nosti od podstav, protinaji tato télesa v kruhu, resp. ve ¢tverci, jejichZ obsahy
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jsou v konstantnim poméru 7r? : 1. Bude-li tedy Vg objem kuzele a V; objem
jehlanu, dostaneme podle Cavalieriho principu, zZe plati

Vi .

-—K—:7rr2, t]. VK:7l'7'2-VJ.

Vs

Kdyz budeme védét, ze objem jehlanu je V; = %h, dostaneme ihned objem
kuzele Vg = %7"'2 -h.

— e - o — o — — - —

Obr. 7

B. Cavalieri pouzil metodu porovnavani nekoneéné malych &asti té-
les, jakychsi vrstvicek, které nazyval indivisibilie (nedélitelné). Jde pfitom o
nedélitelné &4sti nizsi dimenze, ne# je vysetfovany Gtvar; Cavalieri je nescital,
pouze je porovnaval s analogickymi nedélitelnymi ¢astmi jiného Gtvaru.

_—

Jak jsme viak jiz uvedli, je vznik infinitesimalnfho poctu po zasluze spjat
se jmény I. Newtona a G.W. Leibnize. Historie jejich objevii a vzajemného
soupefeni je natolik zndma, Ze se ji miiZeme vénovat jen velmi struéné.

Dnes je prokazano, ze p¥islusné ivahy provedl jako prvni NEWTON, ktery
viak otalel s jejich zvefejnénim. Proto prvni publikovana préce v této oblasti
patii LEIBNIZOVI. V tomto faktu lze hledat zarodek jejich pozdéjsich spori.

NEWTON, ktery k celé problematice pFistupoval predevsim jako fyzik, zfor-
muloval zakladni Glohy matematické analyzy a nalezl postupy pro jejich Feseni
v r. 1666, v dobé, kdy kviili morové epidemii byly uzavfeny univerzity a Ne-
wton sam pobyval na venkové u svych prarodiéii. V préci z tohoto roku, kterou
véak nepublikoval a proto ji znali jen jeho pfatelé, objevil zdkladni vztah mezi
derivaci a integralem.

LEIBNIZ zapocal sva badani v tomto sméru aZ v r. 1672, jeho vliv na sou-
¢asniky byl vsak vétsi nez vliv Newtoniiv. Leibniz totiz vénoval mnohem veétsi



pozornost symbolice a celkové byl jeho pFistup matematikidm blizsi.

Kalkulus vybudovany Newtonem a Leibnizem se v 18. stoleti do¢kal boufli-
vého rozvoje, nebot pres veskeré nejasnosti a problémy spojené s nekoneénéd
malymi veli¢inami, na nichz byl zaloZen, umoznil feSen{ fady obtiZnych pro-
blémi. O rozvoj matematické analyzy v 18. stoleti se zaslouzili pfedevsim L.
EULER, bratfi Jacob a Johann BERNOULLIOVE, J.L. LAGRANGE a dalsi.
V pribéhu 18. stoleti viak stale vice do popredi vystupovaly problémy spojené
s vagnosti pojmui uzivanych zakladateli matematické analyzy. Tyto problémy
narostly posléze natolik, ze se nékdy o tomto stavu hovoii jako o 2. krizi
matematiky.

Tato krize byla prekondna az v 19. stoleti, kdy BOLZANO a CAUCHY
zahdjili obdobi tzv. zpresiovdni matematické analyzy, které posléze dovrsil
WEIERSTRASS dobudovanim tak dobfe zndmého ,& — §“ jazyka soucasné
analyzy. Kli¢ové bylo v této souvislosti pfedevsim zavedeni pojmu limity, spo-
jené se jménem Cauchyho (kolem r. 1820).

V intencich naseho tématu se véak vénujme pfedevsim vyvoji pojmu integ-
ral.

Tradice 18. stoleti, podle niz integrovani je inverzni operaci k derivovani,
prezivala 1 do prvnich desetileti 19. stoleti. Bylo zndmo, Ze souvislost mezi
derivaci a integralem udava tzv. zdkladni véta kalkulu

b
|tz = Fb) - P

(kde F' = f). Do jisté miry vSak tento vztah byl jen zavedenim symbolu
na levé strané, i kdyz povaha integrélu jako ,jisté limity integralnich souéti“
byla intuitivné dobfe chapina od dob Leibnizovych a vlastné byla zdkladem
infinitesimalnich Gvah o problému kvadratury.

Teprve okolo roku 1820 se explicitné objevuje souctova definice integralu u
Cauchyho. Pro funkei f spojitou na < a,b > uvazoval déleni a = z¢p < z; <
<+« < ¢, = b a prifadil mu soucet

8= fwin) (@i = wic).

Dokazal, ze tyto soucty maji limitu, pokud norma déleni konverguje k nule.
Zde neni obtizné odhalit to, ze Cauchy na zdkladé svych znalosti upfestioval
predstavy o tom, jak je tfeba obsah obrazce chapat jako soucet nekonecného
poétu nekonecné malych veli¢in. V tomto diikazu Cauchy vlastné vyuzival stej-
nomérnou spojitost funkce f, tj. pojem, ktery vykrystalizoval daleko pozdéji.
Cauchy uved! vSechny zdkladni vlastnosti takto definovaného integrélu: linea-
ritu, zdvislost na integraénim oboru i vétu o stfedni hodnoté. Déle dokézal, Ze
funkce

F(z) = / ") de
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je primitivni funkei k f a ukézal, Ze rovnost

b
[ 1@z =10~ 1@

plati za pfedpokladu spojitosti f’. (Zavedl také pojem hlavni hodnoty integrélu,
aby zahrnul pfipady izolovanych singularit.)

Vcelku lze konstatovat, ze Cauchy zavrsil teorii integralu pro spojité
funkce jedné proménné. Jeho snaha po zpfesiiovani matematické analyzy
vedla napf. k tomu, Ze pojmy dosud chdpané pouze intuitivné, jako nap¥. délka,
obsah, objem, povrch definoval pravé pomoci integrali, které pro vypocet bézné
slouzily. Tak napf. délku oblouku kfivky daného rovnici y = f(z) na < a,b >
definoval jako

5= /b V1+(y)idz.

(Ovsem u Cauchyho takova definice pfedpoklddala spojitost f’!) Problém, jak
zminéné geometrické pojmy definovat obecnym a pfirozenym zpusobem, bez
zbyteénych omezujicich pfedpokladi, ¢ekal na uspokojivé feseni vlastné az do
20. stoleti.

Dalsi vyznamny pokrok v teorii integralu znamenala RIEMANNOVA prace
z r. 1854, kterou publikoval v r. 1867. Pro jeji zasadni dilezitost uvedme jeji
podstatnou ¢ast.

B. RIEMANN: O moZnosti vyjadfit n&jakou funkeci
trigonometrickou fadou

Nejistota, kterd stdle vladne v Ffadé zdsadnich otdzek teorie uréitého integ-
ralu, nds nuti ustanovit nékolik poznatkd o urlitém integralu a rozsahu jeho
platnosti.

Nejprve: Co se ma rozumét pod fab f(z)dz?

Abychom to stanovili, vezmeme posloupnost hodnot zq,zs,...,z,_1 lezici
mezi a a b uspofddanych podle velikosti a oznacme pro stru¢nost z; — a sym-
bolem Aj, x5 — 1 symbolem A,,...,b — z,,_; symbolem A, a oznafime ¢;
vlastni kladné zlomky. Potom hodnota souétu

S=A01fla4+e1l)+ Do f(zr +e2l2) + Az f(z2 +e303)+
+---+ An’f(xn—l + 6‘nAn)

bude zaviset na volbé& intervalti A\; a veliéin ¢;. JestliZe ma tu vlastnost, Ze se
blizi k jisté pevné limité A, pokud se vSechna A; stavaji nekoneéné mald, at
jsou A; a g; jakkoli zvolena, potom se A nazyva fab f(z)d=.

Jestlize tuto vlastnost nemé, potom fab f(z)dz postrada smysl.

Za druhé urleme rozsah platnosti tohoto pojmu a ptejme se: Ve kterych
pfipadech je funkce integrovatelnd a ve kterych neni?



123

Nejprve ... pfedpokladejme, ze soudet konverguje, kdyz se vSechna A; sta-
vaji nekone¢né malymi. Pak ozna¢me D; nejvétsi variaci funkce mezi a a z4, tj.
rozdil jeji nejvétsi a nejmensi hodnoty v tomto intervalu, symbolem Dy nejvétsi
variaci mezi z, a Za,..., a D, néjvétsi variaci mezi z,_1 a b; potom

AlDl + A21)2 + +AnDn

se musi stat nekonecné malé s veli¢inami A;. Déle pfedpokladejme, Ze pokud
v8echna A; zlistivaji mensi nez d, je nejvétsi hodnota, kterou tento souéet muze
nabyt, rovna A; A pak bude neklesajici funkei d, kterd se s touto hodnotou blizi
k nule. Jestlize nyni celkovd velikost intervalli, v nichZ zminéné variace jsou vétsi
nez o, je rovna s, pak ptispévek tohoto intervalu k souétu Ay Dy +AsDy+- - -+
A, Dy, bude zfejmé alesponi os. Proto mdme 0s < A1 D1+AsDo+- - +40, Dy, <
A, tudiz s < %. Pfi zadaném o muze byt vidy % uéinéno libovolné malé
vhodnou volbou d; totéz proto plati pro s a odtud tudiz plyne:

K tomu, aby soucet S konvergoval, kdyZ se vSechna A; blizi k nule, je nuiné,
kromé omezenosti funkce f(z), aby celkovd velikost intervali, v nich? varia-
ce jsou vélsi nez jisté libovolné zadané o, mohla byt ucinéna libovolné mald
vhodnou volbou d.

Toto plati také obracené: JestliZe funkce f(z) je omezend a jestliZe se s neko-
necnym poklesem vsech velicin £\; celkovd velikost s intervali, v nich? variace
funkce prevysuje jistou zadanou veliinu o, bliZi k nule ..., potom soucet S
konverguje, kdyZ se vsechny A; stdvaji neknecné malé.

Ty intervaly, v nichZ variace pfevySuje o, prispivaji totiz do sumy Ay D; +
DAsDy+ -+ A, D, hodnotou,, kterd je mensi nez souéin s a maximum variace
funkce mezi a a b, coz je konecné (podle pfedpokladu); ostatni intervaly pri-
spivaji hodnotou mensi nez o(b — a). Zfejmé lze nyni nejprve vzit o libovolné
malé a potom lze vzdy uréit velikost intervald (podle pfedpokladu) tak, Ze z se
stava libovolné malé, ¢imz se také soucet Ay Dy + - - -+ A, D, stava libovolné
maly, a v disledku toho lze sevrit soucet S mezi libovolné blizké meze.

Nalsi jsme tedy podminky, které jsou nutné a postacujici ke konvergenci S,
pokud se A; bliz{ k nule, takze lze mluvit o integralu funkce f(z) mezi a a b
v ostrém smyslu.

* % ok

Jak tedy vidime, jesté ani Riemann nepracoval s dnes béznymi slozkami tzv.
»,Riemannova“ integrilu, jako jsou dobfe zndmé horni a dolni soucly, respektive
horni a dolni integrdl. Jeho cilem bylo charakterizovat ty funkce, pro néz lze
integral definovat pomoci soultti, coz se mu plné zdafilo.

Dnesni pristup k Riemannovu integralu vybudovali v letech 1875-80 G. DAR-

—b
BOUX, V. VOLTERRA a G. PEANO. Dnes bé&iné oznafeni [ f(z)dz a

b
[ f(z)dz pro horni a dolni integral zavedl v r. 1881 Volterra.
—-a
Tzv. Jordanovou miru, pomoci niz je definovan Riemanniv integral funkci
vice proménnych, vybudoval JORDAN v r. 1892.
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Riemanntv integral byl ve 20. stoleti riiznymi zplisoby zobecnén a modi-

Lebesguetiv integral a Lebesgueova mira, kterou definoval v r. 1904, ucinily
mnohé problémy integralniho poctu prizracnéjsimi. Jejich podrobnéjsi popis
viak pfesahuje moznosti tohoto textu. Uvedme proto pouze v zdvéru, jak lze
pomoci Lebesgueovy miry elegantné popsat Riemannovu podminku toho, aby
funkce byla integrace schopna.

BéZzné uvadéna nutna a dostatecnd podminka, Zze f je na < a,b > integro-
vatelnd (riemannovsky) prdvé tehdy, kdyZ

/bf(m)dm = fbf(z)dx

totiz viceméné zastird podstatu véci: aby byla funkce integrace schopna, nesmi
byt ,,pfilis nespojita“. Tuto vagni formulaci lze zpfesnit nasledovné:

Omezend funkce na intervalu < a,b > je na tomio intervalu riemannovsky
inlegrace schopna prdvé tehdy, kdyZ mnoZina bodui nespojilosti funkce [ na
< a,b> md Lebesgueovu miru 0.

Mnozina A C R m4 pfitom Lebesgueovu miru 0, kdyz ke kazdému ¢ > 0
existuje nejvyse spocetny systém intervali I; tak, ze A C UI; a soucet délek
vSech intervalii I; je mensi nez €.

* ok K

ARCHIMEDES ze Syrakius (asi 287-212 p¥.n.l.), fecky matematik a
fyzik

BARROW Isaac (1630-1677), anglicky matematik, uéitel Newtontv
BERNOULLI Jacob (1667-1748), Svycarsky matematik

BERNOULLI Johann (1667-1748), Svycarsky matematik

BOLZANO Bernard (1781-1841), ¢esky matematik a filozof
CAUCHY Augustin Louis (1789-1857), francouzsky matematik
CAVALIERI Bonaventura (1598-1647), italsky matematik
DARBOUX Jean Gaston (1842-1917), francouzsky matematik
DESCARTES René (1596-1650), francouzsky matematik a filozof
EUDOXOS z Knidu (408-355 p¥.n.l.), fecky matematik a astronom
EUKLEIDES z Alexandrie (asi 340- asi 278 p¥.n.l.), fecky matematik
EULER Leonhard (1707-1783), Svycarsky matematik

FERMAT Pierre de (1601-1665), francouzsky matematik a pravnik
JORDAN Camille Marie Edmond (1838-1922), francouzsky matematik
KEPLER Johann (1571-1630), némecky astronom a matematik
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LAGRANGE Joseph Louis (1736-1813), francouzsky matematik
LEBESGUE Henri Léon (1875-1941), francouzsky matematik

LEIBNIZ Gottfried Wilhelm von (1646-1716), némecky matematik, fy-
zik, filozof, pravnik, diplomat

NEWTON Isaac (1642-1727), anglicky fyzik, matematik a astronom
PEANO Guiseppe (1858-1932), italsky matematik a logik

RIEMANN Bernhard Georg Friedrich (1822-1866), némecky matema-
tik

VOLTERRA Vito (1860-1940), italsky matematik

WEIERSTRASS Karl Theodor Wilhelm (1815-1897), némecky mate-
matik
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