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ARCHIMEDOVA STATIKA V GEOMETRII

JArROMIR Sim3aA

Uvod. Nékolik zakladnich poudek z geometrie trojahelnika je nésledujiciho
typu: T7: primky, kieré jsou jistym popisem p¥irazeny danému trojihelniku,
prochdzeji jednim bodem. Takov4 jsou napr. tvrzeni o priisecicich téznic, vysek,
os stran ¢i os vnitfnich hld. Budeme-li je posuzovat z hlediska metod, jimiz se
dokazuji, pak k nejsnadnéjsim patfi poucka o osdch stran. Lezi-li totiz bod X
na ose strany AB trojihelnika ABC, pak |[AX| = |BX]| (obr.1); lezi-li navic i
na ose strany BC, pak |BX| = |CX]|. Pro priiseéik S os stran AB a BC tedy
plati |AS| = |BS| = |CS|, rovnost |AS| = |CS]| ale znamen4, ze bod S lezi i na
ose tfeti strany trojthelnika, strany AC.

18| = [CX|

5

v 7

I
A | JAX | = |BX]
Obr. 1

Jisté si uvédomime, Ze podobné snadny je i dikaz tvrzeni o priseciku os
vnitfnich Ghli. Tyto osy jsou totiz mnoziny bodd, které mizeme snadno popsat
s pomoci vzdélenosti od stran trojihelnika (u os stran byly ve hfe vzdélenosti
od vrchold trojihelnika). Podobny mnozinovy popis ndm ale schézi u dalsich
vyznamnych pfimek, jakymi jsou napfiklad spojnice vrcholid trojahelnika se
stfedy prot&jsich stran, tedy téZnice!. Tvrzeni o téinicich proto obvykle
dokazujeme jinak, nejéastéji na zdkladé vlastnosti stfednich pficek trojihelnika
a stejnolehlosti (viz [K], kde je uveden i jiny pékny dikaz, ktery vyuziva
pouze vlastnosti obsaht trojihelniki). Vyvoj skolské matematiky zapii€inil, ze
historicky prvni diikaz véty o téznicich trojihelnika, ktery podal Archimédes,
je soudasnou matematickou vefejnosti téméf zapomenut. Pfipomind se nam
vSak v samotném nazvu téinice, odvozeném od slova tiha. Archimédes totiz
chcete-1i, hmotnosti) konkrétnich téles. Objevil pFitom zdkladni zdkony statiky.
Podivejme se proto spolu, jak se takova (ve své podstaté fyzikalni) metoda mize
uplatnit v geometrii. Uréité pfitom ocenime, jak nékteré intuitivné neprihledné

1Pozd&ji ukazeme, Ze i pro t&znice takovy popis existuje.
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geometrické vysledky maji pfirozenou fyzikalni interpretaci. Na elementarn{
arovni se tak presvédéime, Ze symbidza matematiky a fyziky je oboustranné
uziteny proces.

Archimédovy axiomy. Poznatky o téZistich konkrétnich téles, tj. mistech,
kde pusobi jejich tiha, byly lidem zndmy od praddvna. Teprve Archimédes
vSak tyto jednotlivé poznatky systematizoval a extrahoval jejich podstatu
do jednoduchych statickych zdkontd. Tyto zdkony povaZoval za neménné a
univerzalni. Navic pozadoval, aby se veskeré vypoéty a ivahy opiraly pouze
o né. Dnes bychom fekli, Ze Archimédes postupoval pFisné védecky: vybudoval
statiku jako aziomatickou teorii.

Drfive nez si zminéné axiomy o tézistich uvedeme, poznamenejme, ze Archi-
médes ve svych ivahdch divtipné kombinoval prvky diskrétni a infinitezimalni
trojthelnika.) UvaZoval napfiklad o hmotnych tseckach slozenych z hmotnych
bodl apod. Budeme proto radéji mluvit o hmotnych soustavdch misto télesech.

né soustavy.

Axiom I. (Existence a jednoznaénost) Kazd4 hmotna soustava ma pravé

Axiom II. (Zakon pidky) Tézisté dvojice hmotnych bodi A, B o hmot-
nostech mj, my je ten bod T tGse¢ky AB, pro ktery plati m;|AT| = my|BT)|
(obr. 2).

T B
N @

Vaigv) 9.

A

@-

1
Obr. 2

Axiom III. (Redukéni princip) Tézisté hmotné soustavy se nezméni,
zaménime-li libovolnou jeji €4st (tj. podsoustavu) jednim hmotnym bodem,
splyvajicim s tézistém této podsoustavy a majicim celou jeji hmotnost.

Zkusme se nyni ve svych mys$lenkdch prenést do Archimédova starého
Recka, do dob, kdy se jesté tak striktné nerozliSovala matematika od fyziky, a
podivejme se, jaké geometrické vysledky se daji z uvedenych tfi axiomi odvodit.
Teprve na zavér si fekneme, jak se nase ,hmotnostni“ ivahy daji formalizovat
tak, aby se vyhovélo sou¢asnym pozadavkim na exaktnost matematickych
teorii.

TéZisté trojuhelnika. Predstavme si, Ze z tenké homogenni desticky je

Vv

postupujme jako Archimédes a rozlozme cely trojihelnik na velké mnozstvi
tenkych ,paskd“ rovnobéznych se stranou BC. V ,limitnim* ptipadé jsou tyto
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pasky hmotné tsecky U, V;, (obr.3).
A — A

B —

Ao Ao Obr. 3

Protoze kazda tsecka U,V, je homogenni, je jejim iéz1st8m stied této
tisecky?, ktery oznacime T,. Podle Axiomu Il mizeme kazdou tsecku U, V;
zaménit hmotnym bodem T, jehoz hmotnost je pfimo Gmérna délce Gsecky
soustavy hmotnych bodi 7)., které vypliiuji spojnici vrcholu A se stfedem Ag
strany BC. To ale znamend, Ze bod T lezi na téZnici AAy (blize konci Ao,
nebot u tohoto konce maji body 7, vétsi hmotnost.) Zopakujeme-li nasi avahu
pro rozklad trojihelnika na Gsecky rovnobézné se stranou AB respektive AC,
dojdeme k zavéru: Bod T leZi na vSech tfech téznicich AAy, BBy, CCy (obr.4
vlevo). Jinymi slovy, tyto tFi dsecky prochdzeji jednim bodem.

10
2 A,

3T 1B
A 1A Obr. 4

Zdiraznéme, ze predchozim vykladem jsme jesté neodpovédéli na otazku,
v jakém poméru se téZnice trojihelnika navzdjem déli. Vylozme, jak na ni
nasel odpovéd Archimédes: Misto desticky ve tvaru trojihelnika ABC wvaZujme
soustavu tFi hmotnych bodi A, B, C o téfe hmoinosti (rovné naptiklad
jednotce). Takovou soustavu S budeme zapisovat nésledujicim zptisobem

S={14,1B, 1C},

kde kladné &islo pfed oznaéenim bodu znaé&i jeho hmotnost. Zaménime-li podle

vy

soustavy S lezi na Giseéce AAg a pfitom (podle zdkona paky) |AT| : |AoT| =
2 : 1 (obr.4 vpravo). Podobné redukci na soustavy {1B, 2By} respektive

bod X . Podobné tvrzeni plati o soustavach, které maji osu (popf. rovinu) soumérnosti.
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{1C, 2Cy} dospé&jeme k zavéru: TéZisté soustavy S leZi na viech t¥ech té¥nicich
AAg, BBy, CCy a déli kaidou z nich v poméru 2 : 1. Zdliraznéme, Ze toto
tvrzeni jsme ziskali jednoduchou tvahou o vhodné soustavé S nezdvisle na
predchozim vykladu o modelu trojihelnika, sestaveném z hmotnych asecek.
Dodejme jeSté mnozinovy popis téznice, ktery jsme slibili v pozndmce pod éarou
v avodu prispévku: Téznice AAg je mnoZzina tézist téch hmotnych soustav trojic
bodt

{rA, ¢B, rC},

ve kterych ¢ = r. V dalsich odstavcich si ukdZeme, jaké dalsi poznatky
o obecném trojihelniku lze ziskat jinymi vhodnymi vybéry trojic hmotnosti
(p,q,7). (Pro lepsi pfehlednost budeme hmotnost bodu X zpravidla znalit
mx) )

Ukol 1. Uvahou o étvefici hmotnych bodi

{1A, 1B, 1C, 1D}

vwry

pfitom na redukované soustavy typu
{2E, 2F},

kde E a F jsou stfedy libovolné dvojice protilehlych hran ¢tyfsténu ABC D.

vy

charakterizujte ty &tyfuhelniky, pro které je odpovéd na tuto otdzku kladna.

Ortocentrum trojthelnika. Necht CP je vyska ostroithlého trojihelnika
ABC s vnitfnimi thly «, 3, ¥ (obr.5).

C

v

A& ; © B Obr. 5

Na rovnost
|AP|-tgo = |BP|-tgB (= |CP])
se muZeme podivat jako na zdkon paky pro dvojici hmotnych bodd A, B
o hmotnostech tg a, tg 8. Zvolime-li proto hmotnosti vrchold A, B, C
ma=tga mp=tgh mc=tgy,

vy

trojihelnika ABC. Posudte sami, jak efektné jsme dokdzali netrividlni tvrzeni
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o tom, Ze vysky libovolného® trojihelnika prochézeji jednim bodem, zvanym
ortocentrem daného trojihelnika. (Cty¥i dalsi diikazy najdete v [K].) Navic
mizZeme lehce doplnit, v jakém poméru se vysky navzijem dé&li. ProtoZe

vy

{tg7C, (tga +tg )P},

plyne ze zédkona péky timéra

[CV|:|PV|=(tga+tgB) :tgy.

Gergonniv? bod. V libovolném trojahelniku ABC sestrojme vepsanou

kruznici a ozna¢me D,, Dy, D, body, ve kterych se dotyka stran trojihelniku

(obr. 6):

A xDoné,B

Obr. 6

Obvod trojthelniku ABC je tak rozdélen na tfi dvojice shodnych tasecek,
jejichz délky oznaéime takto:

|ADy| = |AD:| =2 |BD. =|BDsl=y |CDs|=|CDy|=z2.

Zvolime-li proto hmotnosti vrchold trojihelnika

1 1 1
mypg = — mpB = — mec = —,
z Y z
usoudime, Ze bod D, je tézistém dvojice bodu B, C, bod Dy je tézistém dvojice
bodli A, C a konetné bod D, je tézistém dvojice bodi A, B. Odtud plyne, Ze

vy

t&8215té trojice vrcholtt A, B, C je spole¢nym bodem tseéek AD,, BDy a CD..
Doké&zali jsme tak toto tvrzeni: Spojnice vrchold libovolného trojihelnika s body

dotyku vepsané kruinice na protéjsich strandch prochdzeji jednim bodem. Tento
bod se nazyva Gergonniiv bod daného trojihelnika.

3V piipadé tupouihlého trojihelnika je jedna z hmotnosti vrcholi ziporna, v piipadé
pravoihlého trojihelnika nekoneéné velika.
4(&ti ,zergoniv") Joseph Diez Gergonne, 1771-1859, francouzsky astronom a matematik.
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Ukol 3. Libovolnému trojthelniku lze pfipsat t¥i kruznice tak, ze kazda
z nich se dotyka jedné strany trojahelnika a prodlouzeni dvou ostatnich stran.
Dokaite, Ze spojnice vrcholu trojihelnika s body dotyku pfipsanych kruZnic na
prot&jsich stranich prochézeji jednim bodem. Tento bod se nazyva Nageliiv®
bod daného trojihelniku. (Navod: Vyjidfete délky Sesti Gisecek, na které je
rozdélen obvod trojihelnika vrcholy a body dotyku, s pomoci délek stran
trojihelnika. Tak zjistite, Ze jde opét o tfi dvojice shodnych Gsecek.)

Stred vepsané kruznice. UvaZujme opét obecny trojihelnik ABC a poloZme
si nyni otdzku, kde lezi tézisté O trojice jeho vrcholi o hmotnostech

my4 = |BC| mp = |AC| m¢ = |AB].
(Odpovéd budeme potfebovat v nésledujicim odstavci.) Bod O je priisecik
useéek AA1, BB, a CC4, kde Ay, By, C; jsou ty body stran BC, AC, AB, pro
které (podle zdkona paky) plati

|BA,| _ |BA| |CB,| _ |CB| |AC| _ |AC|
|CAL|  |CA| |AB:|  |AB| |BCy|  |BC|"

Vzhledem k tomu, Ze zlomek %g—’:# uddva pomér obsaht trojuhelniki BA; A

a CA; A (obr.7), plyne z prvni rovnosti, ze tyto dva trojihelniky maji shodné
vysky na strany AB a AC.

Obr. 7

Jinymi slovy, bod A; mé od stran AB a AC stejnou vzdalenost, takze pfimka

AA; je osa Ghlu BAC. To znamend, Ze bod O je stfedem kruinice vepsané
trojihelniku ABC.

T&%i5t& obvodu trojahelnika. Na zdkladé predchoziho vysledku ted snadno

vven

vytvarovan do obvodu daného trojihelniku ABC. Jde vlastné o soustavu tii
homogennich hmotnych tse¢ek AB, AC a BC' o hmotnostech, které jsou pfimo

5(&ti ,nageliv*) Christian August Nagel, 1821-1903, némecky geodéz a matematik.
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A

tyto stfedy Ao, Bg a Co (obr. 8).
A
B,

; AN

A C

Obr. 8

Podle Axiomu III mizeme nasi soustavu t¥i hmotnych Gseéek zaménit trojici
bodti Ay, Bg, Co 0 hmotnostech

mAOZk-lBC| mBOIk-lAC| mcozk'lAB|,

kde £ > 0 je libovolnid konstanta. (Poznamenejme na tomto misté, Ze

vvew

prvki stejnym kladnym d&islem. Vysvétlete sami, jak tato vlastnost plyne
z Archimédovych axiomi.) Zvolime-li k£ = %, dostaneme trojici vrcholi
trojihelnika AgBoCy o hmotnostech rovnych délkdm protéjsich stran. Podle

predchoziho pfikladu je hledanym tézistém stred kruznice vepsané trojihelniku
AoBoCo.

Barycentrické souradnice. Zkusenosti z pfedchozich pfikladi ndm napovi-
daji, ze vhodnou volbou hmotnosti vrcholi daného trojihelnika A BC mizZeme
tohoto trojihelnika. Dikaz je snadny: oznalime-li Y priseéik pfimky AX se
stranou BC, pak bod X je tézistém trojice hmotnych bodi A, B a C, pravé
kdyz pro jejich hmotnosti plati

mp :m¢ = |CY|:|BY| azirovei my:(mp+mc)=|YX|:|AX].

(Vysvétlete sami.) Je dobfe vidét, ze takova trojice (mA,mB,mé) vidy exi-
stuje a je pro dany bod X jedin4, nerozliSujeme-li trojice (ma,mp,mc) a
(kma, kmp, kmc), kde k > 0 je libovolna konstanta. Doplnime-li ,,normaliza¢-
ni“ podminku

mag+mp+me=1,

stane se p¥ifazeni X — (my, mp, mc) jednoznaéné. Cisla m4, mp, mc se
pak nazyvaji barycentrické® souradnice bodu X. Zavedl je poprvé némecky
matematik A. F. M&bius (1790-1868), ktery s pomoci téchto soufadnic podal
vyklad projektivni geometrie. Zdliraznéme, ze barycentrickd soustava souradnic
Jje zavisla na volbé vychoziho trojihelnika ABC. Je nam rovnéz jasné, zZe témito
soufadnicemi miZeme popisovat nejen vnitini body trojihelnika ABC, ale

6Recké slovo Bapio (Eti ,baris*) znadi tiha.
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vSechny body jeho roviny (na obvodu trojihelnika ABC je aspon jedna ze
soufadnic ma, mp, mc nulova, vné trojihelnika ABC — zapornd). V nasem
stoleti nasly barycentrické soufadnice uplatném v algebraicke topologii

vy

o hmotnostech
m4 = sin 2« mp = sin 203 me = sin 2y
pfi obvyklém oznaéeni vnitfnich Ghla?
Variace hmot. Vime u%, Ze kazdou trojici pficek AA;, BBy, CCq, které
prochézeji jednim bodem trojihelnika ABC (obr.9), miZeme interpretovat

jako téznice (tj. pfimky prochdzejici tézistém) soustavy vrcholi A, B, C
s vhodnymi hmotnostmi my4, mg, mc.

B A1 C Obr. 9

Je jasné, Ze kazdd zména téchto hmotnosti (pfesnéji feceno, zména poméri
my :mp : m¢) vyvold zménu téchto téznic. Pro nés je ted na tom zajimavé to,
Ze nékterym zméndm (fikejme variacim) hmotnosti odpovidaji zmény téznic
s jasnou geometrickou interpretaci. Jakmile takovou interpretaci objevime,
ziskdme okamzité pékny geometricky vysledek. Vysvétlime to na nasledujicim
pfikladu

bodu {pA qB} a bod T’ téiiéte soustavy {qA pB} pak body T a T

vy

{¢A, pB} je totozné s t&zistém soustavy {;A, qB} (srovnej pomér hmotnosti),
kterd vznikne z prvni soustavy {pA, ¢B} ,pfevracenim® (tj. zobrazenim z — 1)
hmotnosti jejich prvki. Vime proto, jakad zména téZnic nastane pfi pfechodu od
trojice hmotnosti (m4, mp, m¢) k nové trojici (m/, , ms, m(,) uréené predpisem

Dostavame tak nasledujici vysledek:

Necht AAy, BBy, CC\ jsou i pFicky trojihelnika ABC, které prochaze]z
jednim bodem. Necht bod As je soumérny s bodem Ay podle sttedu strany BC,
bod By je soumérny s bodem B; podle stiedu strany AC a bod Cy je soumérny
s bodem C; podle stredu strany AB. Potom pricky AAy, BBy, CCs rovné?
prochdzeji jednim bodem.
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Ukol 5. Zjistéte, jaky geometricky vyznam ma variace hmot

m/ a2 ! bz / CZ
4= — my = — my = —
ma B~ mp " me’

kde a = |BC|,b=|AC| a c=|AB].
Stépeni a lepeni. Necht bod X je t&Zistém soustavy tif hmotnych bod#
S ={pA, ¢B, rC}.
Dosud jsme zkoumali jen ty t&Znice soustavy S, které prochézeji jednim

z vrcholi A, B nebo C. Chceme-li pracovat naptiklad s t&Znici, které protina
strany AB a AC ve vnitfnich bodech K a L (obr. 10),

A

X
B C Obr. 10

je mozné ,rozstépit* hmotny bod {pA} na dva body {p1A} a {pA} tak,

{p2A4, rC} a aby samoziejmé platilo p = p; + ps. Né&kdy je vyhodny i
opaény postup: dva nebo vice hmotnych bodi, které ,sidli“ ve stejném mistg,
dohromady ,slepit“. Uvedme jednu ukazku.

Pfiklad. Dokazte, 7e kazd4 primka, kterd ve stejném poméru déli obsah a
obvod daného trojihelnika, prochazi stfedem kruznice jemu vepsané.

Reseni: Predpoklidejme, Ze néktera pfimka ma popsanou vlastnost a protina
strany AB a AC zadaného trojihelnika ABC v bodech D a E (obr.11).
Oznalme strany trojihelnika obvyklym zpisobem a, b, ¢ a odvodme, jaka je
zévislosti mezi délkami z = |AE| a y = |AD|. Rovnost poméri

S(AED) |AE| +|AD|

S(ABC) ~ |AC|+ |AB| + |BC|

(S(T) zna&i obsah T) miZeme pfepsat ve tvaru

zy-sina x4y
bc-sina  a+b+ec

)

(I O

coz je ekvivalentni s rovnosti
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Obr. 11

Zvolme hmotnosti bodi B a C takto: mp = b a m¢ = ¢. (Pro¢ volime
takové hmotnosti pochopite, podivate-li se zpét na odstavec o stfedu kruZnice

vepsané.) Podle zdkona paky je bod D t&Zistém dvojice {bB, a1 A}, pravé kdyz
¢islo ay splituje podminku a;y = b(c — y), neboli

b(c - y)
-

a; =
Podobné bod F je t&zistém dvojice {cC, az A}, pravé kdyz pro &islo ay plati

_ c(b—:c).

az

Vzhledem k odvozené zavislosti mezi Cisly x a y se lehce ovéri, ze Cisla a; a as
definovana predchozimi rovnostmi spliiuji podminku a; +as = a. To jsme pravé
potfebovali, nebot nasim imyslem je hmotné body a; A a a, slepit. Protoze tedy
plati

{bB, a1 A} U {cC, a2 A} = {aA, bB, cC}

(jisté je pochopitelné, co znamen4 sjednoceni disjunktnich hmotnych soustav),

vy

v

o hmotnostech
mp =a; +b mg =as+c.

Tak jsme dokdazali, ze stfed O lezi na pfimce DE.

Ukol 6. Metodou hmotnych bodii dokaite, ze v libovolném trojtihelniku ABC
plati: Osa vnitiniho Ghlu pii vrcholu A, stfedni pFicka trojiahelnika rovnobézna
se stranou AC a spojnice dvou bodi, ve kterych se vepsand kruznice dotyka
stran AC' a BC, prochézeji jednim bodem.

Shrnuti. Pfedchozi priklady ukazuji, Ze nékteré geometrické véty je mozno
ziskat Gvahou o vhodnych soustavich hmotnych bodl. Zamyslime-li se nad
tim, co maji tyto pfiklady spolecné, zjistime, Ze vSechny jsou zalozeny na

vV

jednoduché (az genidln{) myslence: K 1é#isti celé soustavy se miZeme ,dostat”
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vice zpusoby, a to tak, Ze budeme uplatiiovat redukéni princip z Aziomu III
k rizngm podsoustavdm vychozi soustavy. Této myslenky si byl Archimédes
dobfe védom. V jednom dopise Eratosthenovi napsal (pfelozeno podle [BB]):

PovaZoval jsem za nutné Ti napsat, abych Ti vylozil zvlastni
metodu, ktera Ti umozni objevovat nékteré matematické véty.
Jsem presvédéen, Ze tato metoda nebude o nic méné uziteénd ani
pii diikazu téchto vét.

Archimédes tedy sprdvné vytusil, Ze metoda hmotnych bodii neni pouhé
pomicka pro objevovani vét, ale Ze tato metoda v sobé skryva i myslenkovy
potencial, ktery bude mozné rozvinout dokonalé matematické teorie. (Za dob
Archiméda byla jedinou takovou dokonalou teorif ta, kterou svymi Zdklady
vytvofil Eukleides.) Tato Archimédova predstava se naplnila az v novovéku se
vznikem vektorové algebry. Popisme nyni, jak takova teorie vypada’.

Formalizace. Hmotny bod v n-rozmérném eukleidovském prostoru, ktery
budeme znatit E,, je libovolné uspofddand dvojice (m, A), kde m je redlné &islo
a A je bod prostoru FE,,. Neni nutné pfedpokladat, ze &islo m, které nazveme
hmotnosti bodu A, je kladné. Pfipoustime tedy body s nulovou i zdpornou
hmotnosti®. Je-li

S = {(ml,Al), mg,Ag), . (mN,AN)}

libovolna koneénéa soustava hmotnych boda v E,, pak bod T' € F, nazveme

vy

N
) S TA =T
k=1

Vidime, Ze takova definice nezavisi na poradi, v jakém jsou prvky S zapsany.
Neni rovnéZ nutné, aby body Ap byly rizné, coz umoziuje hmotné body
,,5tépit“ nebo naopak ,slepovat®. Z néasledujici véty plyne, Ze kazda soustava S
Axiom I).

Véta 1. Teézsté T soustavy S existuje a je jediné, je-li soucel hmotnosti
vSech jejich bodi rizny od nuly. Poloha tézisté T' je pak urcena rovnosti

N —_— N ——
(ka) PT=Y _ m - PAg,
k=1 /

k=1

Il

"Musim vyjadfit litost nad tim, Ze velky rozsah uliva a ¢asova tiseh na vech soudasnych
skolach (od zikladnich po vysoké) nuti ulitele pfedklddat zidkim abstraktni, formalné
jsou pro zdky mnohdy nezaZivné a7 nestravitelné.

8Vyznam maji i situace, kdy hmotnosti bodu jsou komplexni &isla, viz [BB].
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kde P je libovolné zvoleny bod prostoru E,. (Bod T pochopitelné na volbé bodu
P nezévisi.)
o v - ’ v g g - . . v v v ’
Dikaz Véty 1 je snadny: Protoze T Ay = PAy — PT, je vidét, ze definiéni
rovnost (*) je ekvivalentn{ s rovnosti z formulace Véty 1. Je-li souéet vSech
hmotnosti rizny od nuly, lze z této rovnosti vypoéist

N N
E myg - PAk
oy =
N b
> Mk
k=1

Je jasné, Ze definice (*) pro dvojici hmotnych bodid

—

ml-m+m2-TA2= 0

je vektorovym zéapisem zdkona paky, ktery jsme uvedli jako Axiom II. Zbyva

vy

vy

S/ = {(mI)TI)) (mr+1)Ar+1)) (mr+21A7‘+2)) ey (mN)AN)}a

kde T” je tézisté soustavy prvnich » bodl z S a m' soucet jejich hmotnosti. To
je ale snadné: pro tuto soustavu r bodid pouZijeme dokdzanou Vétu 1, pfitom
za bod P zvolime bod T'. Dostaneme rovnost

m"i"_T—;: <ka> ~T_T?=ka-TAk,
k=1

k=1

podle které miZeme nahradit prvnich r s€itanct na levé strané (*) a dostat tak
ekvivalentni rovnost

N
m’-TT'+ Z myp TAk =—€a
k=r+1

kterd podle definice (*) znamend pravé to, ze bod T je tézistém soustavy S’.
neénych) soustav hmotnych bodi a dokazali jsme platnost Archimédovych
axiémi. Tim se stal jeho ,hmotnosini“ pFistup ke geometrickym situacim, ktery
jsme tlustrovali predchozimi priklady, z hlediska poZadavki, kladengch dnes na
fundamenty matematickijch teorii, ezakini.

Cévova® véta. Pti vybéru pifkladi jsme se vétsinou omezili na situace, pti
kterych stacilo nalézt vhodnou trojici hmotnych bodi; vicebodové soustavy

9(&ti ,evova*) Giovanni Céva, 1648-1734, italsky inZenyr a matematik.
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vy

skryto ve znamé a uziteéné Cévové vété: Pricky AA,, BBy a CCy libovolného
trojiihelniku ABC' prochdzeji jednim bodem (obr. 9), privé kdyZ plati rovnost

ACi| |BAY |CBi _ |

C . . =1.
©) CiB| Al 1BiAl ~

Ditkaz Archimédovou metodou: Prochéazeji-li p¥icky AA;, BB, a CCi bodem,

podle zdkonu paky plati

|AC:1| _ mp |BA:| _ mc |CBy| _ ma

|CiB] ~ ma  |AC]  msp |BiA] ~ mec

Odtud plyne rovnost (C). Obracené, plati-li (C), je vhodné zvolit hmotnosti
vrchold napriklad takto:

_ |ACY| me = |ACh| ' |BA;|
|C1B| |C1B| |A:C|

mA::1 mp

Diky (C) jsou pak rovnosti poméri z prvni ¢asti ditkazu opét splnény. To ale
trojice vrcholi A, B, C se zvolenymi hmotnostmi.

Dodejme na zavér, ze Cévova véta se obvykle formuluje pro obecnéjsi situaci,
kdy body A, By, C) jsou libovolné body pfimek BC, CA, CB (rizné od
bodd A, B, C). Pak je tfeba v rovnosti (C) zaménit poméry délek tsecek
délicimi poméry trojic bodf (viz [SV], kde je uveden i odlisny dikaz Cévovy
véty, zalozeny na skladani stejnolehlosti). V této situaci je v pfedchozim dikazu
zapotiebi volit hmotnosti vrcholi ma, mp a me z oboru kladnych i zdpornych
Cisel.
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