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Kapitola 2

Teorie grup

2.1 Usporadané a cyklicky usporadané grupy

Prvnim tématem, kterym se Ladislav Svante Rieger v ramci své védecké ¢in-
nosti zabyval, byla teorie usporadanych a cyklicky usporadanych grup. Studiu
v této oblasti se vénoval v poslednich letech druhé svétové valky, dosazené vy-
sledky shrnul v dizertacni praci, kterou pfedlozil k obhajobé na konci roku
1945; publikovéany byly v pracich [R1], [R2] a [R3]. O jejich védecké kvalité
svéd¢i cena Krdlovské ceske spolecnosti nauk, jez mu byla udélena roku 1948.

Doplime, ze 29. 4. 1948 referoval L.S. Rieger v Jednoté na téma O cyklicky
usporddanych grupdch a 29. 8. 1949 vystoupil na spolecném 3. sjezdu matema-
tikt ceskoslovenskych a 7. sjezdu matematiki polskych v Praze s prednaskou
O uspotadanych a cyklicky uspordadangch grupdch.

Prvni dvé c¢asti své dizertace L.S. Rieger dokoncil v listopadu roku 1944,
tfeti ¢ast o rok pozdéji. Pracoval na tomto tématu s pomoci Vladimira Korinka
za obtiznych vale¢nych pomér.?

Jednou z nejvétsich komplikaci Riegrova vyzkumu byl omezeny pfistup ke
svétové odborné literatuie. Pozdéji se napt. ukazalo, ze zasadni a kliovy pojem
zavedeny v ¢lanku [R1] — pojem (normélni) velikostni podgrupy, viz déle — je
jen specialnim piipadem obecnéjstho pojmu (I-idedlu) pfedstaveného G. Bir-
khoffem (1911-1996) v praci [Bir42]. V ¢lanku [R1] jsou tak dokdzany nékteré
vysledky, které byly publikovany jiz difive. S témito obtizemi se L.S. Rieger
potykal i u fady pozdéjsich témat a védeckych praci.

Nyni popiSeme hlavni myslenky Riegrovy préace z oblasti uspofddanych
grup, v nasledujicich oddilech se budeme podrobnéji vénovat jednotlivym té-

vvvvv

zarazeni do kontextu vyvoje svétové matematiky.

Grupa? se nazjva usporddand, pokud je linedrné usporadana a relaci uspo-

1V Archivu AV CR (fond V. Kofinek, karton 46) je dochovana jejich korespondence tj-
kajici se této problematiky z let 1943 az 1944. Jeji prehled je uveden v oddilu 1.7.4.

2Nebude-li uvedeno jinak, budeme grupu v dalsim textu zapisovat multiplikativné. Jed-
notka (jednotkovy prvek) bude znacena e.
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76 TEORIE GRUP

rfadani je mozno nasobit zleva i zprava. Obdobné grupa, ktera je usporadéana
trojclennou (terndrni) relaci cyklického uspofadani (viz déle), se nazyva cyk-
licky usporddand, jestlize 1ze relaci cyklického usporadani nasobit zleva i zprava.
Uspotadané grupy jsou v jistém smyslu zvlastnim pripadem grup cyklicky uspo-
fadanych (viz dale).

Ukézalo se, ze je-li grupa uspotradanou ¢i cyklicky usporddanou grupou, je
tim jiz do zna¢né miry urCena jeji algebraicka struktura. Hlavnim tkolem tii
Riegrovych praci bylo zkoumat vliv téchto usporadani (obecnych i specidlnich)
na strukturu grupy. Prvni publikace [R1] je vénovana vyhradné uspofadanym
grupam, druhd [R2] na ni navazuje zavedenim grup cyklicky uspofadanych,
v préci [R3] jsou oba typy grup studovény s vyuzitim topologickych prostiedkii.
Kazd4 ¢ast je rozdélena do tii podéésti (§ 1 az § 9).

2.1.1 O usporadanych a cyklicky usporadanych grupach,
I [R1] (1947)

Definice: Necht je grupa G linearné uspotadana relaci <. Jestlize
Ve G)(Mye G)VzeG)(x <y = (2x < zy et xz < yz)),

potom G nazyvame usporddanou grupou.

Snadno nahlédneme, Ze usporadani na grupé G lze definovat pomoci tzv.
pologrupy P pozitivnich prvki. Necht je ddna podmnozina P C G, pro kterou
plati:

1. (Vz € P)(Vy € P)(zy € P),

2. (Vo € P)(Vz € G)(zzz"1 € P),

3. VzeP)((zx#cetx g P) = x~1eP).

Potom je uspofadani grupy G definovano predpisem

r<y o yr teP & alyeP

V pripadé aditivni grupy realnych ¢isel je pologrupou P pozitivnich prvka
pologrupa vsech kladnych redlnych ¢isel. Uvazujeme-li usporadani na multipli-
kativni grupé kladnych realnych cisel, pak P je mnozina realnych ¢isel vétsich
nez jedna.

Témér veskera tvrzeni tykajici se uspordadanych grup L.S. Rieger dokazuje
pres pozitivni prvky, pojem pozitivniho prvku je zédkladnim a pfirozenym néa-
strojem pro praci s usporadanymi grupami. Dikazy byvaji ¢asto zaloZzeny na
zkoumaéni vlastnosti pologrupy vsech pozitivnich prvki.

3Relace < ma tedy tyto vlastnosti:

1. (Vz € G)(non(z < x)),

2. (Ve e G)(Vy € G)((z #y et non(z < y)) = y < x),

3. Vre@)(Vye@)VzeG)((z<yety<z) = x<z).
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§ 1: Zakladni vlastnosti usporadangych grup

Nejjednodussim pfipadem usporadanych grup jsou tzv. archimedovsky uspora-
dané grupy. Jejich algebraické struktura je predepsana nasledovné:

Definice: Usporadana grupa G se nazyva archimedovsky uspotddand, po-
kud ke kazdym dvéma pozitivnim prvkim z,y € G existuje pfirozené ¢islo n,
pro které 2" >y > e.

Piikladem archimedovsky uspofddané grupy je napi. aditivni grupa real-
nych Cisel s prirozenym usporadanim.

L.S. Rieger podava na pocatku své prace dukaz véty, ze kaZdd archimedovsky
usporddand grupa je komutationi a u-izomorfni* s vhodnou podgrupou aditivni
grupy redlnych cisel.

Prvni ¢ast véty (kterd se tyka komutativity) byla dokézana jiz v roce 1901
0. Holderem® [H6101], pozdéji téz R. Baerem® [Bae29] a H. Cartanem” [Car39)].
Zadny z téchto dikazii véak L.S. Riegrovi nebyl znam. Druh4 ¢ast véty je nej-
jednodussim pripadem Hahnovy fundamentalni véty o usporadanych komuta-
tivnich grupédch ([Hah07], viz dale).

Pro uspotradané grupy, jez nejsou usporadany archimedovsky, je situace da-
leko slozitéjsi. Do pocatku ctyrficatych let dvacatého stoleti vSak byl systema-
ticky studovan pouze pfipad komutativnich grup, a to pravé H. Hahnem. Proto
se L.S. Rieger zacal zabyvat obecnymi usporddanymi grupami. V nasledujici
Casti uvidime, jak zminovanou Hahnovu vétu zaradil do teorie obecnych uspo-
tfadanych grup.

Jednim z nejvyznamnéjsich vysledk Riegrovy prace [R1] je nalezeni nut-
nych a postacujicich podminek pro to, aby grupu bylo mozné usporadat. K jeho
dikazu L.S. Rieger pouzil vySe zminovanou vétu o archimedovsky usporada-
nych grupach. Vysledek je uveden ve dvou vétach. JelikoZz jsou jejich tvrzeni
pomérné komplikovand a neni zapotfebi je zde uvadét v iplném znéni, budeme
je prezentovat (po potfebnych definicich) pouze ve zkricené podobé.

Definice: Necht G je uspofddand grupa. Absolutni hodnotou |x| prvku
x € G, x # e, rozumime pozitivn{ z prvkd x, 2!, Dale klademe |e| = e.

Necht z,y € G,z # e,y # e. Rikdme, Ze prvek x ma stejnou velikost jako
prvek y, a piSeme Vel(x) =Vel(y), jestlize existuji pfirozend éisla m,n, pro
kterd |z| < |y| |y| < |z|™. Rikdme, ze x ma vétsi velikost nez y, a piSeme
Vel(z) > Vel(y), jestlize |z| > |y|™ pro kazdé pfirozené n.

4Rikdme, 7ze dvé uspofddané grupy (G, <) a (H,<') jsou u-izomorfni, jestlize existuje
grupovy izomorfismus f : G — H takovy, ze (Vz € G)(Vy € G)(z < y & f(z) <’ f(y)).
L.S. Rieger pouziva termin izomorfni a podobné (co do usporddani).

50tto Holder (1859-1937), némecky matematik, vénoval se zejména konvergenci Fourie-
rovych fad, v roce 1884 objevil tzv. Holderovu nerovnost. Zabyval se téz teorii grup.

6Reinhold Baer (1902-1979), némecky matematik, vénoval se predeviim teorii grup a
geometrii.

"Henri Cartan (1904-7?), francouzsky matematik, pracoval zejména v algebraické topolo-
gii a v teorii Lieovych algeber; byl zaklddajicim a aktivnim ¢lenem skupiny Bourbaki, viz
poznamka 43.
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Relace Vel(z) =Vel(y) je ekvivalence na mnoziné vech prvki grupy G riz-
nych od jednotky. T¥idy této ekvivalence® tvori (linearné) uspofddanou mno-
zinu M (G), coz je tzv. systém velikosti grupy G, ktery je ke kazdé uspofadané
grupé dan jednozna¢né.”

Véta A: Necht G je uspofddand grupa a M (G) jeji systém velikosti. Potom
je v G jednoznacné urcen systém podgrup

. CGeCcGeC---CG, e M(G)
tak, Ze:
1. ke kazdému £ € M(G) patii jedna dvojice podgrup G’g C Gg,
2. pro kazda £,n € M(G) je
...gégcggg...géncc}ng...
pravé tehdy, kdyz € < n,
3. plati jisté vlastnosti V1, V2, V3.

Véta B: Necht v grupé G existuje systém podgrup
{fe}C---CGecCcGeC---CGCGyC...,

ktery spliiuje vlastnosti V1, V2, V3 z Véty A. Potom je uspotadani grupy G
urceno tak, ze systém podgrup {G’g7 G} je pravé systém z Véty A a usporada-
nou mnozinu indexdt M = (...,&,...,n,...) lze povazovat za systém velikosti
tohoto usporadani.

Podgrupy z Véty A a Véty B jsou definovany takto:
Ge={x e G: Vel(x) <&} U{e},
Ge={x € G: Vel(z) < £} U{e}.

Nazyvaji se zdkladni velikostni podgrupy.

Aby bylo mozno tvofit libovolné pruaniky a soucty podgrup G¢ a Gg, provede
se jisté rozsifeni systému {G’g, Ge¢} o dalsi potfebné podgrupy. Takto vznikly
systém S(G) se nazyva uplny systém velikostnich podgrup. Jeho prvky jsou
oznacovany jako (obecné) velikostni podgrupy!®.

Stejné problematice se pozdéji vénovali E.P. Simbireva [Sim47]'!, K. Twa-
sawa (1917-1998) [Iwa48], A.I. Mal’cev (1909-1967) [Mal’49] a V.D. Podderju-
gin [Pod57]. L. Fuchs (nar. 1924) ve své knize Partially Ordered Algebraic Sys-
tems [Fuch63]'? na str. 51 udava Riegriv vysledek véetné diikazu v pozménéné

8Tyto tiidy jsou téz znadmy pod ndzvem Archimedovy tiidy.

9Uvédomme si, Ze je-li G archimedovsky uspoiddanou grupou, pak M (G) obsahuje préavé
jednu velikost.

10Tyto podgrupy jsou plné charakterizovany vlastnosti (x € S et Vel(y) <Vel(x)) =y € S.

1V této praci je podana postacujici podminka, aby se grupa dala uspofadat; z ni napt.
plyne, ze kazdou volnou grupu lze usporadat.

12 Jedn4 o stéZejni a viibec prvni monografii o uspofadanych algebraickych strukturach.
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podobé. Podle naseho nazoru je vSak priithlednéjsi pivodni Riegrovo znéni.
V souvislosti s touto vétou L.S. Riegra cituji i V.M. Kopytov a N.Ya. Medveé-
dév v monografii The theory of lattice-ordered groups [KM94] a G.P. Graham
[Gra68].13

Jako disledek obecnéjsi vety, kterd je téz v této ¢asti Riegrovy prace doka-
zana, plati nasledujici:

Je-li velikostni podgrupa N € S(G) normdini podgrupou'* uspovddané gru-
py G, potom faktorovd grupa G/N je téZ usporddanou grupou s uspofdddnim
danym predpisem

tN < yN & (Vz € N)(yz~' > 2).

V prvnim paragrafu je uvedeno nékolik nutnych podminek pro to, aby ve-
likostni podgrupa byla normélni podgrupou usporadané grupy. V nasledujicim
uvadime nékteré konkrétni disledky obecnéjsich vét, které L.S. Rieger v prvnim
paragrafu své prace dokazal.

o Jestlize je systém velikosti M (G) konecny, pak kazdd podgrupa systému
S(G) je normalni v G.

e Je-li M(G) dobie uspofadanad mnozinal®, pak kazd4 podgrupa systému
S(G) je normalni v G.

o Jestlize c # e je prvek z central® grupy G a Vel(c) = ¢, potom podgrupy
Ge¢, G¢ jsou normélni v G.

L.S. Rieger zde téz ukazuje, jak vypadaji tfi zndmé véty o izomomorfismu
pro piipad uspotradanych grup.

Poznamka: V recenzi préce [R1] otisténé v ¢asopise Mathematical Reviews
upozornuje G. Birkhoff, ze L.S. Rieger zfejmé necetl jeho praci Lattice ordered
groups [Bir42].17 Tvrdi, Ze Riegrovy velikostni podgrupy jsou identické jim za-
vedenym [-idedliim ve svazové uspofadanych grupach'®. L.S. Rieger tak znovu
objevil velikostni podgrupy a dokazoval pro né jisté vlastnosti, které jiz bylyv
obecnéjsi formé dokdzané v [Bird2].

Podotknéme, Ze obecnéjsi svazové usporddané grupy zahrnuji (linedrné)
uspotfaddané grupy (kazda usporddand grupa je téz svazové uspofadana).

Birkhofftuv [-ideél je definovan jako normalni podgrupa s vlastnosti

(V1) (z€Netly <|z])=y€N, kde |z| =2Vt

13Dopliime, #e v dnesni dobé se o uspoiadatelnosti grupy zpravidla udava véta z prace
[Ohn52] M. Ohniského (viz napf. [Gla99]).

4Pfipomenime, 7e podgrupa N grupy G se nazyva normdlni, jestlize (Vx € N)(Vz € G)
(zycz*1 € N), neboli s kazdym prvkem obsahuje N vSechny prvky konjugované.

15Usporadana mnozina se nazyva dobie usporddand, jestlize kazda jeji neprazdna podmno-
zina obsahuje nejmensi prvek.

16 Centrum Cg grupy G je definovano takto: Cg := {c € G : (Vz € G)(cz = zc)}.

L7Ptestoze jeden jeji vysledek L.S. Rieger cituje v [R2], str. 33.

18 Svazové usporddanou grupou je nazyvana Casteéné uspofadana grupa, ktera je — jako
Gasteéné uspofddand mnozina — zaroven svazem (viz ¢ast 3.1.1).
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Velikostni podgrupy (jez obecné nemusi byt normalnimi podgrupami) jsou
charakterizovany vlastnosti

(V2) (xeSetVel(y) < Vel(z)) =y € S.

Vlastnosti (V1) a (V2) jsou vSak (pro uspofadané grupy) ekvivalentni, proto
normélni velikostni podgrupy jsou specidlnim pfipadem I-ideali. G. Birkhoff
v [Bir42] dochézi napt. k analogickému vysledku jako L.S. Rieger, ze faktorova
grupa svazové usporadané grupy podle l-idedlu je opét svazové usporadana.

§ 2: Lexikograficky soucin, komutativni pripad

Pojem lexikografického soucinu je bézné znam pro pfipad nasobeni ordinalnich
typu a cisel. Zde je zaveden i do oblasti usporadanych grup.

Lezikograficky sou¢in'® (Sje.) ¢enr(Me) usporddanych grup Me pres linedrné
usporadanou indexovou mnozinu M je urcitd podgrupa kartézského soucinu

(Skart)geM(Mf) grup Mf’

kterda mé jisté vlastnosti. Diky nim lze jednoduse zvolit jeji usporaddani tak, ze
se stane usporadanou grupou. Obecny kartézsky soucin uspofadanych grup je
pouze astecné usporadanou grupou?’.

Piikladem lexikografického souéinu je kartézsky soucin G = IL;¢ 1 G; pres (li-
nearné uspotradanou) koneénou mnozinu I uspotddanych grup G;. Usporadani
na vysledné grupé G je dano takto:

g < h pravé tehdy, kdyz g; < h;, kde j je nejmensi ¢ € I, pro které g; # h;.

Obecné plati nasledujici vztah mezi lexikografickym a direktnim soudi-
nem?!:

Véta: Lexikograficky soucin usporadanych grup je direktnim soudinem pra-
vé tehdy, kdyz uspofadani indexové mnoziny je dobré.

Lexikograficky soucin je jednim z tstfednich pojmu teorie usporadanych
grup. Jednim ze zékladnich (za obecnych podminek vSak znaéné naroc¢nych)
kol této teorie je vnofit danou usporadanou grupu pri zachovani jejiho sys-
tému velikosti do lexikografického souc¢inu usporadanych grup jiz lexikograficky
nerozlozitelnych. Tato tloha je plné vyfesena pro pfipad usporadanych komu-
tativnich grup, a to jiz zminovanou Hahnovou fundamentalni vétou:

Véta: Kazdd komutativni usporfddana grupa G o systému velikosti M(G)
je u-izomorfni s vhodnou podgrupou lexikografického soucinu

(Stex)eenr(a)(Be) aditivnich grup redlnych isel Re = R.

Vidime tedy, Ze lexikografické souciny aditivnich grup realnych ¢isel jsou ja-
kymisi univerzalnimi usporddanymi komutativnimi grupami. L.S. Rieger dale

9Poprvé byl lexikograficky souéin pouzit v roce 1907 H. Hahnem v praci [Hah07].

20Relace ¢asteéného uspofadani nezarucuje, Ze vechny prvky jsou navzajem porovnatelné.

21 Direktni soucin grup je takovy kartézsky souéin grup, ze kazdy prvek tohoto soudinu (tj.
posloupnost jejich prvki) mé pouze koneény pocet nejednotkovych slozek.
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dokazal nutnou a postacujici podminku pro to, aby usporadané grupa byla ko-
mutativni. Tak je ukazana souvislost mezi obecnymi a komutativnimi grupami,
ktera zatazuje Hahnovu vétu do obecné teorie usporadanych grup.

§ 3: Diskrétné usporadané grupy

Definice: Diskrétné usporddand grupa G je takovd usporddand grupa, v niz
existuji prvky g, ¢’ takové, ze g < ¢’, ale pro zaddné h € G neni g < h < ¢'.
(Odtud plyne, ze pro kazdy prvek a € G existuje o’ € G tak, ze a < a/, ale pro
7adné b € G neni a < b < d'.)

Diskrétné uspotradand grupa H se nazyva naprosto diskrétné uspordidand,
jestlize kazd4 faktorovd grupa H/N, kde N € S(H) je normélni velikostni
podgrupa v H, je diskrétné usporadana.

Snadno lze ukazat, ze diskrétné usporadané grupy jsou pravé ty, u nichz
existuje nejmensi pozitivni prvek. Prikladem naprosto diskrétné usporadané
grupy je lexikograficky soucin pfes dobfe uspofddanou mnozinu (a tedy direktni
soucin) nekone¢nych cyklickych grup (cykld).

L.S. Rieger v praci [R1] dokdzal, Ze struktura kazdé naprosto diskrétné
usporadané grupy je dana lexikograficky usporadanym direktnim soucinem ne-
kone¢nych cykli. Podobné dokéazal, Ze za ponékud slabsich predpokladd na
diskrétnost 1ze kazdy prvek grupy rozlozit na koneény soucin mocnin urcitych
prvki, jenz je v jistém smyslu jednoznac¢ny a komutativni az na ,urcity zbytek

malé velikosti“.?2

2.1.2 O usporadanych a cyklicky usporadanych grupach,
IT [R2] (1948)

V préci [R2] jsou studovany grupy, v nichZ je ddna misto dvojclenné relace
linearniho usporadani trojclenna relace cyklického usporadani. Jak uvidime
pozdéji, cyklické usporadani ma k linedrnimu uspotfadani blizky vztah. Tato
trojélenné relace byla v Ceskoslovensku zavedena E. Cechem v knize Bodové
mnoziny [Cech36].2® L.S. Rieger byl prvni, kdo se zacal intenzivnéji zabyvat
teorii cyklicky usporadanych grup a kdo zde ziskal fundamentalni vysledky.
Podle vynikajictho slovenského matematika Jana Jakubika (nar. 1923)%%, se

22Na zavér jesté dopliime, Ze ¢lanek [R1] idajné vysel téz ve francouzském piekladu (podle
Véry Machackové-Riegerové). Tuto verzi se vSak nepodafilo dohledat.

23Ve své pozdéjsi knize Topologické prostory [Cechb9] zavadi téz tzv. cyklické prostory jako
souvislé prostory s cyklickym uspofaddanim (splitujicim jisté vlastnosti).

24Viz Cernak, S. a Kolibiar, M., Zivotné jubileum akademika Jdna Jakubika, Math. Slovaca
33 (1983), 321-326; Kolibiar, M., K Zvotnému jubileu akademika Jakubika, CPM 108 (1983),
425-431; Kolibiar, M., Professor Jan Jakubik sexagenarian, CMJ 33(108) (1983), 657-664;
Csontéova, M., Cernak, S. a Plos¢ica, M., Seventy years of Professor Jdn Jakubik, Math.
Slovaca 44 (1994), 483-487; Plos¢ica, M., The 70th birthday of Professor Jan Jakubik, Tatra
Mt. Math. Publ. 5 (1995), 5-12; Cerndk, S., Eighty years of Professor Jdn Jakubik, Math.
Slovaca 53(5) (2003), 543-550; Dvurecenskij, A., In honour of Prof. Jdn Jakubtk on the
occasion of his 80th birthday, Soft Comput. 7 (2003), 439.
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L.S. Rieger diky pracim [R1], [R2] a [R3] stal zakladatelem teorie cyklicky
usporadanych grup.2’

8§ 4: Cyklicky usporadané grupy

Definice: Necht P je alespon tiiprvkova mnozina, na niz je dédna trojclennd
relace < z,y,z < pro x,y,z € P,x # y,x # z,y # z. Tato relace se nazyva
relace cyklického usporadant, jestlize spliuje nasledujici vlastnosti:

1. <z,9,2<=><y,2,T <,

2. nastava vzdy pravé jedna z moznosti

<my,z< a <y,rz<,
3. (Kzyy,z< et <z,z,v<) = <zy,v< (atéz <y,zv<).

Definice: Necht G je grupa, jejiz prvky tvori cyklicky uspofddanou mnozinu
v relaci < - - - <. Jestlize pro libovolné zvolené prvky z,y,z € G,z # y, © # z,
y # z,av € G plati

<zy,z <= (Kvz,vy,vz < et < av,yv,zv <),

pak fikame, ze G je cyklicky usporddand grupa.

Prikladem cyklicky usporadané grupy je multiplikativni grupa komplexnich
¢isel s absolutni hodnotou rovnou jedné. Cyklické usporadani je tu geometricky
nazorné a znamend, ze tfemi prvky v poradi cyklické relace prochazime pri
obéhu po jednotkové kruznici v kladném (¢i zdporném) smyslu.

Usporadané grupy jsou v jistém smyslu specidlnim pfipadem grup cyklicky
usporadanych. Snadno se totiz lze presvédcit, ze z kazdé usporadané grupy G
je mozno utvorit cyklicky uspofadanou grupu G. Staci pro z,y,z € G, © # y,
T # z,y # z, polozit < x,y,z <, kdyz bud < y < z, nebo y < z < x, nebo
z < x < y. Takové cyklické uspoiradani se nazyva nevlastni cyklické uspordddni.

Pro lepsi predstavu nyni uvazujme Gaussovu rovinu. Pii ,stoceni“ redlné
primky do jednotkové kruznice se stfedem v pocatku je pravé popsané cyklické
usporadani multiplikativni grupy komplexnich ¢isel s absolutni hodnotou rov-
nou jedné nevlastnim cyklickym usporadanim prirozeného uspotradani aditivni
grupy realnych cisel.

Vyse uvedeny vztah mezi linearnim a cyklickym usporddanim mnoziny zo-
becnil E. Cech v jiz zmifiované knize Bodové mnoziny [Cech36]. Pomoci Ce-
chova vysledku L.S. Rieger dokazal nasledujici tvrzeni:

257, Jakubik byl hlavnim Riegrovym pokracovatelem v teorii cyklicky uspoiadanych grup
a autorka této prace mu vdéci za fadu odkazli na dalsi matematiky, ktefi v dané oblasti na
Riegra navazovali.
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Véta: Obsahuje-li usporddana grupa G takovy prvek z € G,z > e, nejvétsi
své velikosti, ze jim vytvoreny cykl (z) je normélni podgrupou v G,%¢ potom fak-
torova grupa G/(z) (je-li alespon t¥iprvkova) je cyklicky uspofddanou grupou
a jeji cyklické usporadani je dano jednoznacné.

Dokazal téZ nutné a postacujici podminky stanovujici, kdy je dané cyklické
uspofadani (zaroven téz usporddané) grupy G, resp. grupy G/(z) (z predchozi
véty) nevlastni. Dalsim vysledkem je tvrzeni, ze kazd4 kone¢nd cyklicky uspo-
fadana grupa tvori konecny cykl.

Nakonec je podana ,,obracena” véta, jez pravi, ze kazda cyklicky usporadana
grupa muze byt povazovéana za faktorovou grupu jisté usporddané grupy (urcené
a7 na izomorfismus jednoznacné) podle cyklu né&jakého prvku z centra (této
uspofadané grupy):

Véta: Necht F je cyklicky usporddand grupa. Pak existuje a je aZ na u-
-izomorfismus jednoznac¢né uréena usporadand grupa G a v ni normalni cyklicka
podgrupa (z) # (e) takova, ze G/(z) je izomorni s F' a podobné cyklicky
usporadand.?”

K diikazu této véty L.S. Rieger pouzil Schreierovu®® teorii rozsiteni grup (viz
[Zas37]). Na jeho vysledky pozdéji navézal S. Swierczkowski v praci [Swi59a],
v niz dokdzal vyznamnou vétu o reprezentaci cyklicky uspofadanych grup (viz
déle). Jak jiz bylo feceno, Ladislav Svante Rieger byl prvni, kdo dosahl v této
oblasti matematiky zdsadnich vysledki (jednim z nich je vySe uvedend véta).
L. Fuchs v knize [Fuch63] vénoval celou jednu ¢4st cyklicky uspofadanym gru-
pam; v ni se odkazuje pouze na L.S. Riegra.

§ 5: Usporadané grupy s koneéngm pocétem velikosti

Paty paragraf je vénovan hlub$imu studiu uspofddanych grup, které maji n
velikosti. Pfipad n = 1 odpovidé archimedovsky uspofddanym grupam, a je
tedy vyfeSen na zacCatku prace.

Piipad n = 2 je v praci podrobné probran. Opét je zde pouzita Schreierova
teorie rozsifeni?”, vysledkem je jeji modifikace pro uspotradané grupy.

L.S. Rieger dokézal, ze kaZdd usporddand grupa o dvou velikostech je (aZ na
u-izomorfismus) dana jako jisté usporddané rozsireni G podgrupy Gy aditivni
grupy redlngch &isel, Ze G/G1 je u-izomorfni s uréitou podgrupou multiplika-
tivnid grupy kladnych redlngch c¢isel. Dané rozsifeni je v praci explicitné popsano.

Jako disledek je odvozeno tvrzeni pro pfipad obecného kone¢ného poctu n
velikosti uspofadané grupy. Jelikoz explicitni tvar takové grupy je velice kom-
plikovany a neptehledny, L.S. Rieger jej udava pouze rekurentné. Jak sam pise,
spokojil se jen s urcenim ,povSechné formy“ takové usporadané grupy.

26pPak musi prvek z lezet v centru grupy G.

27 Jedna se o obdobu u-izomorfismu pro cyklické usporadani.

280tto Schreier (1901-1929).

29Schreierova teorie rozsiteni fesi nasledujici tlohu: Jsou dény grupy F a N. Je tieba
charakterizovat vSechny nadgrupy G O N takové, ze N je normélni v G a G/N je izomorfni
s F.
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Obecnym zavérem této problematiky je, ze kaZdd uspordadand grupa s konec-
nym poctem velikosti miZe byt reprezentovana uréitou (uspotfddanou) grupou
n-tic redlnych cisel.

Z tohoto vysledku vyplyva nasledujici priklad:

Uspotradanou grupu G,, s n velikostmi (nekomutativni, o niz se hlavné za-
jimame) muzeme ziskat jako direktni soucin uspotrddanych grup G,,,...,Gy,,
Zle n; = n (kde alesponl jeden z faktorti je nekomutativni grupa). Uspofa-
dani tohoto soudinu je dano lexikograficky (tj. jako u lexikografického souc¢inu
uspofddanych grup).3°

§ 6: Usporadané grupy, v nichZ velikostni grupy nejsou normalni

Na zavér prace [R2] vyvratil L.S. Rieger domnénku, Ze v kazdé grupé musi byt
alespoil nékteré (netrividlni) velikostni podgrupy normélnimi podgrupami.

Véta: Necht By, Bs,... je posloupnost uspofddanych grup. Potom je jed-
nozna¢né urcena usporadana grupa G téchto vlastnosti:

1. zadné velikostni podgrupa neni normalni v G,

2. G obsahuje grupy Bj, Bs, ... jako podgrupy.

2.1.3 O usporadanych a cyklicky usporadanych grupach,
IIT [R3] (1948)

Usporadané grupy patfi mezi nejzndméjsi topologické grupy. Pri¢emz topologic-
kou grupou je grupa, jez je opatiena takovou topologii, Ze ndsobeni a prifazeni
inverzniho prvku jsou spojita zobrazeni.?! V ramci teorie topologick§ch grup
jsou uspofadané grupy zmitiovany jiz v praci R. Baera [Bae29] ¢i H. Cartana
[Car39]. L.S. Rieger pouziva ve své dobé prevazné uznavané pojeti topologické
grupy, jez zavedl napf. L.S. Pontrjagin (1908-1988) (viz [Pon38]).

Cilem prace [R3] bylo charakterizovat co nejvice z algebraické struktury
usporadané, resp. cyklicky usporadané grupy, tentokrat pomoci jeji tzv. pfiro-
zené topologie (viz déle)32. Je zde vyuzito vysledkii z predchozich praci [R1]
a [R2], ¢astecné pak z obecné teorie topologickych grup. L.S. Rieger pozna-
menava, ze pro topologizaci usporadanych grup neni vhodny klasicky pojem
topologického prostoru, jak jej zavedl F. Hausdorff (1868-1942). Proto tedy ne-
bylo mozno pfevzit vysledky té obecné teorie topologickych grup, ktera vychazi
z Hausdorffovy axiomatiky.

30pyikladem reprezentace grupy Ge miize byt vhodna podgrupa grupy afinnich transfor-
maci (realné) piimky (tj. grupy substituci tvaru ' = a + bz). Grupa G2 by v tomto pfipadé
byla mnozinou {(a,b) : b > 0}, pro kterou (a1,b1)(az,b2) = (a1 + biaz,bib2). Grupu G,
bychom ziskali vhodnym rozsifenim grupy Ga.

31Jak uvadi L.S. Rieger, pod pojmem topologicka grupa si mtizeme téz pfedstavit grupu,
v niz je definovana konvergence posloupnosti s vlastnosti, ze limita souc¢ini je rovna soucinu
limit (pokud tyto limity existuji).

32Termin pfirozend topologie zavedl u nas pro usporddané mnoziny E. Cech v praci Topo-
logické prostory [Cech3T)].
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Viceméné vSechny nové pouzivané pojmy jsou v nasledujicich pasazich de-
finovany. Pfipomenme, ze zakladni terminologii topologickych prostorti ¢tenar
nalezne v oddilu 3.1.2. Zafazeni téchto matematickych zakladi bylo voleno tak,
aby nebyla porusena kontinuita vykladu tykajiciho se Riegrovych praci.

§ 7: Prirozena topologisace usporadané a cyklicky usporadané grupy

Definice:?? Grupa G se nazyva topologickd grupa, je-li dan tzv. iplny systéem
¥ okoli jednotky e € G, tj. systém ¥ podmnozin3* grupy G, pro néz plati:

1. prinik vSech okoli systému > obsahuje pouze jednotku e,

2. prunik kterychkoliv dvou okoli jednotky ze systému 3 obsahuje opét né-
jaké okoli ze systému X,

3. ke kazdému okoli A € ¥ existuje okoli B € X tak, ze

BB~ ' C A,

4. ke kazdému okoli A € ¥ a k libovolnému prvku g € A existuje okoli
C € X tak, ze
Cg C A,

5. ke kazdému okoli A € ¥ a k libovolnému prvku g € G existuje okoli
D € X tak, ze
gDg™' C A

Nyni pro uplnost uvedeme zndmé pojmy z teorie topologickych prostori,
jak jsou definovany pro topologické grupy:

Mnozina H C G se nazyva otevrend, jestlize je mnozinovym sjednocenim
vhodnych, tzv. otevienych okoli prvka x € H, coz jsou mnoziny tvaru Ax,
kde A je okoli jednotky. Mnozina I C G se nazyva uzaviend, je-li dopliikem
mnoziny oteviené v G.

Definice: Necht G je topologickd grupa s uplnym systémem Y. okoli jed-
notky a H jeji podgrupa. Pak systém ¥y prunika A N H, A € ¥, se nazyva
tplny systém relativnich okoli jednotky podgrupy H. Rikdme téz, Ze topologicka
podgrupa H je vnofena do topologické nadgrupy G.

Véta: Necht G je uspofddand grupa. Polozme za tzv. prirozeny systém X
okoli jednotky vSechny mnoziny tvaru

A, ={reG:a'<z<a}, kdee<acG.

Potom G je topologickou grupou.

33Viz [Pon38].
341,.S. Rieger pro podmnoziny pouziva termin komplexy.
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//////

tana. L.S. Rieger ji zde dokazuje pro Pontrjaginovu definici topologické grupy.
Daéle v tomto paragrafu dokazuje mj. nasledujici dvé véty:

Véta: Necht G je usporddand grupa a S(G) jeji tplny systém velikostnich
podgrup. Potom velikostni podgrupy S € S(G) jsou topologickymi grupami
v G. Topologie dana v nich tim, Ze jsou to uspofddané grupy (jako podgrupy
uspofddané grupy), je totoZné s topologii danou jejich vnofenim do topologické
grupy G.

Véta: Necht G je cyklicky uspofadand grupa. Potom v8echny mnoziny tvaru
Ao={zecG:<atz,a<}, kdeacGa <aleax<,
tvori Uplny systém okoli jednotky a tvori tzv. prirozenou topologii cyklicky
usporddané grupy.
§ 8: Uplné usporidané grupy

Definice: Topologicka grupa se nazyva uplind, jestlize je uzavienou podgrupou
v kazdé topologické grupé, do niz je vnofena.

Uplngm obalem topologické grupy G se nazjva topologickd grupa G, pro
kterou plati:

1. G je vnofena do grupy G,

2. G je uplna grupa,

3. do kazdé tplné grupy, do niZ je vnofena grupa G, lze vnofit téz G.

Definice: Necht G je uspofddand grupa, kterd neni diskrétni. Fundamen-
talni posloupnosti v G nazveme takovou posloupnost (g,)%_; prvkit z G (kde

k je nekone¢né ordinalni ¢islo dané urcitym zptsobem), pro kterou plati Cau-
chyova podminka

(Mu € G)(u > e = (Fay)|an < k et (Vaq)(Vas)([ar > ay et ag > o] =

= [9o19an | < 0)]).5°

Specialnim pripadem fundamentalni posloupnosti je jednotkovd fundamen-
talni posloupnost. Jeji pfesna definice je dosti komplikovana, proto ji zde uvadét
nebudeme a ¢tenare odkdzeme na [R3], str. 14.

Definice: Necht G je uspofddand grupa. Rikdme, Ze posloupnost (gq)%_,

prvki z G konverguje k prvku g € G a piSeme

lim Ga = 9,

a—kK

jestlize posloupnost (gog~1)%_; je jednotkova.

35Pokud bychom jako specidlni piipad uvazovali posloupnost prvki aditivni grupy realnych
¢isel indexovanou pfirozenymi ¢isly, ziskdme znamou definici cauchyovské posloupnosti.



2.1 USPORADANE A CYKLICKY USPORADANE GRUPY 87

V osmém paragrafu je podana konstrukce tplného obalu G uspotfadané
grupy G, a to prostfednictvim fundamentalnich posloupnosti. Jedna se o ana-
logické tvahy jako u Cantorovy metody fundamentélnich (cauchyovskych) po-
sloupnosti, kterd slouzi ke konstrukei redlnych ¢isel (neboli ke konstrukei tpl-
ného obalu uspoiadané aditivni grupy racionalnich é&isel).26

Konkrétné L.S. Rieger dokazuje nasledujici tvrzeni:

Je-li G diskrétni grupa, pak G = G.V opaéném piipadé je G = F/J, kde F
je mnozina vSech fundamentélnich posloupnosti z G, kterd je (spolu s nasobe-
nim posloupnosti) grupou, a J je mnozina vSech jednotkovych fundamentalnich
posloupnosti, ktera je normélni podgrupou v G. V G ma limitu nejen kazda
fundamentalni posloupnost prvka z G, ale i kazda fundamentalni posloupnost
prvki z G.

§ 9: Souwvislost, lokalni kompaktnost a kompaktnost

V tplném zavéru Riegrovy prace [R3] jsou uvedeny nékteré algebraické vy-
sledky pro uspotfaddané a cyklicky usporadané grupy, které jsou odvozeny z je-
jich pfirozené topologie. L.S. Rieger zde studuje pojmy zavedené v nasledujicich
definicich:

Definice: Topologicka grupa se nazyva totdlné nesouvisld, jestlize existuje
aplny systém okoli jednotky sestavajici z mnozin soucasné otevienych i uzavie-
nych.

Definice: Topologickd grupa se nazyva kompakini, jestlize je jako topolo-
gicky prostor kompaktni.3”

Topologicka grupa G se nazyva lokdalné kompaktni, jestlize existuje néjaké
okoli jednotky, jehoz uzavér je — jako podprostor prostoru G — kompaktni pro-
stor.

L.S. Rieger podava nutnou a postacujici podminku pro to, aby usporadana
grupa byla totalné nesouvislé, resp. lokalné kompaktni.?® Z jeho vysledki napi.
plyne, Ze neexistuji netrividlni (tj. nediskrétni) uspofadané, totalné nesouvislé
a lokalné kompaktni grupy. Pfitom je znamo, ze existuji dokonce kompaktni,
totalné nesouvislé, netrivialni (tj. nekoneéné) usporadané topologické prostory
(napf. Cantorovo diskontinuum).

Nejvyznamnéjsim vysledkem prace [R3] je nésledujici véta:

Véta: Necht G je nekoneéné cyklicky usporddand grupa. Potom G je kom-
paktni grupa pravé tehdy, kdyz je izomorfni a podobné cyklicky usporadana
s multiplikativni grupou komplexnich ¢isel s absolutni hodnotou rovnou jedné.

361,.S. Rieger té7 uvadi, e tato metoda neni vhodna pro obecny piipad topologické grupy.
Dany postup je mozno prenést na cyklicky usporadané grupy.

37Topologicky prostor P je kompaktni, jestlize z kazdého systému otevienych mnozin, ktery
pokryva P (tj. jejichz sjednocenim je P), lze vybrat koneény podsystém, ktery rovnéz pokryva
pP.

38Poznamenava, ze v pipadé cyklicky uspofadanych grup se v této problematice nedosa-
huje zajimavych vysledki.
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2.1.4 Navazujici prace a citace v monografiich

V roce 1956 se Riegrovymi vysledky inspiroval F.A. Behrend a v praci [Beh56]
je pouzil k charakterizaci tzv. netplnych systémt.

V teorii cyklicky uspofadanych grup navazal na L.S. Riegra na konci pa-
desatych let jiz zminovany S. Swierczkowski. V této souvislosti Jan Jakubik
vzpomina:

V pétdesiatych rokoch minulého storocia som bol na Studijnej ceste v Polsku,
kde som predndsal o problematike usporiadangch mmnozin. Polsky matematik
S. Swierczkowski sa ma pytal, ¢i viem nieco o cyklicky usporiadanych grupdch.
Howoril, Ze on v tomto smere zacal pracovat. Bol velmi poteseny, ked som mu
poskytol podrobné udaje o clankoch L. Riegra.

Swierczkowski v praci [Swib9a] pomoci Riegrovych vysledki dokazal, ze
pro cyklicky usporadanou grupu G existuje usporadana grupa H takova, ze
G C K x H, kde K je cyklicky usporadana grupa komplexnich ¢isel s absolutni
hodnotou rovnou jedné. Direktni souc¢in K x H je cyklicky usporadana grupa,
kterd ma na podmnoziné prvka z G cyklické usporddani rovné puvodnimu
cyklickému uspofadani grupy G. Cyklickému uspotradani vénoval Swierczkowski
i praci [Swis9b].

Roku 1967 se F. Menegazzo v praci [Men67] zaméftil na abelovské cyklicky
usporadané grupy a prostfednictvim Swierczkowského vysledkit a tzv. Riegrovy
grupy tyto grupy blize charakterizoval.

V sedmdesatych letech prevzali vyzkum v teorii cyklicky uspofadanych
grup sovétsti matematici: S.D. Zeleva [Zel76], [Zel81a] a [Zel81b], A.I. Zabarina
[Zab82] a [Zab85], jmenujme téz praci A.I. Zabariny a G.G. Pestova [ZP84].

V osmdesatych letech se zajem o cyklicky usporadané grupy presouva téz
do Brna, a to v ramci studia cyklicky uspofadanych mnozin (viz dale). Rada
vysledkt z praci Vitézslava Novaka (1935-2005)%° [Nov82], [Nov84] a Vitéz-
slava Novdka a Miroslava Novotného (nar. 1922)%° [NN83], [NN85], [NN89]
byla pozdéji aplikovana pravé v ¢lancich o cyklicky usporadanych grupéach.

Na Slovensku se cyklicky uspofadanymi grupami zabyval zejména Jan Ja-
kubik ([Jak89] [Jak90], [Jak91], [Jak94], [Jak98] a [Jak02])*! spolu se svymi
aspiranty G. Pringerovou ([JP88a], [JP88b] a [JP94]), S. Cerndkem ([CJ87],
[Cer88], [Cer89] a [Cer95]) a M. Harmincem ([Har88]).

39Chvalina, J. a Novotny, M., Profesor Vitézslav Novdk sedmdesdtnikem, PMFA 50 (2005),
254-255.

40Vizg Novék, V., Profesor Miroslav Novotny Sedesdtilety, CPM 107 (1982), 208-217 (téz
CMJ 32(107) (1982), 338-343); Novék, V. a Puza, B., K sedmdesdtindm prof. RNDr. Mi-
roslava Novotného, DrSc., Math. Bohemica 117 (1992), 325-329 (téz CMJ 42 (1992), 379—
382); Chvalina, J., Meduna, A. a Novék, V., Profesor Miroslav Novotny osmdesdtilety, PMFA
47 (2002), 168-170.

41V téchto pracich zkoumal J. Jakubik mimo jiné vlastnosti rozkladii lexikografickych sou-
¢int u specidlniho typu cyklicky usporadanych grup, které oznacil jako dc-grupy. Déle napft.
zavedl pojem cyklicky polousporadané grupy, ¢imz zobecnil pojem cdastecné polousporadané
grupy.
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V souvislosti s cyklicky usporadanymi grupami L.S. Riegra cituji napf.
D. Gluschankof [Glu93], M. Droste, M. Giraudet a D. Macpherson [DGM95] a
V.M. Tararin [Tar01].

Déle jsou Riegrovy prace [R1], [R2] a [R3] citovany napf. v pracich J.B. Rolla
[Rol93], D. Macphersona a C. Steinhorna [MS96], J. Rachtinka [Rach02], M. Gi-
raudeta a W.C. Hollanda [GH02].

Publikace [R1], [R2], [R3] jsou téZ citovany ve vyznamnych monografi-
ich o uspofadanych algebraickych strukturach. Kromé jiz zminovanych knih
L. Fuchse Partially Ordered Algebraic Systems [Fuch63] a V.M. Kopytova a
N.Ya. Medvédéva The theory of lattice-ordered groups [KM94] se jedna o dila
zabyvajici se pfimo problematikou grup. Jmenujme napf¥. praci A.I. Koko-
rina (1908-1987) a V.M. Kopytova Linejno uporjadoéennye gruppy [KKT72],
R.B. Mury a A.H. Rhemtully Orderable groups [MRT77], ddle V.M. Kopytova
Resetocno uporjadocennye gruppy [Kop84] ¢i V.M. Kopytova a N.Ya. Medvé-
déva Pravouprjadodennye gruppy [KM96].

V souvislosti se studiem cyklického usporadani Riegra zminuje téz G. Birk-
hoff v knize Lattice theory [Bir67].

0ddil o Riegrové ptisobeni v oblasti grup usporadanych, a zejména cyklicky
usporadanych, uzavieme slovy Jana Jakubika:

Dovolujem si vyslovit nddej, Ze vijskum cyklicky usporiadangch grip nadvdi-
zuguct na dielo L.S. Riegra bude pokracovat aj v budicich rokoch.

2.1.5 Vznik a vyvoj teorie usporadanych grup

Studium usporadanych grup bylo zahajeno na pocéatku dvacatého stoleti, kdy
O. Holder [Hol01] charakterizoval archimedovsky uspofddané grupy. Dalsich
vyznamnych vysledka bylo dosazeno az koncem Ctyficatych let, a to v otazce
popisu struktury uspoiddanych grup. L.S. Rieger v [R1] popisuje tyto grupy
pomoci (obecnych) velikostnich podgrup, A.I. Mal’cev [Mal’49] a K. Iwasawa
[Iwad48] (nezavisle na sobé) prost¥ednictvim konvexnich podgrup.

Ve stejnych letech A.I. Mal’cev [Mal’48] a B.H. Neumann (1909-2002)
[Neud9] nezavisle dokézali, ze uspofadané grupy mohou byt vnofeny do uspofa-
danych podilovych okruhi. Od té doby byla této problematice vénovana zna¢na
pozornost, byly studovany nové t¥idy grup definovanych na zakladé jejich vlast-
nosti tykajich se usporadatelnosti.

Jednou z dilezitych otazek padesatych let byla otazka existence algebraicky
jednoduché usporadané grupy. Kladnou odpovéd podal jako prvni C.G. Che-
hata [Cheh52]. Podstatné zjednoduseni a zobecnéni Chehatova vysledku poz-
déji podal vyznamny éeskoslovensky algebraik (toho ¢asu v Australii) Vlastimil
Dlab (nar. 1932)*? [D1a68], ktery se kromé piibuzné problematiky dale zabyval
napf. poc¢tem moznych upotfadani grupy.

42Viz Prochazka, L., Sedesdtiny profesora Vlastimila Dlaba, Math. Bohemica 117 (1992),
429-435 (téz CMJ 43 (1993), 187-192).



90 TEORIE GRUP

Od padesatych let vysla fada monografii vénovanych usporadanym grupam,
mezi prvnimi jmenujme napi. praci N. Bourbaki*® [Bou52], P. Ribenboima (nar.
1928) [Rib63] ¢i A.L. Kokorina a V.M. Kopytova [KK72]. Obecnymi algebraic-
kymi strukturami se zabyval jiz zmitiovany L. Fuchs [Fuch63] ¢ A.A. Vinogra-
dov v &lanku [Vin67] (angl. [Vin70]).

Rada pozdéjsich monografii tikajicich se téz usporadanjch grup je uvedena
v predchozi ¢asti, pro doplnéni jesté pfipomenme monografii A.M.W. Glasse
[Gla81].

Situace v Ceskoslovensku

Na zavér poznamenejme nékolik slov o c¢eskoslovenskych matematicich, kteri
se v padesatych az sedmdesatych letech zabjvali uspofddanymi mnozinami ¢i
uspofddanymi grupami.** Zejména se jedna o osobnosti brnénského v§zkumu,
zahéajeného po roce 1945 Josefem Novakem (1905-1999)%°. K nejvyznamnéjsim
matematikim z této oblasti patii vynikajici védec a pedagog M. Novotny ¢i
F. Sik (1921-2002)%5. Miroslav Novotny stal na poc¢atku sedesatych let u zrodu
tradi¢nich letnich skol o uspofadanych mnozinidch a obecné algebie a zalozil
té7 seminai obdobného zaméieni. Frantisek Sik zahajil na konci padesatych let
dlouhou a Gspésnou sérii praci o usporadanych grupach, jeho hlavni vysledky se
tykaji reprezentace svazové uspofadanych grup pomoci subdirektnich soucint
specialné usporadanych grup.

V sedmdesatych letech publikoval jiz zminovany Vitézslav Novak fadu vy-
znamnych praci z oblasti usporadanych, a zejména pak cyklicky usporadanych
mnozin. Uspotfadané mnoziny studovali i K. Culik a M. Sekanina (1931-1987)%.
Karel Culik se zabyval lexikografickym souc¢tem ¢asteéné uspofddanych mno-
zin, hlavni vysledky Milana Sekaniny se tykaji vztahu topologickych prostort
a Castecné uspotfddanych mnozin.

Ze slovenskych matematiki pfipomernime jednoho z nejuznavanéjsich, Jana
Jakubika, a jeho studenty. J. Jakubik se teorii usporadanych grup zacal veé-

43Nicolas Bourbaki byl pseudonym, pod kterym publikovala skupina francouzskych mate-
matika. Jejich prvni kongres (&itajici osm Géastnikil) se konal roku 1935. Mezi zaklddajicimi
¢leny byli nap¥. Henri Cartan, André Weil (1906-1998), Claude Chevalley (1909-1984), René
de Possel (1905-1974), Jean Dieudonné (1906-1992) a Szolem Mandelbrojt (1899-1983). Ci-
lem této skupiny bylo reformovat tehdejsi matematické mysleni a polozit pevné zaklady
moderni matematiky.

447de se nebudeme omezovat pouze na linearné uspotadané grupy, na rozdil od piedchozich
oddila.

45Fischer, O., Hajek, J., Koutnik, V., Novotny, M. a Sekanina, M., 60 let akademika Josefa
Nowdka, CPM 90 (1965), 236-246; Kraemer, E., Akademik Josef Novdk sedesdtnikem, PMFA
10 (1965), 345; Frolik, Z. a Zitek, F., Sedmdesdt let akademika Josefa Novdka, CPM 100
(1975), 208-214 (téz CMJ 25(100) (1975), 330-335); Husek, M. a Koutnik, V., Akademik
Josef Novdk sedmdesdtilety, PMFA 20 (1975), 61-65; Frolik, Z. a Koutnik, V., Akademik
Josef Novdk osmdesdtilety, CPM 110 (1985), 218-224 (téz CMJ 35(110) (1985), 338-344);
Fri¢, R. a Kent, D.C., In memoriam of Professor Josef Novdk, CMJ 50 (2000), 221-223.

46Viz Rachtinek, J. a Smarda, B., Zivot a dilo Frantiska Sika, PMFA 48 (2003), 258-259.

47Viz Rosicky, J., Zemiel docent Milan Sekanina, CPM 113 (1988), 321-327 (téz CMJ
39(114) (1989), 181-186); Novék, V. a Rosicky, J., In memory of Prof. Milan Sekanina, List
of publications, Arch. Math. Brno 25 (1989), 1-4; Sik, F., Vzpominka na docenta Milana
Sekaninu, PMFA 33 (1988), 348-350.
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novat na konci padesatych let dvacitého stoleti. V Sedesatych letech pracoval
zejména v oblasti svazové usporaddanych grup, v sedmdesatych letech téz stu-
doval linearné usporadané grupy. V poloviné osmdesatych let svou pozornost
dale zaméril na cyklicky usporadané grupy.

2.2 Knizka O grupdach a svazech [R34] (1952)

Do Riegrova vyzkumu v oblasti teorie grup patfi jak casove, tak tématicky
jeho prace O grupdch a svazech [R34]. Je jedinou populariza¢ni knizkou v jeho
matematické tvorbé. Ptiblizime ji nyni podrobnéji.

Riegrova knizka O grupdch a svazech je urcena zejména ¢tendium se stiedo-
skolskymi matematickymi znalostmi. Byla publikovana nédkladem 2 750 vytiska
v edici Cesta k védéni, ktera byla zalozena roku 1939 Jednotou ceskych mate-
matiki a fyziku a kladla si za cil seznamit ¢tenare pristupnou formou s vyssimi
partiemi matematiky a pfirodnich véd.*®

L.S. Rieger plni narocny a zodpovédny tkol — popularizovat dva znacné
abstraktni obory moderni matematiky. Snazi se, aby ¢tenar nabyl presvédceni,
7e pfes svou abstraktnost maji tyto dvé discipliny nezanedbatelné uplatnéni
pri Feseni redlnych problémi. O ucelu své knihy pise:

V podstatée mi slo o toto: sezndamit ctendre s nekterymi zdkladnime pojmy
theorie grup a theorie svazi, které obé maji v soucasné matematice obdobny a
zdkladnt vyznam. Ukdzat na ruznorodém prikladovém materidlu, Ze bézi v obou
pripadech o velmi obecnou matematickou zdkonitost, kterou jsme objevili v nej-
ruznéjsich jejich konkretnich tvarech, v matematice i primo ve skutecnosti. Upo-
zornit a pokud lze i ukdzat na aplikace v prirodnich a technickych véddch. Pred-
vést nekolik typickych ukdzek dukazovych method. Naznacit ikoly obou theorii
a alespori v hlavnich rysech ukdzat nékteré dalsi vysledky, jichZ bylo dosazeno
pomérné neddvno.

Slo jen o to, aby si étendii odnesli z této knizky alespori presvédcent, Ze
ant abstrakini algebraické theorie, jakymi jsou theorie grup a svazu, nejsou
samotcelné abstrakini hiicky zasvécensyjch matematiki.*?

Kniha nebyla koncipovana jako uc¢ebnice, proto mohla byt zpoc¢atku psana
pomérné ,volné“, bez velkého dliirazu na matematickou presnost. L.S. Rieger se
vyhyba pouzivani matematickych pojmt pro ¢tenare neznamych, pokud nejsou
bezpodmine¢né nutné,”® jde mu o co nejpfistupnéjsi podani. Viechny definice
a véty jsou vsak podany exaktné. Na konci kazdého oddilu je uvedeno nékolik
cviceni slouzicich k prohloubeni a k porozuméni predchazejicimu textu.

48Prvni svazek edice Cesta k védéni vydala Jednota roku 1940. Byla to knizka O rovnicich
S. Schwarze o rozsahu 94 stran. Riegrova rozsahlejsi knizka O grupdch a svazech (207 stran)
vysla roku 1952 jako 65. svazek této edice jiz v Prirodovédeckém vydavatelstvi (po likvidaci
aktivit Jednoty v letech 1949-1951), viz téz ¢ast 6.2.3.

49[R34], str. 3-4.

50Napf. misto spojeni mnozina prvki pouziva souhrn predméti.
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Na zavér tohoto itvodniho pojednéni dodejme, Ze po vice nez dvaceti letech
byla u nds vyddna monografie L. Berana (nar. 1938) Grupy a svazy [BerT4].
Tato kniha poskytujici ivod do teorie grup a svazt spolu s obsdhlym pfehle-
dem metod a dosazenych vysledkt byla uréena pro posluchace vysokych skol
matematického zaméreni. Prestoze se tedy jednd o mnohem naroc¢néjsi knihu,
je pravdépodobné, ze jeji téma bylo inspirovano Riegrovou knizkou, kterou zde
L. Beran téz cituje.

2.2.1 Cast 1.: Theorie grup

Na zacatku prvni ¢asti L.S. Rieger uvadi n€kolik konkrétnich priklada ,,grupové
zékonitosti* (z matematiky i p¥irody). Postupnym objastiovanim toho, co je
vSem témto piikladim spoleéné, dochazi k definici pojmu grupy. Jeho pfistup
je velmi nézorny a metodicky. L.S. Rieger dospiva k tomu, Ze pojem grupy
vhodné vystihuje matematickou podstatu pravidelnosti tvart.

Rieger zde napf. pfedstavuje pojem tzv. zakrytového pohybu (v dnesni feci
symetrie) n&jakého rovinného utvaru. Podava piiklad grupy permutaci koneéné
mnoha prvki, grupy symetrii trojuhelnika, grupy matic, ale i pro nas neob-
vyklou grupu idealizovanych barev (jako zdkladni barvy uvaZzuje mody, ¢erver
a zlut tak, ze jejich smiSenim vznikne neutralni barva — majici funkei jednotky).

Déle na konkrétnich ptikladech ukazuje, Ze dvé grupy mohou mit — pfes od-
lisny charakter svych prvka — ,analogické nasobeni“, ¢imz se dostava k pojmu
izomorfismu a k abstraktnimu pojeti grupy. V navaznosti na to Rieger doka-
zuje véty o izomorfni reprezentaci konecné grupy grupou permutaci a grupou
matic. Pozornost také vénuje cyklickym grupdm a multiplikativnim grupam
zbytkovych tfid modulo p.

Zobecnénim izomorfismu L.S. Rieger dospiva k definici homomorfismu a
s nim tzce spojenému pojmu normalni podgrupy. Podrobné dokazuje prvni a
druhou vétu o izomorfismu a nazorné zavadi i pojem jednoduché grupy®!. Pro
objasnéni tohoto pojmu dodéava:

Takové grupy maji tedy, obrazné Teceno, tu vlastnost, Ze si je jiz nemuzeme
zjednodusit a zmensit tim, Ze je ,pozorujeme z dalky“ tvorenim podilovée grupy.
Jednoduché grupy jsou tedy jednim druhem zdkladnich stavebnich kameni obec-
ngjch grup.®?

V teoreticky nejnaroénéjsim oddilu zavadi pojem normalizdtor prvku®® a
dokazuje tfidovou rovnici pro koneéné grupy®?. Dale se vénuje grupam per-
mutaci a na zavér provadi krok za krokem pomérné naro¢ny dikaz véty, ze
alternujici grupa A,, (tj. grupa sudych pemutaci) je jednoducha pro n > 4.

51 Jednoduchd grupa je takovéa grupa, v niz neexistuji vlastni netrivialni normalni podgrupy.

52|R34], str. 77.

53 Normalizdtor prvku a grupy G je mnozina (podgrupa) vSech prvkii grupy G, které s prv-
kem a komutuji.

54 T¥{dovd rovnice pro koneénou grupu G ma nasledujici tvar: n = 1+ ha + ... + hy, kde
n je fad grupy G, ktera se rozpada do r t¥id vzajemné konjugovanych prvki, pficemz i-ta
t¥ida obsahuje h; prvki (prvni obsahuje pouze jednotku grupy G).
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Prvni ¢ast je zakonéena piehledem pomérné novych vysledki (kompoziéni
fady, direktni rozklad grupy, p-grupy, Sylowovy podgrupy) a aplikacemi teorie
grup v topologii.

Vice nez deset let po Riegrové smrti byla tato ¢ast jeho knizky [R34] upra-
vena J. Blazkem k samostatnému vydani a v roce 1974 publikovana jako 34. sva-
zek edice Skola mladych matematikii pod nazvem O grupdch [R51].

2.2.2 Céast 2.: Theorie svazt

0ddil pojednavajici o teorii svazi je pojat podobné jako prvni ¢ast vénovana
grupam. L.S. Rieger nejprve na rtznych ptikladech z denniho zivota predsta-
vuje pojem uplného a castecného usporadani. Pojem svaz pak zavadi pomoci
relace < neostrého ¢asteéného usporadani. Jako prvni ukazuje priklad svazu
pfirozenych ¢isel s relaci x < y <= x déli y.

Dale Rieger dokazuje ekvivalenci tohoto zavedeni s klasickou definici svazu,
tedy pomoci binarnich operaci spojeni a priiseku.’® Axiomy svazu porovniva
s axiomy grupy, ¢imz umoznuje ¢tenari lepsi vhled do dané problematiky.

V dalsi kapitole Rieger zavadi, analogicky jako u teorie grup, zékladni sva-
zové pojmy; izomorfismus, homomorfismus a izomorfni reprezentace. V zavéru
préce je téz uveden piiklad Sesti vzajemné izomorfnich svazii (o obecném poctu
22" prvk).

Po téchto ivodnich partiich souvisejicich s definici svazu jsou zavedeny axi-
omy existence jednotky, nuly, distributivity a dopliiku, ¢imz L.S. Rieger dospiva
k definici Booleovy algebry (tj. komplementarniho distributivniho svazu). Déle
vénuje pozornost koneénym Booleovym algebram.

Dokazuje, ze kazda konecnd Booleova algebra muze byt izomorfné repre-
zentovana svazem vSech podmnozin jisté (vhodné) mnoziny (pro nekonecéné
Booleovy algebry je takova reprezentace téz moznd, ne vsSak svazem vsSech
podmnozin vhodné mnoziny). V dusledku toho mé kazda konecné Booleova al-
gebra 2" prvkl (pro vhodné n). Rieger poznamenava, ze graficky lze koneénou
Booleovu algebru znézornit jako krychli postavenou na jeden vrchol v prostoru
dimenzi n (a uvadi ptiklad pro n = 4).

Jako analogii k raciondlnim funkcim na mnoziné realnych ¢isel zavadi na
Booleovych algebrach booleovské funkce. Déale definuje pojem normalni formy
booleovské funkce a popisuje algoritmus pro jeji sestrojeni.

Tato ¢ast prace [R34] je vice zaméfena na aplikaci studovanych struktur,
nez tomu bylo v pfipadé grup. Tim je téz Ctenafi zdlraznén vyznam Boole-
ovych algeber. L.S. Rieger zde podrobné popisuje aplikace Booleovy algebry
{0,1} v elektrotechnice, napt. v reléové-kontaktnich systémech (elektricky zvo-
nek nebo telefonni centrala) ¢i p¥i konstrukci poéitacich stroji, a vyrokové
logice (v této souvislosti se vlastné Booleova algebra objevila).

Na zavér je ¢tenaf seznamen s novéjsimi vysledky ziskanymi v teorii svazi;
je zde nastinéna problematika modularnich a komplementarnich svazti, chapani
projektivni geometrie jako svazu ¢i spojité dimenzionélni projektivni geometrie.

55Viz ¢ast 3.1.1.
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2.2.3 Situace v oblasti ué¢ebnic teorie grup a svazu

V dobé, kdy L.S. Rieger dokoncil svou knizku O grupdch a svazech, existo-
vala u nas pouze jedna knizka o grupach. Tou byl Uvod do theorie grup [Bor44]
vyznamného brnénského matematika Otakara Bortivky. Prestoze se jedné o ele-
mentarni ivod zaloZeny pouze na stredoskolskych znalostech, je tato prace pro
zac¢inajictho studenta matematiky dosti narocna.

Jednim duvodem je jeji znac¢na abstraktnost. O. Boravka navic vyviji te-
orii grup z obecn&jsi teorie grupoid@®®, jimiz se zabyval ve svych védeckych
pracich. Po zavedeni potfebnych pojmu tykajicich se mnozin a zobrazeni totiz
do své ucebnice zafadil kapitolu o grupoidech, jez obsahuje z velké casti jeho
vlastni vysledky. Grupy jsou pak definovany jako asociativni kvazigrupy, neboli
grupoidy s jednozna¢nym délenim — tj. s vlastnosti (Va € G)(Vb € G)(3z € G)
(F'y € G)(ax =b et ya = b), v nichz je ndsobeni asociativni.

Teorie svazu byla na zacatku padesatych let dvacatého stoleti hojné studo-
vanou disciplinou, prestoze se tehdy rozvijela necelych dvacet let. V ¢eskoslo-
venské matematice existovala pouze jedina ¢esky psand prace vénovana svaztim
(Gldnek [Kor49] Vladimira Kofinka, ktery byl prvnim ¢eskym matematikem za-
byvajicim se systematicky teorii svazl, viz ¢édst 3.5.1). Ucebnice neexistovala
zadna.

Zejména tyto okolnosti vedly L.S. Riegra k sepsani knizky [R34], chtél umoz-
nit mladym ¢tenaiim seznameni s tehdej$imi intenzivné studovanymi a rychle
se rozvijejicimi matematickymi obory.

56 Mnozina se nazyva grupoid, jestlize je na ni definovana binarni operace nasobeni.



Literatura

[Bae29]
[Beh56]

[Ber74]
[Bir42]
[Bir67]

[Bor44]
[Bou52]

[Car39]

Baer, R., Zur Topologie der Gruppen, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik 160 (1929), 208—-226.

Behrend, F.A., A contribution to the theory of magnitudes and the foundati-
ons of analysis, Math. Z. 63 (1956), 345-362.

Beran, L., Grupy a svazy, SNTL, Praha, 1974.
Birkhoff, G., Lattice ordered groups, Ann. Math. 43 (1942), 298-331.

Birkhoff, G., Lattice theory, AMS, Providence, 1967, 1. vyd. AMS, New
York, 1940; 2. vyd. AMS, New York, 1948; 3. vyd. téz AMS, Providence,
1973; rusky Teorija struktur, Izd. inost. lit., Moskva, 1952; Teorija resetok,
Nauka, Moskva, 1984.

Bortivka, O., Uvod do theorie grup, KCSN, Praha, 1944.

Bourbaki, N., Eléments de mathématiques, Livre II, Chapitre VI, Act. Sci.
et Ind., Hermann, Paris, 1952.

Cartan, H., Un theoréme sur les groups ordonnés, Bull. sci. math. astron. II
63 (1939), 201-205.

[Cech36] Cech, E., Bodové mnoZiny, JCMF, Praha, 1936, 2. vyd. Academia, Praha,

1966; 3. vyd. Academia, Praha, 1974.

[Cech37] Cech, E., Topologické prostory, CPMF 66 (1937), D225-D264.
[Cech59] Cech, E., Topologické prostory, CSAV, Praha, 1959.

[Cer88]
[Cer89]
[Cer95]

[CI87]

Cernék, S., Completion and Cantor extension of cyclically ordered groups,
Proc. Univ. Alg. Symp., 1988, pp. 13-22.

Cernék, S., Cantor extension of an abelian cyclically ordered group, Math.
Slovaca 39 (1989), 31-41.

Cernék, S., Lexicographic products of cyclically ordered groups, Math. Slo-
vaca 45 (1995), 29-38.

Cernak, S. a Jakubik, J., Completion of a cyclically ordered group, CMJ
37(1) (1987), 157-174.

[DGM95] Droste, M., Giraudet, M., a Macpherson, D., Periodic ordered permutation

[D1a68]

groups and cyclic orderings, J. of Combinatorial Theory B 63(2) (1995),
310-321.

Dlab, V., On a family of simple ordered groups, J. Austral. Math. Soc. 8
(1968), 591-608.

95



96

LITERATURA

[Fuch63] Fuchs, L., Partially ordered algebraic systems, Pergamon Press, Budapest,

[GHO2]
[Glag1]
[G1a99)]
[Glu93]
[Gra68]
[Hah07]
[Har8s]

[H5101]

1963, rusky Casticno uporjadocennye algebraiceskie sistemy, Mir, Moskva,
1965; némecky Teilweise geordnete algebraische Strukturen, Vandenhoeck &
Ruprecht, Gottingen, 1966; Akadémiai Kiadd, Budapest, 1966.

Giraudet, M. a Holland, W.C., Ohkuma structures, J. on the Theory of
Ordered Sets and its Applications 19(3) (2002), 223-237.

Glass, AM.W., Ordered permutation groups, Cambridge University Press,
Cambridge, 1981.

Glass, AAM.W., Partially ordered groups, World Scientific Publishing Com-
pany, Singapore, New Jersey, London, Hong Kong, 1999.

Gluschankof, D., Cyclic ordered groups and MV-algebras, CMJ 43(2) (1993),
249-263.

Graham, G.P., Full orders and their families of convex subgroups on locally
nilpotent groups, J. Algebra 8 (1968), 257-261.

Hahn, H., Uber nichtarchimedische Grossensysteme, Sitzungsber. d. Ak. d.
Wiss. Wien, Abt. ITa 116 (1907), 601-655.

Harminc, M., Sequential convergences on cyclically ordered groups, Math.
Slovaca 38 (1988), 249-253.

Holder, O., Die Aziome der Quantitit und die Lehre vom Mass, Ber. Verh.
Sachs. Ges. Wiss. 53 (1901), 1-64.

[Cheh52] Chehata, C.G., An algebraically simple ordered group, Proc. London Math.

[Iwad8]
[Jaks9]

[Jak90]
[Jak91]

[Jak94]
[Jakos]

[Jak02]
[JP88al

[JP88b)
[JP94]

[KK72]

[KM94]

Soc. 2 (1952), 183-197.
Iwasawa, K., On linearly ordered groups, J. Math. Soc. Jap. 1 (1948), 1-9.

Jakubik, J., Retracts of abelian cyclically ordered groups, Archivum mathe-
maticum 25 (1989), 13-18.

Jakubik, J., Cyclically ordered groups with unique addition, CMJ 40(3)
(1990), 534-538.

Jakubik, J., Completions and closures of cyclically ordered groups, CMJ
41(1) (1991), 160-169.

Jakubik, J., On extended cyclic orders, CMJ 44 (1994), 661-675.

Jakubik, J., Lexicographical product decompositions of cyclically ordered
groups, CMJ 48(2) (1998), 229-241.

Jakubik, J., On half cyclically ordered groups, CMJ 52(2) (2002), 275-294.

Jakubik, J. a Pringerova, G., Radical classes of cyclically ordered groups,
Math. Slovaca 38 (1988), 255-268.

Jakubik, J. a Pringerova, G., Representations of cyclically ordered groups,
CPM 113 (1988), 197-208.

Jakubik, J. a Pringerova, G., Direct limits of cyclically ordered groups, CMJ
44(2) (1994), 231-250.

Kokorin, A.I. a Kopytov, V.M., Linejno uporjadocennye gruppy, Nauka,
Moskva, 1972, anglicky Fully ordered groups, J. Wiley & Sons, New York,
1974.

Kopytov, V.M. a Medvédév, N.Ya., The theory of lattice-ordered groups,
Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, Boston, London, 1994.



LITERATURA 97

[KM96] Kopytov, V.M. a Medvédév, N.Ya., Pravouprjadocennye gruppy, Naucnaja
kniga, Novosibirsk, 1996, anglicky Right ordered groups, Plenum Publishing
Corp., New York, 1996.

[Kop84] Kopytov, V.M., Resetocno uporjadoéennye gruppy, Nauka, Moskva, 1984.

[Kot49] Kotinek, V., Svazy, v nichZ obecné plati véta Jordan-Hélderova, Rozpravy
II. t¥idy Ceské akademie 59(23) (1949), 1-32.

[Mal’48] Mal’cev, A.I., O vkljuéenij gruppovych algeber v algebry s délenijem, Doklady
Akad. Nauk SSSR 60 (1948), 1499-1501.

[Mal’49] Mal’cev, A.L, Ob uporjadoéennych gruppach, Izd. AN SSSR, ser. matem.
13 (1949), 473-482.

[Men67] Menegazzo, F., Ordini cyclici nei gruppi abeliani, Rend. Sem. Mat. Univ.
Padova 38 (1967), 217-237.

[MR77] Mura, R.B. a Rhemtulla, A.H., Orderable groups, Marcel Dekker, New York,
Basel, 1977.

[MS96] Macpherson D. a Steinhorn C., On variants of o-minimality, Annals of Pure
and Applied Logic 79(2) (1996), 165-209.
[Neud9] Neumann, B.H., On ordered groups, American Math. J. 71 (1949), 1-18.

[NN83] Novak, V. a Novotny, M., Dimension theory for cyclically and cocyclically
ordered sets, CMJ 33 (1983), 647-653.

[NN85] Novak, V. a Novotny, M., Universal cyclically ordered sets, CMJ 35 (1985),
158-161.

[NN89] Novak, V. a Novotny, M., On representation of cyclically ordered sets, CMJ
39 (1989), 127-132.

Nov82] Novak, V., Cyclically ordered sets, CMJ 32 (1982), 460-473.

Nov84] Novak, V., Cuts in cyclically ordered sets, CMJ 34 (1984), 322-333.

Ohnb52] Ohniski, M., Linear order on a group, Osaka J. Math. 2 (1952), 17-18.

Pod57] Podderjugin, V.D., Uslovija uporjadocivaemosti gruppy, Izd. AN SSSR, ser.
matem. 21 (1957), 199-208.

[Pon38] Pontrjagin, L.S., Nepreryvnye gruppy, ONTI, Moskva, 1938, 2. vyd. Gos.
izd. tekhniko-teoret. lit., Moskva, 1954; 3. vyd. Nauka, Moskva, 1973; 4. vyd.
Nauka, Moskva, 1984, 1988; anglicky Topological groups, 1. vyd. Princeton
University Press, Princeton, 1939; Princeton University Press, London, 1946;
2. vyd. Gordon & Breach, New York, 1966; némecky Topologische Gruppen,
Leipzich, Teubner, 1957-1958.

[
[
[
[

[Rach02] Rachinek, J., Prime spectra of non-commutative generalizations of MYV-
-algebras, Algebra Universalis 48(2) (2002), 151-169.

[Rib63] Ribenboim, P., Théorie des groupes ordonnés, Universidad Nacional del Sur,
Bahia Blanca, 1963.

[Rol93] Roll, J.B., Locally partially ordered groups, CMJ 43(3) (1993), 467-481.

[Swi59a] Swierczkowski, S., On cyclically ordered groups, Fund. Math. 47 (1959),
161-166.

[S'Wi59b} Swierczkowski, S., On cyclically ordered intervals of integers, Fundam.
Math. 47 (1959), 167-172.



98 LITERATURA

[Sim47] Simbireva, E.P., K teorii casticno uporjadocennych grup, Matematiceskij
Sbornik 20 (1947), 145-178.

[Tar01] Tararin, V.M., On automorphism groups of cyclically ordered sets, Siberian
Math. J. 42(1) (2001), 190-204.

[Vin67] Vinogradov, A.A., Uporjadocennye algebraideskie sistemy, Itogi Nauki, Ser.
Mat., Algebra, Topologija, Geometrija 1965 (1967), 83-131.

[Vin70] Vinogradov, A.A., Ordered algebraic systems, American Mathematical Soci-
ety Translations, Ser. 2 96 (1970), 69-118.

[Zab82] Zabarina, A.IL, K teorii cikli¢eski uporjadodennych grupp, Matem. zametki
(1982), 3-12.

[Zab85] Zabarina, A.L, O linejnom i cikliceskom porjadkach v gruppe, Sibir. matem.
#urn. 26 (1985), 204-207.

[Zas37] Zassenhaus, H., Lehrbuch der Gruppentheorie, Teubner, Berlin-Leipzig,
1937, anglicky The theory of groups, 1. vyd. Chelsea Publishing Company,
New York, 1949; 2. vyd. Chelsea Publishing Company, New York, 1958.

[ZP84] Zabarina, A.I. a Pestov, G.G., K teoreme Sverckovskogo, Sibir. matem. Zurn.
25 (1984), 46-53.

[Zel76]  Zeleva, S.D., O cikliceski uporjadocennych gruppach, Sibir. matem. zurn. 17
(1976), 1046-1051.

[Zel8la] Zeleva, S.D., Cikliceski i T-godno uporjadoéennye gruppy, Godis. VUZ, pri-
loz. matem. 17 (1981), 137-149.

[Zel81b] Zeleva, S.D., O poluodnoradno cikliceski uporjadocennych gruppach, Godis.

VUZ, priloz. matem. 17 (1981), 123-136.



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T15:04:27+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




