Ladislav Svante Rieger (1916-1963)

Teorie svazli a matematicka logika

In: Eliska Pecinova (author): Ladislav Svante Rieger (1916-1963). (Czech). Praha: Matfyzpress,
2008. pp. 99-142.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400763

Terms of use:

© Pecinova, Eliska

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these
Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/400763
http://dml.cz

Kapitola 3

Teorie svazul a matematicka
logika

3.1 Zakladni matematické pojmy

V nasledujicich dvou oddilech uvaddime zédkladni pojmy teorie svazii a topologic-
kych prostort a pfipomindme néktera fakta, ktera jsou potiebna pro orientaci
v dalsim textu. Tento oddil je pojat pouze informativné, pro dikladnéjsi sezna-
meni se svazy a topologickymi prostory odkazujeme ¢tendfe napt. na [Pro90] a
[Pul82].

3.1.1 Zakladni pojmy teorie svazi

Definice: Neprazdnd ¢asteénd usporadand mnozina (S, <)! se nazyva svaz,
pokud ke kazdym dvéma prvkim a,b € S existuje
— supremum ¢ = a V b (nazyvané spojeni prvka a,b), pro néz plati

a<cetb<ec,
Ve S)((a<zetb<z)=c<ux),
— infimum d = a A b (nazyvané prisek prvka a,b), pro néz plati
d<aetd<b,

(Ve e S)((x <aetzx<bd)=z<d).

Existuje-li supremum a infimum pro kazdou podmnozinu mnoziny S, pak
se S nazyva uplny svaz.

Ekvivalentni definice svazu muze byt vyslovena pomoci vlastnosti binarnich
operaci spojeni a pruseku:

1Relace < neostrého ¢asteéného usporadani je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni.
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100 TEORIE SVAZU A MATEMATICKA LOGIKA

Definice: Neprazdna mnozina S se dvéma bindrnimi operacemi V a A, tj.
trojice (S, V, A), se nazyva svaz, pokud tyto operace spliuji pro kazdé a,b,c € S
nasledujici identity:

l.aVa=a, aNa=a,

2.avb=bVa, aANb=bAa,

3. (avb)Ve=aV(bVc), (aANb)Ac=aA(bAc),

4. aV(aNb)=a, aA(aVb)=a.

Definice: Rikidme, 7e svaz S je generovdn mnozinou G C S, jestlize je-

diny podsvaz svazu S (neprazdnd podmnoZina uzaviend na operace spojeni a
pruseku) obsahujici G je sdm svaz S.

Pfirozenym zputsobem je zaveden pojem svazového homomorfismu svazu
(S,V,A) do svazu (S*,V* A*). Jednd se o zobrazeni f : S — S’ spliujici
vlastnosti

(Va € S)(vb € S)(f(aVb) = f(a) V' (b)),
(Va € §)(¥b € S)(flanb) = f(a) A* F(B)).
Definice: Neprazdna podmnozina I svazu S se nazyva idedl, jestlize plati:
1. MaeI)(WVbeI)(aVbel),
2. Vael)(MbeS)((b<a)=bel).
Idedl P # S se nazyva prvoidedl svazu S, jestlize plati
(Va € S)(Vbe S)(anbe P = (a € Puvelbe P)).

Definice: Neprazdnd podmnozina F' svazu S se nazyva filtr (pfip. dudlni
idedl), jestlize plati:

1. Vae F)(Ybe F)(anbeF),
2. Mae F)(WVbe S)((a<b)=beF).
Filtr P #£ S se nazyva prvofiltr svazu S, jestlize plati
(Va € S)(Vbe S)(avbe P = (a € Puvelbe P)).

Definice: Prvek svazu S se nazjva nula (a zna¢i se 0), resp. jednotka (a
znadi se 1), jestlize plati

(Vae S)(0OVa=aet0Aa=0), resp. (Vae S)(1Va=1letlAa=a).
Definice: Svaz S obsahujici jednotku a nulu se nazyva komplementdrni,

pokud pro kazdé a € S existuje prvek a’ € S, ZzZe aVa' =1et aNa’ = 0. Prvek
a’ se nazyva doplnék prvku a.
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Svaz S se nazyva distributivni, jestlize plati

(Va € S)(Vb € S)(Ve € S)(aV(bAc) = (aVb)A(aVe) et an(bVe) = (anb)V(aAc)).

Komplementéarni distributivni svaz se nazjva Booletv svaz? Chapeme-li
tento svaz jako algebru se dvéma bindrnimi (V a A), jednou unérni (') a dvéma
nuldrnimi operacemi (1 a 0), pak hovofime o Booleové algebre.

Definice: Necht (B,V,A,,1,0), (B*,V*,A** 1*,0*) jsou Booleovy al-
gebry. Zobrazeni f : A — B se nazyva homomorfismus Booleovyjch algeber,
jestliZze je svazovym homomorfismem a navic plati

(Va € A)(f(a) = (f(a))™).

Nebude-li uvedeno jinak, bude homomorfismus f : B — B*, kde B, B*
jsou Booleovy algebry, chapan jako homomorfismus Booleovych algeber. Pro
zjednoduseni zapisu budeme znacit operace v obou strukturach stejné.

3.1.2 Zakladni topologické pojmy

Definice: Rikdme, Ze v mnoziné P je dana topologie nebo ze P je topologicky
prostor, je-li na mnoziné vsech podmnozin mnoziny P definovana tzv. uzdvérovd
operace (pfifazujici kazdé mnoziné A C P jeji uzdvér A) splitujici:

Mnozina se nazyva uzaviend, pokud je rovna svému uzavéru. Oteviené mno-
ziny jsou doplnky mnozin uzavienych. Kazda topologie v P je jednoznac¢né
uréena systémem viech uzavienych, resp. viech otevienjch podmnozin.3

Soustava B otevienych podmnozin prostoru P takovych, Zze kazda oteviena
podmnozina prostoru P je sjednocenim podmnozin ze soustavy B, se nazyva
otevrend bdze prostoru P.

Definice: Podmnozina U prostoru P se nazyva okoli prvku a € P, jestlize
existuje oteviend mnozina V' C P, pro kterouje V CU aa € V.

2Diky distributivité existuje ke kazdému prvku pravé jeden doplnék.
3Napf. pomoci otevienych mnozin je topologicky prostor definovan takto:
Necht P je mnozina a O systém podmnozin z P spliiujici:

1. P a () nalezi do O,
2. libovolné sjednoceni podmnozin z O nélezi do O,
3. libovolny prunik kone¢né mnoha podmnozin z O nalezi do O.

Pak P nazyvame topologicky prostor se systémem otevienych mnozin O.
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Systém okoli prvku a € P se nazyva uplny systém okoli prvku a, pokud
kazda oteviend mnozina obsahujici tento prvek obsahuje néjaké okoli z tohoto
systému.

Definice: Mnozina A C P se nazjva hustd v P, jestlize A = P.

Definice: Necht P, @ jsou topologické prostory. Zobrazeni f : P — Q
nazyvame spojité, jestlize tplny vzor f~!(A) kazdé oteviené mnoziny A C Q
je oteviend mnozina v P.

Zobrazeni f : P — () se nazyva homeomorfismus, jestlize je bijektivni a f
a f~! jsou spojité zobrazeni.

Definice: Topologicky prostor P se nazyva Kolmogoroviv ¢i Ty-prostor,
plati-li
(Ya € P)(¥b € P) (@:@ = a:b).

Topologicky prostor P se nazyva Fréchetuv ¢i Ty-prostor, plati-li

(Va € P) (m = {a}) .

Topologicky prostor P se nazyva Hausdorffiv ¢i Th-prostor, jestlize pro
kazdé dva ruzné prvky a,b € P existuji disjunktni oteviené mnoziny A, B C P,
pro které a € A a b € B.

Definice: Topologicky prostor P nazyvame kompaktni, jestlize z kazdého
systému otevienych mnozin, ktery pokryva P, lze vybrat kone¢ny podsystém,
ktery rovnéz pokryva P.

Topologicky prostor P se nazyva totdlné nesouvisly, existuje-li pro kazdé
dva rtzné prvky a,b € P rozklad prostoru P na dvé disjunktni uzaviené a
soucasné oteviené podmnoziny A, B tak, ze a € A,b € B.

Kompaktni totalné nesouvisly Hausdorffiv prostor se nazyva Booletuv pro-
stor.

Definice: Topologie na mnoziné P se nazyva diskrétni, jestlize je dana
systémem vSech podmnozin mnoziny P. Tedy vSechny podmnoziny mnoziny
P jsou v diskrétni topologii oteviené. Topologicky prostor, ktery je opatien
diskrétni topologii, nazyvame diskrétni prostor.

Necht m je nekoneéné kardinalni ¢islo. Zobecnénym Cantorovym diskonti-
nuem C,, nazyvame kartézsky souéin m kopii dvouprvkového diskrétniho topo-
logického prostoru. Specialné Cy, se nazyva Cantorovo diskontinuum a budeme
jej oznacovat C'.

Plati, ze C,, je Booletv prostor.

Na zavér uvadime dvé definice, které se vztahuji k teorii svazt, ale v nasle-
dujicim textu se casto vyskytuji v souvislosti s topologickymi prostory.

Definice: Mnozinovym okruhem (ne nutné topologického) prostoru je ozna-
¢ovéana (libovolnd) mnozina jeho podmnozin, kterd je uzaviend na mnozinové
pruniky a sjednoceni.
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Definice: Télesem mnoZin (ne nutné topologického) prostoru P nazjvime
svaz podmnozin mnoziny P, ktery je uzavien na operaci mnozinového dopliku,
tedy soubor A podmnozin, pro ktery plati

(VAl EA)(VAQ EA)(Al UAs € A et AiNAs € A et P— A, EA)

3.2 Prace z teorie svazi a Booleovych algeber

Po druhé svétové valce se Ladislav Svante Rieger zacal vénovat teorii svazi,
zejména Booleovym algebram. Pravdépodobné se inspiroval pracemi M.H. Sto-
nea (1903-1989), hojné vyuzival vysledky L.H. Loomise (1915-?). Mnohé ma-
tematické ulohy a otazky, jimiz se zabyval, byly téz studovany polskymi mate-
matiky H. Rasiowou?* a R. Sikorskym. Patrné nejvyznaénéjsi osobnost tehdejsi
teorie svazil, Garrett Birkhoff, patii v Riegrovych dilech mezi nejvice citované
autory. V nékolika pracich L.S. Rieger fesi nékteré Birkhoffovy problémy for-
mulované v knize [Bir48] a otdzky s nimi souvisejici.

Radu vysledki z této oblasti L.S. Rieger aplikoval na problémy matematické
logiky, ktera se posléze dostala do popfedi jeho védeckého zajmu. Jeho pozdéjsi
prace se pak pohybuji na pomezi abstraktni algebry a logiky. Tyto publikace
jsme zafadili do samostatného oddilu Prdce na rozhrani algebry a logiky (3.3).

Znacny vyznam pro Riegriv vyzkum mél jeho studijni pobyt ve Varsave
v roce 1950, zejména pak seminai vedeny A. Mostowskym, ktery L.S. Rie-
ger tehdy navstévoval. Na jeho algebraické pojeti predikatového kalkulu, které
zde prezentoval a jez se setkalo s velkym ohlasem, navazalo nékolik polskych
matematikt.® Algebraicko-logické prace patii k nejvice citovanym Riegrovym
publikacim.

3.2.1 A note on topological representation of distribu-
tive lattices [R4] (1949)

Prvnim matematikem, jenz ovlivnil L.S. Riegra v oblasti teorie svazt, byl M.H.
Stone, ktery se ze svazové problematiky soustfedil zejména na distributivni
svazy a Booleovy algebry. Jako prvni se zacal zabyvat topologickou reprezentaci
distributivnich svazii, v roce 1937 publikoval své vysledky v ¢lanku Topological
representations of distributive lattices and Brouwerian logic [Sto37], ktery se
stal stézejnim dilem, ze kterého L.S. Rieger vychazel a na néz ve své praci [R4]
navazoval.

Ve svych publikacich tykajicich se svazové problematiky pouziva L.S. Rieger
Stoneovy terminy a-ideél, resp. p-idedl misto dnesnich filtr (duélni ide4l), resp.

4Helena Rasiowa (1917-1994), jedna z nejvyznamnéjsich osobnosti svétové logiky své doby.
Pracovala v oblasti agebraické logiky a matematickych zdkladi pocitacové védy. Studovala
pod vedenim J. Lukasiewicze (1878-1956) a A. Mostowského. Poté pusobila na varsavské
univerzité, kde ziskala titul profesorky a vedla oddéleni zdkladi matematiky a matematické
logiky. Ptisobila v fadé védeckych instituci a aktivné se podilela na polském matematickém
Zivoté.

5Zejména to byli zmifiovani H. Rasiowa a R. Sikorski, ktefi téz patfili k uéastnikéim
Mostowského seminére.
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idedl. Zakladni monografii o teorii svazi v této dobé byla Birkhoffova kniha
Lattice Theory [Bir40], L.S. Rieger se v [R4] té7 odkazuje na H. Hermese (1912—
2003) a G. Kothea (1905-1989) [HK39].

Topologickou reprezentaci distributivniho svazu S se nazyva jeho izomorfni
zobrazeni na mnozinovy okruh R otevienych mnozin jistého topologického Ty-
-prostoru Pg, v némz R tvoii otevienou bazi.® Rikidme, Ze Py reprezentuje svaz
S.

Mezi vSemi topologickymi Ty-prostory Pg, jez reprezentuji dany distribu-
tivni svaz S, existuje jeden ,univerzalni“ prostor Ps takovy, Ze kazdy prostor
Pg je jeho hustym podprostorem. Prostor Ps je mozno vyjadfit jako prostor
v8ech prvofiltrii svazu S a byl popsan M.H. Stonem v préci [Sto37]. L.S. Rie-
ger podava pro distributivni svazy s jednotkou a nulou odlisnou charakterizaci
prostoru P_5.

Nejprve uvedeme dvé potiebné definice:

Definice: Necht R je oteviend baze Ty-prostoru P. Podsystém @Q baze R
se nazyva pseudouplny systém okoli bodu a € P, jestlize plati

(l A=) AT

ac€AER AeQ

Systém otevienych mnozin se nazyva centrovany, jestlize kazdy jeho ko-
neény podsystém mé koneény prinik.

Pomoci jednoho svého lemmatu a nékolika Stoneovych tvrzeni o vlastnos-
tech filtrii a prvofiltri ziskal L.S. Rieger hlavni vysledek své prace, charakteri-
zaci prostoru Pg:

Véta: Prostor Ps viech prvofiltrii distributivniho svazu s jednotkou a nulou
je kompaktni® Ty-prostor, jehoz oteviens baze ma nasledujici vlastnosti:

(i) kazdy centrovany systém otevienych mnozin béze ma neprazdny prinik,

(ii) kazdy pseudotplny systém @ okoli bodu P € Pg, ktery s libovolnymi
A1, Ay € @ obsahuje vhodné A3 C A; N As, je Uplny systém okoli bodu
P.

Obracené, ma-li kompaktni Ty-prostor otevienou bazi R’ spliiujici podminky
(i) a (ii), pak tento prostor muze byt povazovan za prostor vSech prvofiltri
distributivniho svazu R generovaného bazi R’ s pfidanou nulou a jednotkou.

Kompaktni Tj-prostor spliiujici podminky (i) a (ii) je totdlné nesouvisly
kompaktni Hausdorffuv prostor, a tedy Booletv prostor.

Disledkem ziskaného vysledku je nésledujici Riegrovo tvrzeni:

6 Analogicky lze uvazovat téz reprezentaci okruhem uzavienych mnozin. Tento piipad viak
neni, jak uvadi L.S. Rieger, natolik vyznamny.

"Pojem pseudotiplného systému okoli byl zaveden E. Cechem v [Cech37].

8L.S. Rieger zde pouziva termin bikompaktni, coz bylo pro tehdejsi dobu charakteristické.
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Véta: Distributivni svaz S s nulou, jehoz kazdy prvofiltr je maximalni (tj.
neni ¢asti jiného prvofiltru), je zobecnéna Booleova algebra.” Obsahuje-li i jed-
notku, je Booleovou algebrou.

Na zévér dopliime, Ze o tématu ¢lanku [R4] L.S. Rieger referoval dne 30. 8.
1949 na spolecném 3. sjezdu matematiki ceskoslovenskych a 7. sjezdu matema-
tikid polskych.

3.2.2 On the lattice theory of Brouwerian propositional
logic [R5] (1949)

Pfedchozi Riegrova publikace vychazela pfedevsim z vysledkd M.H. Stonea
[Sto37] a z Birkhoffovy knihy [Bir40]. Oba autofi se v téchto dilech vénuji téz
otazkam intuicionistické (brouwerovské) logiky (viz dale). M.H. Stone se zaby-
val jeji topologickou reprezentaci, tedy analogii mezi touto logikou a (distribu-
tivnim) svazem otevienych mnozin topologického prostoru.'® G. Birkhoff jako
prvni studoval vztah mezi brouwerovskou logikou a tzv. Brouwerovymi svazy.!*
MizZeme se domnivat, ze tyto vysledky podnitily Riegrav zdjem o propojeni
algebry a matematické logiky, ktery je zfejmy z pojeti jeho prace [R5].

Otéazky z oblasti logiky L.S. Riegra pfitahovaly jiz od studentskych let.
Zpocatku se jednalo hlavné o myslenky Rudolfa Carnapa a Philippa Franka.
Pozdéji vSak zacal L.S. Rieger pomérné intenzivné studovat matematickou lo-
giku. O jeho neutuchajicim zajmu svédéi napt. recenze [R28] a [R29] Carnapo-
vych praci Introduction to semantics [Card6] a Formalisation of logic [Car43]
uveiejnéné v CPMF v letech 1947 a 1948.12 Pravé na tato dila (spole¢né s Car-
napovou starsi praci Logische Syntax der Sprache [Car34]) se v publikaci [R5]
L.S. Rieger odkazuje jako na zakladni literaturu o formalni logice, syntaxi'3 a
sémantice'?.

Publikace [R5] je prvni praci, v niz se L.S. Rieger snazil o algebraickou for-
mulaci nékterych otazek matematické logiky. Jejim hlavnim cilem bylo ukazat,
ze prostiednictvim jistého specialniho typu svazu muZe teorie svazu fungovat
jako u¢inny matematicky nastroj pro syntax i sémantiku jazyka brouwerovské
logiky. Nez se budeme podrobné vénovat vysledkim prace [R5], pokusime se
Ctenafe seznamit s timto typem logiky a dalsimi souvislostmi.

Na zavér dopliime, Ze na téma Brouwerova logika a theorie svazi L.S. Rieger
prednasel 14. 12. 1948 v Jednoté a 29. 8. 1949 vystoupil s referdtem Teorie
svazu brouwerovskeé logiky na spolecném 3. sjezdu matematiki ceskoslovenskych
a 7. sjezdu matematiki polskych. Odbornici se shoduji v tom, Ze prace [R5] méa
dodnes z Riegrovych algebraicko-logickych dél nejvétsi cenu.

9Ve smyslu Stoneovy préace [Sto37].

10K tomuto vysledku dospél téz A. Tarski v préci [Tar38].

1Poznamenejme, ze G. Birkhoff pouzival termin Brouwertiv svaz pro dudlni, tzv. Hey-
tingtv svaz, viz dale.

12Pr4ci [R5] L.S. Rieger zmiiuje v dopise R. Carnapovi z 5. 3. 1948, viz ast 1.7.6.

13Disciplina zkoumajici moznosti kombinovani znakt. Je zde p¥ihlizeno pouze ke znakéim
a jejich usporadani, pficemz se abstrahuje od jejich vyznamu.

14Nauka o vyznamu znakt a jejich kombinaci. Na rozdil od syntaxe zkoumé vyznam zna-
kovych vyrazu.
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Intuicionismus

Intuicionismus je filozoficky a matematicky smér, jehoz pocatky se v novodobé
matematice objevuji jiz na konci 19. stoleti. Matematicky objekt je chapan jako
produkt jisté konstrukce v mysli, a proto hlavnim kritériem existence objektu
je moznost jeho sestrojeni. Nelze-li dany objekt sestrojit, tak vlastné neexis-
tuje. Timto se intuicionismus dostava do rozporu s klasickym pfistupem, ktery
umoznuje existenci objektu dokazat zamitnutim jeho neexistence.

Intuicionismus je spojen s tak vyznamnymi jmény, jako napt. C.F. Gauss
(1777-1855), L. Kronecker (1823-1891), H. Poincaré (1854-1912), H. Lebesgue
(1875-1941) ¢i E. Borel (1871-1956). Zéklad moderniho intuicionismu v8ak po-
lozil L.E.J. Brouwer (1881-1966) az v roce 1907, kdy ve své dizertaéni préci se-
psal zakladni intuicionistické ideje. Kritizoval tehdejsi klasicky pristup k definici
matematickych pojmu a napadl existenci aktualniho nekoneéna — intuicionisté
je popiraji.

V dtisledku kritiky tehdejsi klasické matematiky vznikl vedle intuicionismu
dalsi zcela odlisny proud — Hilberttv formalismus'®. Oba tyto sméry mély na
pocéatku dvacatého stoleti prekonat tzv. tfeti krizi matematiky (viz ¢ast 4.4.2).

Nékdy k témto dvéma zékladnim smértim byva uvddén jesté tzv. logicismus'®.

Intuicionisticka (brouwerovska) logika

Intuicionisticka logika vychazi pfi dokazovani formuli z kritérii pfijimanych
intuicionismem. Jelikoz L.E.J. Brouwer je chédpan jako jeji zakladatel, budeme
ji v dalsim textu téz nazyvat brouwerovskd. Tato logika byla formalizovana az
v roce 1930, a to Brouwerovym studentem Arendem Heytingem v préci [Hey30].

Heytingtiv formalni systém (pro vyrokovou i predikatovou logiku) byl vy-
tvoren z prislusného klasického systému s tplnou mnozinou logickych spojek
(et,vel,=,non), pfp. 3,V, nahrazenim ,nekonstruktivniho® postuldtu zdkona
vylouceného trettho AvelnonA ¢ zdkona dvojité negace non(nonA) = A slab-
$im zdkonem sporu A = (nonA = B) (¢ (A et nonA) = B).

Heytinguv vyrokovy kalkul

V préci [R5] se L.S. Rieger zabyval brouwerovskou vyrokovou logikou, jejiz for-
malizaci oznacujeme terminem Heytingiv vyrokovy kalkul. Heytingtv formalni
systém vyrokové logiky je tvoren jedenacti axiomy — jednim z nich je praveé
zékon sporu — a dvéma odvozovacimi pravidly:

15D. Hilbert pojal matematiku jako ,formalni systém®, v némz se pracuje jen se symboly,
slovy vytvofenymi ze symbolt a koneénymi posloupnosti slov. Vyznam symboli je ryze for-
malni, samy o sobé nemaji zadny smysl. Matematické dikazy jsou posloupnostmi fetézct
symboli, jejichz postupy jsou dédny jasnymi pravidly. Dalsimi predstaviteli byli P. Bernays a
J. von Neumann.

16 Logicismus chape matematiku jakou souéast logiky. Jeho zastanci tvrdi, ze viechny ma-
tematické pojmy lze explicitné definovat z logiky a vSechny matematické véty lze odvodit
z logickych axiomu a definic ¢isté logickou dedukci. Zakladatelem logicismu byl G. Frege,
hlavnimi pfredstaviteli B. Russell a A.N. Whitehead. Logicismus mél velky podil na rozvoji
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»z formuli A, B odvod formuli A et B,
w2 formuli A, A = B odvod formuli B“ (znamé pravidlo modus ponens).

Soucasnd varianta Heytingova vyrokového kalkulu je formulovana pomoci
deseti axiomu a pravidla modus ponens.

Poznamenejme, ze v Heytingové a Carnapové dobé byla v matematické
logice pouzivana odlisna terminologie, kterd jiz dnes neni bézna. L.S. Rieger
ji ve své praci do jisté miry zachoval. Napf. vyrokové formule nazval vétami
(angl. sentence)l”, pro prvotni formuli uzival termin jednoduchd véta.'® Axiomy
oznacoval jako zdkladni formule a termin formule pouzival pro (v dnesni feci)
dokazatelné formule, neboli véty (angl. theorem). V nasem vykladu budeme
striktné dodrzovat soucasnou terminologii, aby nedochazelo k nejasnostem.

Nyni se blize sezndmime s Riegrovou praci [R5]. Je rozdélena na pét ¢asti
(§ 1 - § 5) a toto ¢lenéni budeme pro lepsi orientaci zachovavat. Na zavér jesté
podotknéme, ze L.S. Rieger nezvolil rok jejiho vydani p¥ilis sfastné. V roce 1948
byla totiz publikovana prace [MT48] A. Tarského a J.C.C. McKinseyho (1908
1953), v niz se autofi zabyvali obdobnou problematikou a kde byly nékteré
Riegrovy vysledky jiz dokazany. Tato publikace se vSak L.S. Riegrovi dostala
do rukou az tehdy, kdy jiz byla jeho prace [R5] odevzdéna do tisku.'®

§ 1: Pomocné pojmy teorie svazu

V Gvodni ¢asti textu definuje L.S. Rieger pojem Heytingovy algebry, kterd je
kli¢ovou algebraickou strukturou celé prace [R5].2°

Definice: Distributivni svaz S s jednotkou a nulou se nazyva Heytinguv
svaz (algebra), jestlize je na mnoziné S definovana dalsi binarni operace —,
pro kterou plati:

1. (Va € S)(vbe S)((b— a)Ab<a),
2. MaeS)Vbe S)(Vx e S)[(xnb<a)= (z<(b—a)).

Poznamky:

1. Dudlni svaz nese nézev Brouweriv svaz (algebra) — pouZivali jej ve svych
dikazech napt. A. Tarski, J.C.C. McKinsey a G. Birkhoff.

17Termin sentence se dnes pouziva (i v Cesting) v predikatové logice k oznadeni uzavienych
formuli, viz ¢ast 4.1.1.

18Napt. Heytingtv kalkul byval téz nazgvan Heytingiv vétny kalkul.

9Roku 1946 publikovali J.C.C. McKinsey a A. Tarski praci [MT46], kterd méla znaény
pfinos pro rozvoj svazové-teoretické interpretace Heytingova kalkulu zapocaté G. Birkhof-
fem. Obdobnou problematikou se zabyval nap¥. S. Pankajam v pracich [Pan4l] a [Pan42].
Jiz pred rokem 1940 byla tomuto tématu vénovana dila A. Tarského [Tar36a] a [Tar36b] a
1. Johanssona (1904-1987) [Joh37].

20Heytingova algebra hraje ve vztahu k intuicionistické logice stejnou roli jako Booleova
algebra ve vztahu ke klasické logice.
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2. Heytingova algebra je specidlnim typem tzv. reziduovaného svazu. Rezi-
duovany svaz je distributivni svaz s jednotkou a nulou, ktery ma navic
definované dvé binarni operace — nasobeni a reziduovani. V pripadé Hey-
tingovy algebry je operace nasobeni totozna s operaci priseku.

3. L.S. Rieger pfevzal definici reziduovaného svazu z prace [WD39] M. War-
da a R.P. Dillwortha, v niz vSak nebyl pozadavek na existenci jednotky a
nuly. Heytingovu algebru Rieger nazyval specidlni reziduovany svaz s jed-
notkou a nulou a oznadil ji anglickym terminem sdruz-lattice (special
distributive residuated lattice with unit and zero). Pro operaci a — b
pouzival znaceni b : a.

Déle v [R5] Rieger dokazuje dva zdkladni vysledky o Heytingovych alge-
brach:

Véta (o izomorfismu): Necht F je filtr v Heytingové algebfe S. Pak relace

x=y(mod F) < (Ace FY(xAc=yAc)

je kongruenci?! na Heytingové algebte S. Oznaéime-li mnozinu vsech t¥id této

ekvivalence S/F (faktorovy svaz), pak svaz S/F je homomorfnim obrazem
Heytingovy algebry S.

Necht S’ je dalsi Heytingova algebra a f homomorfismus S na S’. Necht

F := f~1(1). Pak F je filtr a svaz S/F je izomorfni s Heytingovou algebrou S’.

Véta (o Booleové faktorovém svazu): Necht S je (libovolnd) Hey-
tingova algebra. Pak mnozina vSech a € S, pro kterd a — 0 = 0, tvori filtr
F a faktorovy svaz S/F je Booleova algebra.

Na zévér prvniho paragrafu préce [R5] uvadi L.S. Rieger definici volné Hey-
tingovy algebry generované mnozinou G:

Definice: Rikame, 7e Heytingova algebra S je generovdna mnoZinou G,
jestlize jedind Heytingova podalgebra svazu S, kterd obsahuje mnozinu G, je
Heytingova algebra S.

Heytingova algebra S se nazyva volnd Heytingova algebra generovani mno-
zinou G, jestlize pro libovolnou Heytingovu algebru S’ generovanou mnozinou
G’ 1ze kazdé zobrazeni mnoziny G do G’ rozsifit na homomorfni zobrazeni celé
Heytingovy algebry S do S’.22

217y, ekvivalence uzaviena na operace spojeni, priseku a reziduovani.

22Soucasna definice volné Heytingovy algebry by byla nasledujici:

Heytingova algebra S se nazyva volnd Heytingova algebra generovand mnozinou G, jestlize
pro libovolnou Heytingovu algebru S’ lze kazdé zobrazeni mnoZiny G do S’ rozsitit na ho-
momorfni zobrazeni celé Heytingovy algebry S do S’.

L.S. Rieger zifejmé nemél pristup ke druhému vydani Birkhoffovy knihy Lattice theory
[Bir48], nebot tam je uvedena tato definice pro obecné volné algebry.
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§ 2: Pravidla formovani, § 3: Pravidla logické evaluace

Ve druhém paragrafu L.S. Rieger definuje zakladni pojmy a uvadi néktera pra-
vidla (Heytingova) vyrokového kalkulu, zejména syntaktickd pravidla pro vy-
tvareni formuli.

V nésledujicim paragrafu popisuje sémanticky proces (logické) evaluace,
neboli pfipisovani (logickych) hodnot jednotlivym vyrokovym formulim, pfed-
stavuje zde vicehodnotovou,?® tzv. brouwerovskou evaluaci. Piivlastek brou-
werovska zduvodnuje tim, Ze prostfednictvim svazti hodnot takové evaluace
mizeme dosdhnout reprezentace Heytingova kalkulu (viz nasledujici ¢ast).

UvaZzujme tedy néjaky konecény distributivni svaz S, ten je diky pfedpo-
kladu konecnosti Heytingovou algebrou; jeho prvky budeme nazyvat hodno-
tami. Uvazujme déale libovolné zobrazeni ¢ mnoziny prvotnich formuli do S.
Toto zobrazeni rekurzivné rozsifime na mnozinu vSech vyrokovych formuli, a
to nasledujicim zptisobem:

p(nonA) = p(4) =0,
p(Avel B) = ¢(A)V p(B), )
p(Aet B) = ¢(A)Ap(B),
p(A=B) = ¢(A) = ¢(B)

Rozsifené zobrazeni ¢ se nazyva brouwerovskd evaluace v S.

Uvazujme nyni klasickou dvouhodnotovou evaluaci (tedy S = {0,1}). Po-
kud bychom definovali relaci ekvivalence na mnoziné vsech formuli tak, ze dvé
formule jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz maji stejnou hodnotu v kazdé eva-
luaci, pak mnozina vsech tfid této ekvivalence by byla nekoneénou spocetnou
volnou Booleovou algebrou generovanou prvotnimi formulemi. L.S. Rieger od-
vozuje, ze situace bude vypadat analogicky i v pripadé brouwerovské evaluace,
¢imz ziskava jedno ze zasadnich tvrzeni této své prace:

Véta: Necht « je relace definovand na mnoziné F' vSech vyrokovych formuli
predpisem (A, B) € a < ¢(A) = ¢(B) pro kazdou brouwerovskou evaluaci ¢
v libovolném koneéném distributivnim svazu.2* Pak « je ekvivalence. MnoZina
vSech jejich t¥id So := F/a je volnd Heytingova algebra, kterd je generovina
nekonecnou spocetnou mnozinou jednoprvkovych t¥id, pricemz kazda t¥ida ob-
sahuje prvotni formuli.?®

V zavéru tietiho paragrafu uvadi L.S. Rieger k této vété poznamku, v niz
,vysvetluje“ pouziti brouwerovské evaluace. Pise, ze klasicka ,,0-1¢ evaluace se
jevi prilis hruba ¢i zjednodusujici z pozice brouwerovské logiky. Proto je tfeba
provést jakousi ,nekone¢nékrat aplikovanou interpolaci“ mezi dvéma extrém-
nimi hodnotami: absolutni pravdou (odpovidajici jednotce ve svazu hodnot) a

23Podle Carnapovych praci [Card6] a [Car43].

24Rieger piedpoklada, ze existuje spodetna posloupnost koneénych distributivnich svazi
S1,S2,... takova, ze pro kazdy konecny distributivni svaz S existuje S; s nim izomorfni.

25Ptedpokladame, Ze mnozina prvotnich formuli je nekoneéna spodetna.
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absolutni 121 (odpovidajici nule). Pfitom vzhledem k pravé ziskanému vysledku
nas takové interpolace provedené pouze v konecnych Booleovych algebrach ne-
odvadéji od vysledki pro klasickou dvouhodnotovou evaluaci.

§ 4: Heytinguv vétny kalkul

V Gvodni ¢asti tohoto paragrafu L.S. Rieger formuluje Heytingtav formalni sys-
ktera v dalsim textu potfebuje. Déle prezentuje svazovou charakterizaci Hey-
tingova kalkulu dokazanou napt. G. Birkhoffem:

Vé&ta: Necht relace A = B je definovand podminkou, 72e A == Bi B = A
jsou dokazatelné formule (v brouwerovské logice). Pak = je ekvivalenci na mno-
ziné v8ech formuli a mnozina vsech jejich tfid tvofi Heytingovu algebru H. Jed-
notkou H je tiida obsahujici libovolnou dokazatelnou formuli a nulou je tiida
obsahujici libovolnou spornou formuliZ®.

L.S. Rieger vsak dale propojil tento vysledek se zavérem predchoziho para-
grafu. Dokézal, ze H je volna Heytingova algebra generovand jednoprvkovymi
tridami prvotnich formuli, a proto H = S, .?" Ziskany vysledek v jistém smyslu
vyjadiuje dplnost Heytingova vyrokového kalkulu pro vicehodnotovou evalu-
aci. Rieger tak dospél k jasné sémantické interpretaci tohoto kalkulu pomoci
spocetné mnoha ,logick§ch hodnot“.?®

Vztah H =2 S, je jednim ze stéZejnich vysledkt celé prace. Jak uvidime
déle, L.S. Rieger s jeji pomoci pomérné jednoduchymi algebraickymi ivahami
dokézal néktera tvrzeni Heytingova kalkulu, kterd byla znama jiz diive.?® Jed-
nim z nich je napf. problém rozhodnuti.

Problém rozhodnuti

Uvazujme kone¢nou mnozinu M (jejiz prvky nazgvdme ,hodnotami“) s binar-
nimi operacemi V, A, — a undrni operaci ’, které slouzi k definovani ,hodnot*
disjunkce, konjunkce, implikace a negace (ve smyslu vztahii (x)). Mnozinu M
nazyvame ,logickd matice®.

Rikame, ze (M,V,A,—,") je Teseni problému rozhodnuti uvazovaného vy-
rokového kalkulu, plati-li nasledujici podminka: v ,logické matici“ M existuje
jediny prvek 1 nazyvany ,jednotka®, pro ktery je kazda formule A dokazatelna
pravé tehdy, kdyz ¢(A) = 1 pro kazdou ,evaluaci“ ¢ pomoci operaci V, A, —,
(ve smyslu vztaht (x)).

Kurt Godel v praci [God33] ukazal, ze takové FeSeni problému rozhodnuti
pro Heytingtiv vyrokovy kalkul neexistuje. K témuZ zavéru dospél v praci [R5]
i L.S. Rieger prostfednictvim tvrzeni, ze existuje-li 7eseni problému rozhodnuti

26 Spornd formule je takova, z niz lze odvodit kazdou formuli.

27Tento vysledek je citovan v monografii H. Rasiowé a R. Sikorského The mathematics of
metamathematics [RS63], str. 395.

28L.S. Rieger udava, e tento problém v piipadé klasického kalkulu obdobnym zpiisobem
vyresil R. Carnap.

29L.S. Rieger zmitiuje zejména vysledky prace [God33] Kurta Godela.
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v Heytingové vyrokovém kalkulu v podobé ,logické matice“ v obecném smyslu,
pak tento problém Tesi i néjaky (konecny) distributioni svaz.

Poznamka: V souvislosti s timto vysledkem je Riegrovo jméno zminéno
v knize [Fef95] s ndzvem Kurt Gédel: Collected Works, III. Na str. 518 je
otistén dodatek o tom, Ze Godel sam nedokazal, kolik pravdivostnich hodnot
je tfeba k modelovani Heytingova vyrokového kalkulu. Az L.S. Rieger v praci
[R5] ukézal, ze tento kalkul obsahuje nekoneéné mnoho vzajemné neekvivalent-
nich formuli jedné proménné. Ke stejnému vysledku pozdéji nezavisle dospél
I. Nishimura [Nis60].

Existuje vsak feseni problému rozhodnuti v obecnéjsim smyslu; tedy exis-
tuje algoritmus, ktery rozhoduje, zda je dana formule Heytingova vyrokového
kalkulu dokazateln4 ¢&i ne.?® Ten nalezli J.C.C. McKinsey a A. Tarski ve vyse
zminované praci [MT48]. L.S. Rieger zde podava odlisné feSeni, a to ve formé
explicitniho elementarniho vypoctu s pfirozenymi ¢isly. V porovnani s fesenim
McKinseyho a Tarského je vSak Riegrova metoda stejné obtizné prakticky apli-
kovatelna. Presto ma tato metoda, jak sam autor uvadi, uplatnéni v obecné
topologii a v abstraktni algebre.3!

Dalsi vysledky

Dale L.S. Rieger podéava algebraicky dtikaz dalsiho Godelova zavéru z [G6d33],
v tomto pripadé tvrzeni, Ze formule A vel B je dokazatelnd, pravé kdyz je jeden
z ¢lend A nebo B dokazatelnd formule. Tento vysledek formuluje v nasledujicim
svazové-teoretickém tvaru:

Véta: Heytingova algebra H & S, ma praveé jeden maximalni ideal I, ktery
je tvofen vSemi prvky rtznymi od jednotky.3?

K. Godel uvedl ve své praci [God33] toto tvrzeni bez dikazu, ten provedli
J.C.C. McKinsey a A. Tarski v [MT46] a v [MT48]. Riegrova dikazova metoda
byla odlisn4.33

Cést Riegrovy prace [R5] je téZ vénovana charakterizaci volné Heytingovy
algebry s jednim generatorem a jejim syntaktickym dusledktm.

V zévéru tohoto paragrafu dokazuje L.S. Rieger algebraickou podstatu vzta-
htt mezi klasickym a Heytingovym vyrokovym kalkulem. Jeho zavéry lze shr-
nout do nasledujiciho tvrzeni:

Véta: Necht F je filtr v H =& S, vytvofeny vSemi t¥idami spliiujicimi
rovnost [A] — 0 = 0. Pak faktorovy svaz H/F je izomorfni s volnou Booleovou

30Viz téz cast 5.1.3.

31Touto problematikou se zabyvali jiz G. Gentzen [Gen34], S. Jaskowski (1906-1965)
[Jad36] ¢i M. Wajsberg (1902-7) [Waj38], po L.S. Riegrovi pak nap¥. B.Ju. Piléak v pra-
cich [Pil50], [Pil52] a S.C. Kleene [Kle52].

32Tato Riegrova formulace byla téZ citovana v knize H. Rasiowé a R. Sikorského The
mathematics of metamathematics [RS63], str. 396.

33V roce 1956 podal dalsi diikaz Gédelova tvrzeni R. Harrop v préaci [Har56] a o Sest let
pozdéji téz S.C. Kleene [Kle62].
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algebrou t¥id formuli, jeZ byla ziskana v klasickém kalkulu stejnym zptsobem
jako S ¢i H v kalkulu Heytingové.

Z tohoto vysledku vyplyvaji zavéry, jez byly vysloveny K. Godelem [G6d33],
V.I. Glivenkem (1897-1940) [Gli29] aj., napf. Ze je-li formule A dokazatelnd
v klasickém vyrokovém kalkulu, pak formule non(nonA) je dokazatelna v Hey-
tingové kalkulu, a Ze sporna formule v klasickém kalkulu je sporné i v kalkulu
Heytingové.

§ 5: Pravidla vyznamu, materialni implikace

V poslednim paragrafu prace [R5] prezentuje L.S. Rieger dva nové piistupy
k formulaci Heytingova kalkulu.

Prvni pfistup je zaloZen na pojmu ,...ma stejny vyznam jako ...“ (ozna-
¢eni =) a kalkul je formulovan pomoci jedenacti zdkladnich identit a ¢ty¥ pravi-
del pro =~ (napf. symetrie, tranzitivita ¢i nahrazeni). Je zde uvedeno, Ze relace
=~ je ekvivalence na mnoziné vech formuli a pro mnoZinu véech tiid této ekvi-
valence S, plati S, = S = H.

Druhy zptisob konstrukce tohoto kalkulu je zalozen na bindrni relaci (na
mnoziné viech formuli) brouwerovské materidlni implikace, neboli ... ma da-
sledek ...* (oznaceni —). Tato relace je reflexivni, tranzitivni a je definovéna
jistymi t¥indcti vlastnostmi. L.S. Rieger dokazuje toto:

Véta: Necht — je libovolna brouwerovskd materidlni implikace. Necht re-
lace 8 je na mnoziné vSech formuli F' definovana predpisem

(A,B)e & (A— Bet B— A).

Pak (8 je ekvivalence. Mnozina vsech jejich t¥id S, := F/8 je Heytingova
algebra. Definujeme-li brouwerovskou materialni implikaci — tak, ze A — B
pravé kdyz A — B pro kazdou brouwerovskou materidlni implikaci —, pak
navic plati 5., = S5, 2 S, = H.

Na zavér formuluje L.S. Rieger hlavni vysledek:

V sémantickijch teoriich (brouwerovské) logické evaluace, vjznamu a (brou-
werovské) materialnd implikace formuli, stejné jako v syntaktické teorii Hey-
tingova vyrokového kalkulu dospivaime ruzngmi zpusoby vidy k té samé volné
Heytingové algebre (aZ na izomorfismus) vytvoiené ze spocetné mnoha prvot-
nich formuli.

Pro doplnéni uvedme, Ze na nékteré vysledky této Riegrovy prace [R5] nava-
zal roku 1976 A. Wronski v ¢lanku [Wro76]. Zabyval se po¢tem n-generovanych
Heytingovych algeber (az na izomorfismus). Z Riegrovych vysledka plyne, Ze
1-generovanych Heytingovych algeber je Ng, Wronski dokazuje, ze n-generova-
nych pro n > 2 je 2%o,

Riegrova publikace [R5] je citovdna i v pomérné nedavnych pracich G.R.R.
de Lavaletteho [Lav81], L. Iturrioze [Itu83] ¢i A.D. Yashina [Yas98]. Jako jedi-
nou Ceskoslovenskou mezindrodné uzndvanou védeckou praci z logiky v obdobi
do roku 1953 tuto publikaci zmituje na str. 502 K. Berka3* v ¢lanku [Ber99).

34Karel Berka (1923-2004), profesor logiky, drzitel zlaté oborové plakety F. Palackého Za
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(==p—=p) = (pV=p) = (=pV —~=p)
((==p=Dp) = (pV=p) = (=pV ==p) = (opv(Eop = p)
V((==p—p —(pVv-p)

(==p—p) = (pVv-p) (==p—=pV({(==-p—p —(pV-p)

= (=pVv--p)
~=pV (==p—p) (==p-p —(pVv-p
—=p—p —pV--p
pv-p -~p
4

Obrazek 3.1: Riegruv-Nishimurtav svaz.

Riegruv-Nishimurav svaz

V casti pojednévajici o problému rozhodnuti je poznamenéno, ze L.S. Rieger
dokazal, ze Heytingtiv vyrokovy kalkul obsahuje nekoneéné mnoho vzajemné
neekvivalentnich formuli jedné proménné. Nyni si tento vysledek blize popi-
Seme. Uvazujme ve vyrokové logice pouze jednu atomickou formuli p. V kla-
sické logice lze pomoci p napsat pouze Ctyfi neekvivalentni formule: p, non p,
p et nonp (tedy nepravdu) a p vel nonp (tedy pravdu).

V intuicionistické logice je vSak situace slozitéjsi. (Napf. vyrok non(non p)
neni ekvivaletni s p, non(nonp) = p neni tautologie apod.) Lze zde proto
napsat nekoneéné mnoho neekvivalentnich formuli, které tvoii strukturu, jez se
nazyva Riegriv-Nishimuriv svaz. Jeho vyobrazeni pomoci Hasseova diagramu
uvadime na obrazku 3.1.3% Jak jiz bylo té7 poznamenano, ke stejnému vysledku
pozdéji nezavisle dospél Iwao Nishimura [Nis60], coz vysvétluje ndzev Riegriv-
Nishimuriv svaz.

Castéji byva Riegriv-Nishimuriv svaz definovan jako wvolnd 1-generovand
Heytingova algebra. Jméno L.S. Riegra byva s timto pojmem spojovano ne
v souvislosti s praci [R5], ale s ¢lankem [R12] z roku 1957 (viz ¢éast 3.3.4). Je to
patrné proto, Ze v praci [R12] je uveden obdobny obrazek jako 3.1 (L.S. Rieger

zdsluhy o rozvoj spolecenskych véd. Pusobil zejména na FF UK a ve Filozofickém 4stavu
CSAV. Zaméiil se zvlasté na historicky vyvoj logiky (anticka logika, logika a filozofie B.
Bolzana, moderni logika), déle se specializoval na problémy metodologie, filozofie a teorie
védy.
35Na obrazku je odlisné znageni vyrokovych spojek, nagim vel, non, = odpovidaji Vv, -, —.
Autorka dékuje za jeho poskytnuti Mgr. Emilu Jerabkovi, Ph.D.
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zde jen nepracoval s formulemi p a non p, ale s ¢isly 2 a 3).

Ptvodné byl Riegruv-Nishimuriv svaz znam pouze jako Nishimuruv svaz.
O tom, Ze prvnim objevitelem byl L.S. Rieger (a dokonce jiZ v roce 1949), ¢eské
logiky upozornil az pied t¥inacti lety Holandan Dick de Jongh.3¢

Z praci vénovanych této problematice (¢i vyuzivajicich Riegriv-Nishimurtv
svaz) jmenujme napi. [Seh78], [Tse83], [Vak85], [Lav81], [Boz84], [Cub88] a
[Pol98].

3.2.3 Some remarks on automorphisms of Boolean al-
gebras [R6] (1951)

Hlavnim tématem této Riegrovy prace je konstrukce takové Booleovy algebry
B, pro kterou neexistuje neidenticky endomorfismus B, ktery je na.>” Specidlné
pak na této algebre neexistuje neidenticky automorfismus.

L.S. Rieger naléza feseni prenesenim problému na ekvivalentni topologicky
problém; fesi otdzku, zda eristuje 0-dimenziondini 3® kompaktni prostor P ta-
kovy, pro ktery neexistuje neidenticky homeomorfismus P na jeho libovolny
podprostor. Odpovéd ziskava konstrukei pozadovaného prostoru P, ktery je
navic uspotfadany.>?

Booleovu algebru B konstruuje L.S. Rieger jako téleso mnozin vSech sou-
Casné otevienych a uzavienych podmnozin prostoru P. Pomoci Stoneovych
vysledki [Sto36] a [Sto37] z teorie topologické reprezentace Booleovych alge-
ber L.S. Rieger téméf okamzité dospiva k pozadované vlastnosti: neexistuje
neidenticky endomorfismus algebry B na sebe samu.

Tim je poddna negativni odpovéd na otdzku formulovanou G. Birkhoffem
v monografii [Bir48] jako problém ¢. 74, a sice zda na kaZdé Booleové algebre
eristuje neidenticky automorfismus. Elegantni feSeni tohoto problému nalezl
velmi kréatce pied L.S. Riegrem M. Katétov a publikoval je v ¢lanku [Kat51].40
Jeho Teseni je lepsi v tom smyslu, ze vyslednd Booleova algebra ma mohutnost
kontinua, kdezto mohutnost Riegrovy algebry je mnohem vétsi. Dalsi feseni
podal B. Jénsson v préaci [Jén51]. V obou pfipadech je algebra B konstruo-
vana z vhodného topologického prostoru P pouzitim Stoneovych vysledk, tj.
stejnym zplusobem jako u L.S. Riegra.

Dopliime, ze o svych vysledcich L.S. Rieger referoval dne 26. 2. 1951 v Ma-
tematické obci prazské v prednasce Aplikace theorie uspordadangch kontinui na
Booleovy algebry. Vytah této pfednasky s hrubym popisem zakladni myslenky
jeho konstrukce byl pozdéji uvefejnén jako [R33]. M. Katétov o svém FeSeni

Iy e

367Za fadu téchto informaci o Riegrové-Nishimurové svazu autorka dékuje doc. RNDr. Vi-
tézslavu Svejdarovi, CSc.

37Takova Booleova algebra se nazyva ztrnuld.

38Tj. topologicky prostor, jehoz baze je slozena pouze z mnozin sou¢asné otevienych a
uzavienych.

39Tento Riegriv vysledek cituji J. de Groot a M.A. Maurice v praci [GM68]; zabyvaji se
v ni existenci obdobnych (specidlnich) pfipadi takovych prostori.

40M. Katétov zde pouzil Stoneovu-Cechovu kompaktifikaci, tj. rozsifeni topologického pro-
storu na kompaktni prostor.
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V zévéru své prace diskutuje L.S. Rieger Birkhoffuv problém ¢. 75:

Ezistuje (koneény) svaz, jenZ neni Booleovou algebrou, na kterém existuje
dudlni automorfismus*' f s vlastnosti f? = id takovy, Ze f komutuje s kaz-
dym svazovym automorfismem? Musi byt f uréeno jednoznacné? A co takové
projektivni geometrie, jez nejsou desarguesovské?*?

Na prvni dvé otazky nalezl L.S. Rieger, jak sam piSe, ,,témér trivialni odpo-
védi“. Kladné feSeni prvniho problému ziskal konstrukeci pozadovaného auto-
morfismu na vhodném Gplném distributivnim svazu, odpovéd na druhou otdzku
je zaporna. Treti problém vsak nebyl schopen uspokojivé vyresit.

Na Riegrtiv vyzkum v praci [R6] navazoval jiz zminény J. de Groot (1914—
1972) v praci [Gro59]. V osmdesatych letech minulého stoleti tento Riegriv

¢lanek cituje trojice autori M.E. Adams, V. Koubek a J. Sichler v ¢lancich
[AKS85a] a [AKS85b], M. Rubin [Rub89] a M. Droste [Dro89].

3.2.4 On free X;-complete Boolean algebras [R7] (1951)

Definice: Booleova algebra A se nazyva N¢-tuplnd, jestlize kazda jeji podmno-
zina, jejiz mohutnost je nejvyse N¢*3, ma v A supremum a infimum.

Definice: Nechf A, B jsou N-tplné Booleovy algebry. Homomorfismus
f+ A — B se nazyva R¢-tuplng homomorfismus, jestlize plati

V) =\ fa) a f(N\z) = N\ f)
il il il il
pro kazdou mnozinu indext I, jejiz mohutnost je nejvyse rovna Xe.
Definice: Necht m je kardinalni ¢islo. Rikdme, Ze R¢-tplnd Booleova alge-

bra A,?jf je volnd s m volngmi N¢-generdtory, jestlize v ni existuje podmnozina
G mohutnosti m s nasledujicimi vlastnostmi:

1. jedind N¢-tplnd podalgebra algebry Aﬁf, jez obsahuje G, je sama Ane
(fikdme, ze podmnozina G N¢-generuje algebru Aﬁf),

2. kazdé zobrazeni ¢ podmnoziny G do jiné RN¢-uplné algebry B lze rozsirit
na R¢-Gplny homomorfismus ¢ algebry An¢ do algebry B.

L.S. Rieger zkouméa obecné vlastnosti téchto algeber, hlavni pozornost vsak
zaméfuje (pro moznosti jejich dalsiho vyuziti v aplikacich) na Ro-tiplné Boo-
leovy algebry, které se zkracend oznacuji jako o-algebry**. Tomuto tématu je

AT 4 <b e f(a) > F(0).

42Tj. projektivni rovinné geometrie, v nich# nemusi platit Desarguesova véta: Pokud se
primky, které spojuji odpovidagjici vrcholy trojuhelniki ABC a A'’B’'C’, protinaji v jednom
bodé, pak pruseciky primek, na nichZ lezi odpovidajici strany trojuhelniki, lezi ma jedné
primce. Projektivni rovinu, jez neni desarguesovska, nelze vnofit do projektivniho prostoru
vy$si dimenze. Definici lze rozsifit i na projektivni prostory dimenze n > 2.

43Pro definici N¢ viz ¢4st 4.1.2.

44Poznamenejme, ze piivlastek Ro-tuplny bude nahrazovan predponou o- i u dalsich termint
tykajicich se Np-algeber.
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vénovana prvni (a hlavn{) ¢ast publikace [R7]. Postupnym dokazovanim novych
tvrzeni naléza L.S. Rieger odpovédi na tfi matematické problémy formulované
G. Birkhoffem v monografii [Bir48].

Ve druhé ¢asti prace [R7] jsou ziskané vysledky aplikovany v oblasti mate-
matické logiky, konkrétné na Tarského-Lindenbaumovu algebru (viz dale) pre-
dikatového kalkulu prvniho fadu®®. Vysledky této ¢asti své prace [R7] prezen-
toval L.S. Rieger na seminafi A. Mostowského v bieznu a dubnu roku 1950;
tohoto seminafe se icastnil v rdmci zminovaného studijniho pobytu ve Var-
Savé. Dne 5. kvétna téhoz roku prednasel na toto téma na schiizi Polskeé mate-
matické spolecnosti ve Wroclawi. Vysledky hlubsiho a rozsahlejsiho vyzkumu
orientovaného predevsim na dalsi aplikace této problematiky v logice mély byt
publikovany v sérii vénované speciadlnim studiim, kterou vydaval Parnistwowy
Instytut Matematyczny. Patrné vSak k tomu nedoslo.

Pro zajimavost poznamenejme, ze koncept ¢lanku [R7] L.S. Rieger zaslal R.
Sikorskému, ktery v dopise vyjadril své komentare. Rieger na Sikorského dopis
odpovédel 21. 9. 1950, v tvodu pise:

Vizeny a mily pane kolego,

obdrzel jsem Vds dopis a Vase poznamky k moji prdaci o volnych algebrach
Boolea. Nejprve spéchdam Vids ujistit, Ze jsem nerad, Ze moje price Vam zrejmé
zabrala dosti Vaseho drahocenného casu, a Ze jsem Vam vdécny za péci a Tych-
lost, s jakou jste se chopil celkem neprijemného recensovdni.

Po vysvétleni nékterych tprav, které na doporuceni Sikorského v praci uci-
nil, Rieger dodéva:

Ostatni drobné opravy jsem si dovolil naznacit primo na misté ve Vasem
rukopise, ktery priloZené zasildm.

Jesté jednou dekuji za recensi a omlouvdm nedostatky prdce i tim, Ze jsem
ponékud pospichal s rukopisem, abych dohnal ¢as, ztracens chorobou.*8

Jesté nez se podrobnéji podivame na jednotlivé oddily této Riegrovy publi-
kace, uvedeme znéni tzv. Loomisovy véty (viz [Lood7]), kterd bude v nésleduji-
cich ¢astech nékolikrat citovana. Poznamenejme, Ze terminem o-téleso mnozin
je mysleno té&leso mnozin (viz ¢ast 3.1.2), které je uzavieno na vechny spocetné
pruniky a sjednoceni.

Loomisova véta: Kazda o-algebra je o-homomorfnim obrazem vhodného
o-télesa mnozin.
Cast 1.: Algebra

V avodu své prace [R7] dokazuje L.S. Rieger vétu o existenci volné Ne-uplné
Booleovy algebry ANE sm volnymi R¢-generdtory (pro libovolné kardinalni ¢islo

45Casto se téz pouziva spojeni nizitho predikatového kalkulu.
46Rodinny archiv.
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N¢ a nenulové m).4" ProtoZe na zptisobu odvozeni tohoto tvrzeni jsou zalozeny
dikazy jeho dalsich vysledki, pokusime se o hruby nastin hlavni myslenky a
postupu.

Dtikaz uvedené véty je konstruktivni a spociva nejprve v transfinitni kon-
strukci (fadu wei1)*® (nekonecnych) ,slov“. L.S. Rieger uvazuje libovolnou
mnozinu G mohutnosti m. Pomoci (vhodné definovanych) mnozin I's slov fadu
nejvyse 3 49 dostéava vyslednou mnozinu (nekoneénych) slov

r= |J Ts

0<B<we+1

Jestlize je ¢ libovolné zobrazeni podmnoziny G C I' do libovolné (dané) Re-
-Uplné Booleovy algebry B, pak je toto zobrazeni ur¢itym zptisobem (pomoci
transfinitni indukce Fadu wei1) rozsifeno na zobrazeni ¢ mnoziny slov I' do
algebry B. Zobrazeni ¢ je nazyvano evaluace.%®

Uvazovanim vSech moznych evaluaci a vSech mozZnych Ne-tplnych Boole-
ovych algeber B dospiva L.S. Rieger k nasledujici definici: slova X a Y jsou
ekvivalentni, jestlize $(X) = ¢(Y") pro kazdou evaluaci ¢. Mnozina vSech t¥id
[X],[Y],... vzdjemné ekvivalentnich slov je potom hledanou Booleovou al-
gebrou ANE s volnymi Re-tplngmi generatory (jednoprvkovymi tfidami) [g],
g€q.

Kazda evaluace ¢ reprezentuje pravé jedno N¢-tiplné homomorfni rozsifeni
@ daného zobrazeni ¢ : G — B na celé An¢. Polozime totiz ?([X]) = ¢(X) pro
kazdé [X] € An.

L.S. Rieger téz v préaci [R7] odvozuje jednoznac¢nost a ,univerzilnost“ alge-
bry A?,f.

Dopliime, Ze je zde zminéna prirozena otazka, zda existuje nekonecnd volnd
uplnd Booleova algebra. L.S. Rieger pfiznava, ze prestoze je presvédcéen, ze
takova algebra nemtze existovat, nebyl schopen to dokézat. To se podafilo
v roce 1964 H. Gaifmanovi v praci [Gai64] a nezavisle na ném téz A.W. Halesovi
[Hal64]. Na jejich vysledky navézal o dva roky pozdé&ji R.M. Solovay publikaci
[Sol66].

7 vysledku téchto t¥i matematik vyplyva, Ze neexistuje nekonecna volna
Booleova algebra, ktera by méla volné uplné rozsiteni. G.W. Day pozménil
Riegrovu otézku na feSeni takovéhoto problému: Pro jaké Booleovy algebry
existuje jejich volné tplné rozsifeni? Odpovéd publikoval v praci [Day65].

Dalsi vysledky této Riegrovy prace se tykaji volnych o-algeber. Prvnim
z nich je véta o existenci o-prvofiltru®!, jenz obsahuje dany nenulovy prvek x
volné o-algebry. L.S. Rieger ho formuluje pomoci pravé ziskanych zavérua takto:

47Tento vysledek je citovan v monografii R. Sikorského Boolean algebras [Sik60], str. 106.

48w5+1 znafi nejmensi ordindlni ¢islo mohutnosti N¢ 1, viz ¢ast 4.1.2.

490rdinalni ¢isla B musi byt nelimitni (podle definice).

50Zde se jedna o obdobné tvahy jako v praci [R5], §3.

51U definice o-filtru, resp. o-prvofiltru jsou bindrni operace A, resp. V a A nahrazeny
nekoneénym spocetnym prisekem A7, resp. spojenim \/7o; a prusekem AS7 ;.
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Véta: Necht AN je volna o-algebra. Pak ke kazdému nenulovému prvku
[X] € AYo existuje o-prvofiltr P Booleovy algebry AY°, ktery ho obsahuje.

Diikaz této véty je opét konstruktivni (transfinitni indukei fadu wy),>? vy-

ve s e . . . Re . Dt 1o
uziva dukaz tvrzeni o existenci algebry A,; a navazuje na néj. Prislusny o-
-prvofiltr je definovan jako tplny vzor ¢~1(1), kde o-homomorfismus @ algebry
AR na algebru B = {0,1} je jednoznaénym rozsifenim jistého zobrazeni ¢

vhodné zvoleného k danému [X]. Plati ¢([X]) = 1.%3

Na zakladé vyse dokazaného tvrzeni a pomoci Stoneova vysledku uvedeného
v [Sto36] dospiva L.S. Rieger k nésledujicimu zévéru:

Véta: Necht AY je volna o-algebra s m volnymi o-generatory. Oznaéme
Prx) mnozinu viech o-prvofiltrit P této algebry, jez obsahuji pevné [X] € ANo.
Algebra AN miize byt o-izomorfné reprezentovéana o-télesem T° podmno-
7in jisté mnoziny M o-prvofiltrii P algebry AX°, a to pomoci korespondence
[X] > P[X] N M.

Témeér okamzitym disledkem je zesileni Loomisovy véty:

Véta V1: Kazda o-algebra B je o-homomorfnim obrazem libovolného o-
-télesa Th° mnozin z predchozi véty, kdykoliv m neni mensi nez nejmensi kar-
dinalni ¢islo, které je mohutnosti mnoziny o-generatora algebry B.

Jako dalsi, topologické zesileni Loomisovy véty dokazuje L.S. Rieger nasle-
dujici tvrzeni:

Véta V2: Volnd o-algebra ANo je o-izomorfné reprezentovina minimalnim
o-télesem borelovskych podmnozin zobecnéného Cantorova diskontinua C,,.>*
Specialné, volna o-algebra Agg je o-izomorfni se o-télesem borelovskych pod-
mnozin Cantorova diskontinua C = Cly,.

Tato véta déva kladné feSeni (a dokonce zobecnéni) problému ¢é. 79 z Birk-
hoffovy knihy [Bird8], jenz zni: DokaZte ¢i vyvratte tvrzeni, Ze o-téleso vsech
borelovskych podmnozin Cantorova diskontinua je volnd o-algebra.

Jak tika nasledujici véta, tvrzeni o o-izomorfni reprezentaci volnych o-
-algeber neplati pro ostatni volné R¢-uplné Booleovy algebry, ¢imz tyto obecné
algebry ztraceji na vyznamu.

Véta: Pro libovolné R > 2% (a tim pro kazdé nespocetné R¢, predpokla-
dédme-li hypotézu kontinua) nemtize volnd N¢-uplné Booleova algebra AS{E pro
m > Vg byt Ne-izomorfné reprezentovana Re-Gplnym télesem mnozin.

52Poznamenejme, 7e zakladni myslenka dikazu spoéiva v induktivni konstrukci pomocné
rostouci posloupnosti o-filtri v dané algebie A:ﬁ?. Podobné argumenty pouzil L. Henkin
v [Hen49] k dikazu Gédelovy véty o plnosti predikatového kalkulu prvniho fadu.

53L.S. Rieger dodava, Ze tato véta mize byt nekonstruktivné dokézana obdobnym postu-
pem, ktery pouzil R. Sikorski [Sik48] k dikazu Loomisovy véty, ¢i pfimym pouzitim Loomi-
sovy véty. Riegrovym cilem vsak bylo podat konstruktivni dikaz.

54 Minimdlni o-téleso borelovskych podmnozin prostoru Cy, je nejmensi o-téleso podmno-
zin tohoto prostoru, které obsahuje vSechny oteviené a soucasné uzaviené mnoziny.
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Tuto vétu L.S. Rieger dokézal pomoci vysledki Sikorského préace [Sik48] a
ziskal negativni odpovéd na Birkhofftiv problém ¢&. 80. Ten spocival v hleddnd
mozného zobecnéni Loomisovy véty pro kardindlni ¢isla riznd od V.

Na zévér je diskutovan Birkhofftiv problém ¢. 78: Dokazte ¢i vyvratte tvrzent,
ze je-li o-algebra B o-generovand podmnozinou G, pak kaZdé nenulové x € B
obsahugje néjaky spocetny (konedny & nekonecny) nenulovy prisek N g; proki
zG.

L.S. Rieger dokazuje negaci, uvadi jednoduchy protipfiklad pro konecné i
nekoneéné o-algebry. Proto problém modifikuje nasledovné: Necht AXO je volnd
o-algebra a x jeji libovolny nenulovy prvek. Existuje mnoZina G wvolniych o-
-generdtori této algebry tak, Ze Ng; # 0, Ng; C = pro g; € G? Odpovéd na
tuto otdzku je jiz kladnd (na zakladé Véty V2).

Cast 2.: Aplikace v logice

Jak jiz bylo vySe zminéno, v druhém oddilu prace [R7] aplikuje L.S. Rieger
vysledky ziskané v prvni, algebraické ¢asti na matematickou logiku, specidlné
na Tarského-Lindenbaumovu algebru.

Tarského-Lindenbaumova algebra (dale jen TL-algebra)®® predikdtového
kalkulu prvniho fadu je mnozina t¥id formuli tohoto kalkulu, kde dvé formule
patii do téze t¥idy pravé tehdy, kdyz jsou logicky (syntakticky) ekvivalentni®®.
Na této mnoZiné jsou prirozenym zpusobem definovany binarni operace spo-
jeni, priiseku, unarni operace doplnku, nula a jednotka. TL-algebra je tedy
Booleovou algebrou.

Jsou zde vsak také definovany urc¢ité nekonec¢né spocetné pruseky a spojeni.
Ukazuje se, ze TL-algebru mizeme chépat jako jisté rozsifeni volné o-algebry
(je tfeba rozsifit pojem volné o-algebry a dalsi pojmy s ni souvisejici tak, aby
zde byly uvazovany zmifiované nekone¢né operace na TL-algebte).>”

Pouzitim vysledkd o o-izomorfni reprezentaci volnych o-algeber z 1. ¢asti
prace ziskava L.S. Rieger nasledujici tvrzeni:

)55

Véta V3: Tarského-Lindenbaumovu algebru predikatového kalkulu prvniho
fadu lze o-izomorfné (vzhledem k definovanym koneénym a nekoneénym opera-
cim) reprezentovat o-podalgebrou o-télesa borelovskych podmnozin Cantorova
diskontinua C.%8

55T L-algebra byla poprvé zavedena A. Lindenbaumem v roce 1927 a o nékolik let pozdéji
(v ponékud odligné formé) A. Tarskym. Jiz od tficatych let dvacatého stoleti byla rozséhle
zkouména mnoha matematiky, uvedme napf. L. Henkina, H. Rasiowou, A. Mostowského, R.
Sikorského ¢i J.C.C. McKinseyho. Puvodné byla formulovana pro vyrokovy kalkul. Na konci
CtyFicatych let byla Lindenbaumova konstrukce zobecnéna a aplikovana na predikatovy kalkul
prvniho fadu.

Tarského-Lindenbaumova algebra byva casto nazyvana jen Lindenbaumova. Dopliime, ze
Adolf Lindenbaum (1904-1941) byl nadany polsky matematik a logik, ktery zemfel v zidov-
ském ghettu ve Vilniusu.

56Formule A, B jsou logicky (syntakticky) ekvivalentnd, jestlize (A = B) et (B = A) je
dokazatelna formule.

57Stejna problematika je feSena v fedi tzv. zobecnénych o-algeber v Riegrové préaci [RS].

58Tato véta je citovana v monografii H. Rasiowé a R. Sikorského The mathematics of me-
tamathematics [RS63], str. 366. Pozdéji byla dok4dzana v pracich H. Rasiowé a R. Sikorského
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Pfimym dutsledkem této véty o o-izomorfnim vnofeni TL-algebry do o-télesa
borelovskych podmnozin Cantorova diskontinua je nésledujici tvrzeni:

Véta V4: Ke kazdému prvku [A] # 0°° Tarského-Lindenbaumovy alge-
bry predikatového kalkulu prvniho fadu existuje o-homomorfni zobrazeni (opét
v roz§ifeném smyslu definovanych operaci) ¢ této algebry na algebru
B = {0,1},% pro které @([A4]) = 1.

Hledané zobrazeni @ k danému prvku [A] ziskdme napf. tak, ze poloZime
?([X]) = 1, kdyz borelovskd podmnozina reprezentujici [X]| obsahuje mnozinu
reprezentujici [A]. V ostatnich p¥ipadech klademe @([X]) = 0.

Pravé uvedend véta je algebraickou formou (v ponékud zesilené podobé)
Godelovy véty o uplnosti predikatového kalkulu prvniho ¥adu®!.

V cCasopise Fundamenta Mathematicae, v némz byla tato Riegrova prace
publikovana, je pfimo za ni otiSténa dvoustrankova poznamka R. Sikorského
A note to Rieger’s paper ,,On free Ne-complete Boolean algebras® [Sik51]. R. Si-
korski zde uvefejnil jednoduchy dikaz Riegrovy Véty V2. Jako disledek uvadi
téz zobecnéni Véty V1.

Déle tuto Riegrovu préci cituji napf. S.A. Malyugin [Mal90], R.N. Ball a
A.W. Hager [BH90].

3.3 Prace na rozhrani algebry a logiky

V Riegrovych pracich je obtizné nalézt hranici mezi algebrou a logikou. N&-
sledujici publikace se pohybuji na pomezi abstraktni algebry a matematické
logiky, proto jsme je soustiedili do samostatného oddilu. Jejich spole¢nym a
vyznamnym znakem je algebraizace matematické logiky.

Poznamenejme, ze vyklad zékladnich logickych pojmu je podan v ¢asti 4.1.1.

3.3.1 On countable generalized c-algebras, with a new
proof of Godel’s completeness theorem [R8] (1951)

V této praci Ladislav Svante Rieger podava zobecnéni pojmu o-algebry v tom
smyslu, Ze nekoneéné spocetné operace spojeni a priseku nejsou definovany pro
vSechny prvky, ale jen pro ¢leny jistych vicendsobnych posloupnosti (nazvanych
fundamentdln?). Ukazuje, Ze spocetna zobecnéné o-algebra se spo¢etnou mnozi-
nou fundamentalnich posloupnosti muze byt izomorfné reprezentovana télesem
mnozin. Obecné takova izomorfni reprezentace neexistuje.

[RS58] a R. Sikorského [Sik62].

590 := [A et nonA].

601 = pravda“, 0 =, lez“.

61Tato véta ¥ika, ze tiida logicky pravdivych formuli se shoduje s t¥idou dokazatelnych
formuli. Pro podrobnéjsi rozbor a komentai viz ¢ast 4.1.1. Uplna formulace ptivodnich Gé-
delovych vysledku z prace [G6d30] je pomérné komplikovana, zejména vzhledem k jistym
aspektim, které maji spiSe filozofickou povahu.
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Hlavni cil prace [R8] je stejny jako cil druhé ¢4sti prace [R7]: aplikace vy-
sledki na matematickou logiku, konkrétné na TL-algebru predikatového kal-
kulu prvniho fadu. Tim L.S. Rieger opét ziskava novy dukaz Godelovy véty
o uplnosti tohoto kalkulu.

I o téchto svych vysledcich L.S. Rieger pfednasel na Mostowského seminari
ve Varsavé v dubnu 1950; spolu s tématem ¢ldnku [R7] byly jeho vysledky obsa-
hem nékolika referat o algebraickém pojeti predikatového kalkulu. Dodejme,
Ze jiz v té dobé zacal pracovat na monografii Algebraic methods of mathematical
logic, ktera vsak byla dokoncena a vydana az nékolik let po jeho smrti.

Pfipomenme, ze tyto Riegrovy vysledky vysly nejen v anglickém ¢lanku
[R8], ale i v ruské verzi [R9]; navic byl v Casopise pro péstovdni matematiky
vydan kratky vytah [R30].

vvvvvv

me Booleovu algebru B. Necht ® je rodina vicendsobnych posloupnosti prvki

z B tvaru (an,,....ny ). np—1- Mnozinu ® nazyvime rodinou fundamentdlnich

(angl. marked) posloupnosti, jestlize jsou splnény nasledujici vlastnosti:

1. Pravidlo dopliikku:
je'li (anh-nynk)wo;i,“.,nk:l € ¢7 pak (a;zl,...,nk)%ol,...,nk=1 €.
2. Pravidlo spojeni a pruseku:

jSOu—li (a’nlxn'ynk)’l?i,...}nk:l7 (bml,m,mz)?r?l,...,ml:l € Q’ pak

(anl,...,nk \/ bml,...,ml)oo 1 S q)

N1yeeesNE,M1,y..., M=

oo
(anl,---,nk A bm1,--~,mz)n1,... Ni,M1,...,m;=1 €.

3. Pravidlo identifikace zvolenych indexii:

je-li (any,.ni)ps =1 € @, jsou-li 1 <idy <--- <y <k zvolené indexy
a polozime-li n = n;, =--- =n,;_, pak

o0
(anl’»---,nil—17n1ni1+1,-~»7nis—17n,nis+l,~»»7nk)n,nl,...,nk:1 € CI)

4. Pravidlo fixace indext:

jestlize (am,u.,nk)?ﬁ,“.,nk:l € P 1 <4 < - < iy <k jsou zvolené
indexy a n;,,...,n;, predem dand pfirozena cisla, pak
o0
(a’nl,--wnil7---7"1'5:---v"k)n1,--<7sz'171,ni1+1,--<7nis717ms+17~--,nk:1 €.

5. Pravidlo trivialni posloupnosti:

je-li an,,.. n, =a € B pro vSechna ni,...,n; € N, pak

(a’nly--wnk)?ﬁ,“.,nk=l €.
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6. Pravidlo suprema a infima:

ke kazdé posloupnosti (an, .. n,)ne.  n.—1 € © existuje v B

supremum
oo oo oo
\/ any,...onp = \/ \/ QAny,...,np
nl,...,nkzl n1:1 ’ﬂkzl
a infimum
o0 oo oo
/\ Any,...onpe = /\ tU /\ Any,...onp -
Ny, NEp=1 ni=1 np=1

7. Pravidlo ¢astec¢ného suprema a infima:

je-li (am,..-,nk);ﬁ,...,nk:l € ® a j dané prirozené ¢islo, 1 < j < k, pak pro
vSechna Ny, eey,Mj—1,MNj41,--., Nk eN

oo

/\ anhm,nj—hnj,nj+17-~,n1c
nj:1

oo

\/ Any,eng_1,m5,M541,0 Mk
nj:1

jsou ¢leny (k — 1)-nésobné posloupnosti patfici do ®.

Booleova algebra B, ve které je dana rodina fundamentalnich posloupnosti
®, se nazyva zobecnénd o-algebra vzhledem k rodiné ®, zkracené ®o-algebra.

Uvédomme si, ze ®o-algebra je skuteéné zobecnénim pojmu o-algebry, ne-
bot v o-algebfe je @ rodinou vSech vicendsobnych posloupnosti prvki. Pro
®o-algebru nyni zavedeme pojem ®o-prvofiltru®? a o-izomomorfismu (v zo-
becnéném smyslu).

Definice: Neprazdna vlastni podmnozina P ®g-algebry B se nazyva ®o-
-prvofiltr, jsou-li splnény nasledujici vlastnosti:

1. jestlize (an, .. n, )2 1 € ®,kde ay, ... n, € P provsechnang,...,n;

N1,y Np=
€ N, pak

o0

/\ Qn,y,....ny € P,

ni,...,ng=1

2. (Vae P)(WVbe B)(a<b=beP),

3. je-li
o0
(oo}
(anlwu,nk)nl,..‘,nk:l € éa \/ anl,...,nk S Pa
nl,...,nkzl
pak existuji pfirozend ¢isla g, ..., 7, Ze an,,.. 5, € P.

621,.S. Rieger zde pouziva misto terminu filtr termin idedl, coz bylo pro jeho dobu pomérné
typické.
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Definice: Bijektivni zobrazeni ¢ ®o-algebry A do Yo-algebry B se nazyva
(zobecnény) o-izomorfismus, jestlize plati nasledujici:

1. je'h (an1,~-7nk)201,...7nk:1 € (I)v pak (‘P(anh-u,nk));ﬁ,...,nkzl € \Ilv

2. pro kazdou posloupnost (an,. .. n, )5 n.—1 € © plati

ni,..
00 00
\/ w(anl,uan) =@ \/ a’nl,m,nk ?
ni,...,np=1 ni,...,nEp=1

3. pro kazdou posloupnost (an, .. n, )5 n.=1 € © plati

ni,..
S 00
/\ @(anl,“.,nk) =@ /\ Apy,ong | s
’I’Ll,.‘./ﬂk:l ’I’Ll,...7’I’Lk:1

4. o(a’) = (p(a)) pro kazdé a € A,

5. pro kazdou posloupnost (by, ... n, )5 1 € U existuje posloupnost

yeey M=

00 v
(a’nl,--an)nl,...,nk:l € taka ze

©(Any ... np) = bny.... n, Pro viechna ny,...,ny € N.

Po prislusnych definicich uvadi L.S. Rieger znaméa tvrzeni o zobecnénych
o-algebrach, jmenovité Lemma o vnofeni ®o-algebry do o-algebry, 1. a 2. vé-
tu o zobecnéném o-izomorfismu a Loomisovu vétu. Pomoci téchto vysledki,

zejména prostiednictvim Loomisovy véty, dospiva k hlavnimu zévéru své prace
[R]:

Vé&ta: Necht B je spocetnd ®o-algebra se spocdetnou rodinou ® fundamen-
talnich posloupnosti. Potom existuje téleso mnozin T' a rodina ¥ fundamental-
nich posloupnosti mnozin z T', 7e ¥o-algebra T je o-izomorfni (v zobecnéném
smyslu) s ®o-algebrou B.%3

Déle je jiz pozornost vénovana oblasti matematické logiky. L.S. Rieger uka-
zuje, ze TL-algebra je spocetnd ®o-algebra se spocetnou rodinou P, a tedy
o-izomorfni s ®o-télesem mnozin T .64

Z tohoto zavéru jednoduse dospiva k nasledujicimu tvrzeni:

Véta: Ke kazdému nenulovému prvku [A] Tarského-Lindenbaumovy alge-
bry predikatového kalkulu prvniho fadu existuje ®o-prvofiltr, ktery ho obsa-
huje.

Uvédomme si, ze kazdy ®o-prvofiltr P TL-algebry B urcuje ®o-homomorfni
zobrazeni ¢ algebry B na algebru {0,1} (polozime ¢([X]) = 1, kdyz [X] € P,

63Toto tvrzeni v roce 1953 nezévisle dokazali v jisté obecnéjsi formé H. Rasiowa a R. Si-
korski v praci [RS53].

64Ve své predchozi praci [R7] L.S. Rieger dokazal, ze T je o-podtélesem o-télesa borelov-
skych podmnozin Cantorova diskontinua (viz Véta V3, éast 3.2.4).
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a ¢([X]) =0, kdyz [X] ¢ P). Je vidét, ze byl ziskdn analogicky vysledek jako
ve Vété V4, ¢ast 3.2.4.

Tento vysledek je matematickym jadrem (opét v ponékud zesilené podobé)
zminované Gddelovy véty o tplnosti predikidtového kalkulu prvniho fadu.

Princip Riegrovych dikazi Goédelovy véty o tuplnosti provedenych v pra-
cich [R7] a [R8] je do jisté miry obdobny. Jeho postup je tvofen nasledujicimi
spole¢nymi kroky:

1. je ukdzéno, ze Booleova algebra jistého typu (konkrétné rozsifeni volné o-
-algebry v [R7], resp. spocetna, ®o-algebra se spo¢etnou rodinou @ v [R8])
muze byt o-izomorfné reprezentovana jistym o-télesem mnozin,

2. je ukézano, ze TL-algebra je touto specialni Booleovou algebrou,
3. tedy TL-algebra miize byt téz reprezentovana timto o-télesem mnozin,

4. je definovédn o-homomorfismus TL-algebry na algebru {0,1} (coZ jiz od-
povida algebraické formulaci Godelova tvrzeni).

Na zévér poznamenejme nékolik slov o dalsich dikazech Godelovy véty
o uplnosti. Prvni zasadni modifikaci ptivodni Gédelovy diukazové metody pred-
stavil roku 1948 A. Mostowski v knize [Mos48]. Odlisny dikaz podal v nasledu-
jicim roce v praci [Hen49] L. Henkin (nar. 1921) (viz poznamka 52) a nezévisle
na ném obdobnym zptisobem i A. Robinson [Rob51].

V roce 1950 tuto vétu novym zpisobem dokézali R. Sikorski a H. Rasiowa
[RS50]. Idea jejich diikazu je podobnd myslence Riegrové. Na obdobnych prin-
cipech jsou zalozeny i diikazy E.W. Betha (1908-1964) [Bet51], G. Hasenjéigera
(nar. 1919) [Hasb3], J. Lose [Lo$55] ¢i J. Reichbacha [Rei55]. Pro rozbor téchto
dukazi odkazujeme na [Sur73].

Poznamka: A. Mostowski dokdzal Godelovu vétu pro kalkul bez rovnosti.
Jin{ dokézali zobecnénou, tzv. Goédelovu-Mal’cevovu vétu o tplnosti (viz ¢ast
4.1.1) predikatového kalkulu bez rovnosti (E.W. Beth) a s rovnosti (L. Henkin,
G. Hasenjiger, H. Rasiowa a R. Sikorski, J. Reichbach, L.S. Rieger). Dalsi
modifikaci dikazu Goédelovy-Mal’cevovy véty podal L.S. Rieger téz v praci
[R21] (a [R22]), viz ¢ast 5.2.1.

3.3.2 O jedné zdkladni vété matematické logiky [R10]
(1955)

Préce [R10] je vénovana obdobnému tématu jako pfedchozi prace [R8] a v jis-
tém smyslu mé stejné téma jako [R7]. Pfedné je zde jednoduchym zpiisobem
dokézana fundamentalni véta o zobecnénych o-algebrach, ktera je algebraic-
kou formulaci jedné ze zékladnich vét matematické logiky, tzv. Lindenbaumovy
véty. Déle je ukazano, ze Godelova véta o tplnosti predikatového kalkulu prv-
niho Fadu a tzv. Lowenheimova-Skolemova véta jsou dusledky této véty. Zaver
je opét vénovan této Godeloveé vété. L.S. Rieger porovnava jeji nejznameéjsi
dikazy, které byly do té doby ziskany.
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Na uvod je tfeba zdaraznit, ze L.S. Rieger v tomto ¢lanku zavadi pojem
®-algebry jako zjednoduseni pojmu ®o-algebry definovaného v predchozi praci
[R8].5° O tomto zjednoduseni se vSak sam v praci nezmitiuje a ®-algebru nazyva
stejné jako v [R8] zobecnénou o-algebrou. Jelikoz pojem P-algebry je mnohem
jednodussi nez pojem Po-algebry, uvadime zde jeji definici:

Definice: Booleova algebra B se nazyva ®-algebra (vzhledem k rodiné @),
jestlize je dana rodina ® posloupnosti prvku z B spliujici nasledujici vlastnosti:

1. Pravidlo dopliku:
jeli (an)pLy € @, pak (a7,)pL, € ®.
2. Pravidlo spojeni:
jsou-li (@)%, € ®,a € B, pak (a, Va)22, € ®.

3. Pravidlo trivialni posloupnosti:

je-li a, = a € B pro kazdé n > ng, kde ng je néjaké prirozené ¢islo, pak
(an)S2, € .
4. Pravidlo suprema:

ke kazdé posloupnosti (a,)52, € ® existuje v B supremum \/,~_; ay,.

Poznamka: Z definice ®-algebry jiz plyne pravidlo pruseku analogické pra-
vidlu spojeni a pravidlo infima analogické pravidlu suprema.
Pro uplnost uvadime i definici ®-filtru a ®-prvofiltru:

Definice: Neprazdné vlastni®® podmnozina F ®-algebry B se nazyva ®-
-filtr, jsou-li splnény nésledujici vlastnosti:

1. jestlize (an)5, € ®, kde a,, € F pro kazdé n € N, pak A", a, € F.
2. Mae F)WVbeB)(a<b=beF).
®-filtr P se nazyva ®-prvofiltr, jestlize navic plati

3. je-li (an)i2, € ®a\/,_, a, € P, pak existuje piirozené 7 tak, ze az € P.

Nyni jiz mtzeme vyslovit hlavni vétu Riegrovy préace [R10].

Véta: Necht B je ®-algebra se spocetnou rodinou ® a F jeji ®-filtr. Pak
existuje ®-prvofiltr P této algebry, ktery obsahuje F.67

L.S. Rieger tuto vétu dokazal pomeérné jednoduse ve srovnani s dikazy
provadénymi v oblasti matematické logiky, a to pomoci (jednoduché) induktivni

651,.S. Rieger zde piedevsim uvazuje rodinu ® pouze jednoduchych posloupnosti prvki.
661..S. Rieger nyni uvazuje pouze vlastni ®-filtry.
67Poznamenejme, ze ®-algebra se spoéetnou rodinou ® musi byt sama spoéetna.
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konstrukce. Poznamenal, ze zakladni myslenku této konstrukce pouzil jiz napf.
L. Henkin v ditkazu Godelovy véty (viz [Hen49] a poznadmka 52).%8

Déle L.S. Rieger popsal TL-algebru predikatového kalkulu prvniho fadu a
ukazal, ze je to ®-algebra se spocetnou rodinou ®. V disledku toho pfistoupil
k definici pojmu (bezesporné) teorie prvniho ¥4du®, kterd vychazi z A. Tar-
ského (viz [Tar36a] a [Tar36b]).

Definice: Bezesporna teorie prvniho radu je ®-filtr Tarského-Lindenbau-
movy algebry. Uplna bezesporné teorie prvniho fadu je pak ®-prvofiltr této
algebry.

Po zavedeni téchto pojm je ziejmé, Ze vySe uvedend hlavni véta prace [R10]
je algebraickou podstatou nésledujici vety:

Lindenbaumova véta: Kazdou bezespornou teorii prvniho fadu je mozno
roz§itit v uplnou bezespornou teorii.

Nyni se L.S. Rieger dostal ke Godelové vété o tplnosti predikatového kalkulu
prvniho fadu, kterou dokazal jako diisledek Lindenbaumovy véty. Formuloval
ji takto (vétu citujeme v Riegrové ptuvodnim, ponékud silnéjsim znéni):

Neni-li vijraz A nizstho predikdtového poctu formuli,”® pak lze kazdé predikd-
tové promenné™ ddt vyznam urcité (obecné n-clenné) relace mezi prirozenymi
¢isly a libovolné oznacit vsechna prirozend c¢isla pomoci individuovych promen-
nych™ tak, Ze vjraz A po pripadném dosazeni vhodnich cisel za jeho volné
individuové proménné (pokud v A néjaké jsou) obdrzi vijznam chybného turzeni
o prirozengjch cislech.™

Analogickym postupem pak dokazal nasledujici vétu:

Lowenheimova-Skolemova véta:™* Kazd4 teorie se spocetnym jazykem,
kterd ma model, mé rovnéz spocetny model”.

Poznamka: Disledkem Lowenheimovy-Skolemovy véty je tzv. Skolemuv
paradox publikovany v [Sko23], ktery lze formulovat takto:

Pfedpoklddéme-li bezespornost teorie mnozin, musi mit tato teorie (podle
Godelovy véty o tplnosti) model. Podle Lowenheimovy-Skolemovy véty musi

687de L.S. Rieger konstruuje pomocnou rostouci posloupnost ®-filtrti obsahujicich F. Hle-
dany ®-prvofiltr P je jejich mnozinovym sjednocenim.

697, vyjadiitelné v symbolech predikatového kalkulu prvniho fadu. L.S. Rieger je nazyva
elementdrni.

70Slovem vijraz oznadoval L.S. Rieger to, ¢emu dnes fikame formule, slovem formule rozu-
mél dokazatelnou formuli.

71Tj. (dnes) predikétu.

72V dnesni fe¢i pouze proménnych.

73[R10], str. 226.

74Tato véta byla poprvé dokazana (ve slabsim znéni) Leopoldem Léwenheimem v praci
[Léw15]. Zna¢né zjednoduseni Lowenheimova dikazu a zobecnéni této véty podal o pét let
pozdéji Thoralf Skolem v [Sko20].

75Tj. model, jehoz univerzum je spo¢etnd mnozina (viz ¢ast 4.1.1).

L.S. Rieger tuto vétu uvadi v nasledujicim znéni: KaZdd bezespornd teorie prvniho rdadu
miuZe byt povaZovdna za teoris jistych relact mezi prirozenymi ¢isly. [R10], str. 228.
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mit rovnéz spocetny model. V teorii mnozin plati, Ze mohutnost potenéni mno-
ziny libovolné mnoziny m je ostfe vétsi nez mohutnost mnoziny m. Je-li vsak
model teorie mnozin spocetny, pak vSechny mnoziny této teorie musi byt spo-
Cetné. To je ve (zdanlivém) rozporu s G. Cantorem (1845-1918), ktery v roce
1874 dokézal existenci nespocetnych mnozin. Ve skutecnosti se o spor nejedné,
nebot tyto mnoziny jsou nespocéetné pouze uvniti modelu. Z vnéjsiho hlediska
jsou spocetné.

Prostfednictvim téchto vysledki byly objeveny nestandardni modely arit-
metiky (viz ¢4st 4.2.6).

3.3.3 Ob algebrach Suslina (S-algebrach) i ich predsta-
vlenii [R11] (1955)

V praci O Suslinovyjch™® algebrdch a jejich reprezentacich L.S. Rieger jako prvni
zavedl zobecnéni o-algeber na tzv. Suslinovy algebry. Zhruba lze Fici, zZe se tyto
algebry vztahuji k tzv. A-operaci (zndmé z deskriptivni teorie mnozin) stejné
jako o-algebry k borelovskym operacim.

Clanek [R11] vznikl v souvislosti se snahou nalézt zobecnéni TL-algebry
predikatového kalkulu prvniho fadu na algebru kvantifikace proménnych ma-
tematické logiky druhého radu. Jak L.S. Rieger pise, tato publikace je v jistém
smyslu algebraizaci ¢asti deskriptivni teorie mnozin. Jeho cilem bylo podat al-
gebraické analogie (v Fe¢i Booleovych algeber) nékterych pojmt deskriptivni
teorie mnozin a sepsat fundamentalni myslenky souvisejici s planovanou novou
teorii kvantifikace proménnych matematické logiky. V préci [R11] pozname-
nava, ze k tisku pripravuje hlubsi propracovani této teorie. Neni nam vsak
znamo, ze by k publikovani jeho dalsich poznatki skutecné doslo.

Zakladni vysledky L.S. Rieger prezentoval jiz na schiizi Ceskoslovenské ma-
tematické spolecnosti v Praze dne 25. 5. 1953.77 V ¢lanku [R11] piiznava, ze
néktera tehdy uvedend zobecnéni se poté ukazala jako nespravna. O aplikacich
v matematické logice druhého fadu L.S. Rieger prednasel na 8. sjezdu polskych
matematiki ve Varsavé v zari téhoz roku, jednalo se o referat O kvantifikdtorech
spojujicich logické proménné 2. rddu.

O dva roky pozdéji se L.S. Rieger tcastnil 4. sjezdu ceskoslovenskijch mate-
matiki, kde vystoupil 2. 9. 1955 s referatem Suslinovy algebry a jejich represen-
tace a 5. 9. s prispévkem O problému kvantifikace predikatovych promeénngch
matematické logiky. Dodejme, Ze o této problematice L.S. Rieger téz refero-
val dne 29. 3. 1954 v Matematické obci prazZské pod nazvem K algebraisaci
deskriptivni theorie mnozin.

76Mikhail Yakovlevich Suslin (1894-1919), rusky matematik, ktery pracoval zejména
v obecné topologii a deskriptivni teorii mnozin. Jeho jméno je spojeno zejména s tzv. Susli-
novym problémem, ktery se tyka usporadani mnozin redlnych cisel. V sedesatych letech minu-
1ého stoleti bylo dokdzano, Ze tento problém je nezavisly na axiomech Zermelovy-Fraenkelovy
teorie mnozin, tedy ze jej v této teorii nelze dokazat ani vyvratit.

7TV tento den L.S. Rieger vystoupil v Matematické obci praiské s prednaskou O Kol-
mogorovovych algebrach I. Na jeho vystoupeni navazovala druha ¢ast O Kolmogorovovych
algebrdch II, ktera se uskutecnila 15. 6. 1953.
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Publikace [R11] je rozdélena do osmi paragrafti. Clenéni nasledujiciho textu
nebude pfesné odpovidat ¢lenéni Riegrové, linii prace vsak zachovame.

Hlavni témata prace

Definice: Necht B je Booleova algebra. Rikéme, 7e B je Suslinova algebra (&i S-
-algebra), jestlize pro kazdy systém {by, . k,} prvka algebry B, kde
ki,....k, € Nyn €N, (tzv. Susliniv systém)™ plati

sup /\bkl, &, € B.
(kn)oy p=1

V tomto pripadé definujeme operaci

A({br,,...k,}) == sup /\bzl, i

(77;)7,1 1m=1

a ikdme, Ze v B je splnéna (Suslinova) A-operace A({bk, .. . })-"°
Jsou-li prvky S-algebry mnoziny, nazyvame ji S-téleso.

L.S. Rieger se v préici [R11] soustfedil na nésledujici otazky:

1. Je mozné (a za jaké podminky) zobecnit Kolmogoroviiv-Sierpiniského pro-
5,30 zndmy z deskriptivni teorie mnozin, na S-algebry a dostava se toto
zobecnéni mimo ramec teorie mnozin?3!
2. Lze charakterizovat S-téleso tzv. C-mnozin bodd Cantorova diskontinua
jako (v jistém smyslu) volnou Booleovu algebru?

3. MuZeme (a za jaké podminky) povazovat S-algebry za homomorfni ob-
razy S-téles?

V zévéru ¢lanku [R11] L.S. Rieger uvadi poznamky o moznostech zobecnéni
metod a vysledkl prace a nastinuje aplikace v matematické logice druhého rfadu.

"8Indexova mnozina tohoto systému je tedy NU (N x N) U (N x N x N) U

79Jedn4 se o algebraickou analogii Suslinovy A-operace z deskriptivni teorie mnozin pro
pfipad Booleovych (konkrétné Suslinovych) algeber.

80Viz [Sie26].

81L.S. Rieger podava v patém paragrafu prace [R11] nejprve nutnou a postacujici podminku
pro konvergenci tohoto procesu — formulovaného pro Suslinovy algebry — v wi krocich. Tento
proces konverguje napr. v kazdém S-télese.

Prostfednictvim pravé zminénych podminek pak ziskavd odpovéd na stanovenou otazku
(na jeji prvni a posledni éast odpovida kladné). Déle je ukazano, Ze rozsifeni Kolmogorovo-
va-Sierpinského procesu na S-algebry je vyznamné, nebot existuji S-algebry, v nichz tento
proces konverguje a které nejsou S-izomorfni (viz déle) s S-télesem.
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Podminky nuly

Definice: Necht b¢ jsou prvky o-algebry B,%? kde k € N,a < w;. Rikame,
ze v B je splnéna slabd, resp. silnd podminka nuly, jestlize pro vSechny prvky
by € B,k € N,a < wyq, takové, ze

bg/\bgzoproa;ﬁﬁ,
resp. takové, ze
bgzbf pro a < § a infbj =0,
[
plati

inf i} by = 0.
@ k=1

Déle L.S. Rieger uvadi predpoklady, za nichz je slaba podminka nuly di-
sledkem silné podminky nuly. Poznamenejme, Ze slabou podminku nuly spl-
fiuje napi. kazda volna o-algebra. Obé podminky nuly jsou splnény v téch
o-algebrach, které splituji tzv. podminku spocetnosti retézci®>.

Nyni je tfeba zavést modifikaci pojmu homomorfismu pro S-algebry.

Definice: Necht A, B jsou S-algebry a ¢ zobrazeni A do B. Pak ¢ se nazyva
S-homomorfismus, jestlize plati:

1. (A({bk,,...x, }))= A{o(bk,....k,)}) pro kazdy Susliniv systém {bg, ., }
algebry A,

2. p(a’) = (p(a))’ pro kazdé a € A.

Zakony distributivity

Definice: Necht B je S-algebra a a; ; € B,i,j € N. Potom B se nazyvé slabé
distributivni, jestlize

AV aii = Ay, ),

i=j j=1
kde bk, k, = a1 N0 NG, -

Definice: Necht ({a}, . })i2; je posloupnost Suslinovych systémii v S-
-algebie B. Pak Suslintv systém {b;, ;. } dany vztahy

1 1
bk’l - ak A ak’h

1 1 2
ka)m = a A\ ak7l N Aoy s

828 algebra je zesilenim pojmu o-algebry.
83Tj. podminku, Ze v transfinitni posloupnosti a; < --- < aq < ... se od uréitého spocet-
ného indexu @ jedna o rovnost.
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1 1 2 1
bktmn = g N Qg NGy N Qg g,

2

1 1 2 1
kaﬂ”h"aP = ay A a’k:,l A A, A ak,lm A a’m7p’

_ 1 1 2 1 2 3
bk lmn,p.g = O N Qg A Gy N Qg N Gy N Gy,

se nazjvé diagondlni systém posloupnosti ({aj, . })72;.

Definice: Dana S-algebra B se nazyva silné distributivni, jestlize pro libo-
volnou posloupnost ({ay, ;. })2; Suslinovych systémi plati

oo

N A{ak, ) =A{by,..0,. D),

i=1
kde {b;,.....1,, } je diagonlni systém posloupnosti ({a};17"'),€n})i°il.

Podobné jako u podminek nuly neni obecné slaba distributivita disledkem
silné distributivity. Nicméné napt. vSechna S-télesa jsou silné i slabé distribu-
tivnimi S-algebrami. Dale L.S. Rieger dokazuje nasledujici vztahy mezi pod-
minkami danymi zédkony distributivity a podminkami nuly:

e Z4dné z téchto podminek nejsou ve sporu, tj. existuji silné i slabé distri-
butivni S-algebry, které spliuji obé podminky nuly, napt S-télesa vsech
podmnozin néjaké mnoziny.

e Podminky opac¢né ke vsem uvedenym podminkam téz nejsou ve sporu.
e Ze silné ani slabé podminky nuly nevyplyva ani slaby zakon distributivity.
e Ze silného ani slabého zakona distributivity nevyplyva ani slaba pod-
minka nuly.
Volné S-algebry

Definice: S-algebra A se nazyva volnd slabé (silng) distributivni S-algebra
s po¢tem m volnych generédtorii, pokud v A existuje podmnozZina G mohutnosti
m takova, ze plati:

1. jedind slabé (silné) distributivni S-podalgebra algebry A obsahujici pod-
mnozinu G je sama A,

2. kazdé zobrazeni ¢ podmnoziny G do jakékoliv slabé (silné) distributivni
S-algebry B miiZze byt rozsifeno na S-homomorfismus algebry A do alge-
bry B.

Dodame-li k pravé uvedené definici silnou podminku nuly, dostavame pojem
volné slabé (silné) distributivni S-algebry se silnou podminkou nuly. L.S. Rieger
dale dokazuje nasledujici dvé tvrzeni:
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Véta: Pro jakékoliv kardinalni ¢islo m # 0 existuje volna silné distribu-
tivni S-algebra s poctem m volnych generatord. Tato algebra je definovéana
jednoznacéné (az na S-izomorfismus). Budeme ji oznacovat D,,.

Véta: Pro jakékoliv kardinélni ¢islo m # 0 existuje volna slabé distributivni
S-algebra se silnou podminkou nuly a s poctem m volnych generatori. Tato
algebra je definovdna jednoznacné (az na S-izomorfismus). Budeme ji oznacovat
Do

Poznamka: Zde je vhodné fici nékolik slov o obecnych ditkazovych meto-
dach existence volné algebraické struktury urcitého typu. Nejprve se konstruuji
yslova“, tj. formalni mnohocleny, které odpovidaji danym operacim v alge-
braické strukture a jejich kombinacim. Prvky hledané algebraické struktury se
pak sestrojuji jako tfidy stejné silnych slov.

Existuji pritom dva zpiisoby:

1. Metoda vyznamu slov, pfi niz je tfida stejné silnych slov tvofena vSemi
slovy, kterd ,,vzdy“ (tj. pfi libovolnych vyznamech nejjednodussich slov,
kterd vystupuji jako ,algebraické proménné“) induktivné ziskavaji stejné
vyznamy v jakémkoliv daném systému vyznama urcitého typu. Timto
zptsobem L.S. Rieger postupoval napt. v praci [R7], viz ¢ast 3.2.4.

2. Metoda induktivni konstrukce relace stejné sily mezi slovy. Tento postup
je pouzit v dikazu predchozich dvou vét.

Charakterizace S-télesa C-mnozin Cantorova diskontinua

Nasledujici dvé véty davaji odpovéd na druhou otézku poloZenou v tvodni
Casti:
Véta: Miniméalni S-téleso tzv. C-podmnozin zobecnéného Cantorova dis-

kontinua C,, je volnd silné distributivni S-algebra s poétem m volnych gene-
ratort a je S-izomorfni s S-algebrou D,,.%*

Véta: S-téleso C-podmnozin Cantorova diskontinua C' = Cy, je volné slabé
distributivni S-algebra se silnou podminkou nuly a s po¢tem m volnych gene-
ratord a je S-izomorfni s S-algebrou Dgo.

Disledkem téchto tvrzeni je vztah Dy, = DY .
Zaroven jsme ziskali nasledujici rozsifeni Loomisovy véty:

Véta: Kazda silné distributivni S-algebra je S-homomorfnim obrazem
vhodného S-télesa mnozin.

To davé pozitivni odpovéd na vyznamné omezeny Birkhofftv problém ¢&. 80
(viz ¢ast 3.2.4); zde se jedné o omezeni na distributivni S-algebry. Pfipomenime,
Ze obecné je odpovéd na tento problém negativni, dokonce i v pripadé jeho
zeslabeni na S-algebry.

84 Minimdlnim S-télesem C-mnozin zobecnéného Cantorova diskontinua Cp, rozumime
nejmensi S-téleso podmnozin tohoto prostoru, které obsahuje vsechny oteviené a soucasné
uzaviené mnoziny.
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Zéaroven tim dostavame odpovéd na treti otdzku polozenou v ivodu. Vzhle-
dem k tomu, Ze byl v praci [R11] uveden piiklad S-algebry, kterd neni
S-homomorfnim obrazem zadného S-télesa, je odpovéd na prvni ¢ast této
otazky negativni.

Na ¢lanek [R11] pozdéji navazovali napf. P.J. Campbell v [Cam71], E. Ellen-
tuck ([EN75] a [EL77]). S-algebram se dale vénovali napf. W. Mallory v [Mal76]
a R. Morais ([Mor76] a [Mor77]). Na zavér poznamenejme, Ze recenzent prace
[R11] R. Sikorski v ni nalezl nékolik chyb, které ve své recenzi podrobné popsal.

3.3.4 Zametka o t. naz. svobodnych algebrach s zamy-
kanijami [R12] (1957)

Clanek Pozndmka o tzv. volnych algebrdch s uzdvéry je vénovéan jedné chybné
vété citované G. Birkhoffem, jez byla v [Bir48] navic mylné pfitazena K. Ku-
ratowskému. Cilem Riegrovy prace [R12] je objasnit nespravnost jejiho znéni i
pFipisovaného autorstvi.®®

Definice: Booleova algebra B se nazjva algebra s uzdvérem3®, jestlize je
na mnoziné jejich prvki definovana dodateéna unarni operace uzavéru spliiujici
axiomy:37

1. Vx€B)(VyeB)(xVy=7V7),

Poznamka: L.S. Rieger uvadi, ze algebry s uzévéry byly tehdy studovany
zejména kvili jejich aplikacim v tzv. modalnich systémech matematické logiky.
Mezi fundamentélni prace v té dobé patfil ¢lanek [MT44] autora J.C.C. Mc-
Kinseyho a A. Tarského, algebrami s uzavéry se téz zabyvali napt. H. Rasiowa
a R. Sikorski.

Zmitiovanda nespravnd véta z [Bird8] tvrdi, ze volnd algebra s uzdvérem, kterd
md jeden gemerdtor, obsahuje privé 16 prvki. L.S. Rieger toto tvrzeni vyvraci
v [R12] tim, Ze dokazuje nasledujici vétu:

Véta: Volna algebra s uzavérem, kterd mé jeden generator, ma nekonecny
spocetny pocet prvki.

V dikazu této véty podava priklad algebry s uzavérem a jednim generato-
rem majici nekone¢né mnoho prvkd. Vyuziva zde strukturu pozdéji nazvanou

85L.S. Rieger poznamenéva, %e na tyto chyby upozornil K. Kuratowského jiz v roce 1950,
rusky preklad Birkhoffovy monografie [Bir48] vsak zptisobil jejich rozsifeni.

86 Angl. closure algebra.

87Jedn4 se o klasické axiomy uzavérové operace, které se objevuji napt. v definici topolo-
gického prostoru.
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Riegriv-Nishimuriv svaz (viz ¢ast 3.2.2). Zaroven poznamenavd, ze jeho vétu
Domniva se, Ze jsou zptisobeny nespravnou interpretaci Kuratowského vysledku
z [Kur48], kde je podan seznam 14 mnozin, jeZ mohou byt ziskiny ze zadané
mnoziny topologického prostoru pomoci operaci uzavéru a dopliku. Po pridani
prézdné mnoziny a celého prostoru dostaneme strukturu o 16 prvcich, tu vsak
nelze povazovat za Booleovu algebru (neni napf. distributivni).

V souvislosti s Riegrovym-Nishimurovym svazem je prace [R12] citovana
v ¢lancich V.B. Sehtmana [Seh78] a F. Bellissimy [Bel86].

3.4 Citace v monografiich

Riegrovy algebraicko-logické prace jsou dosti casto citovany v monografiich vé-
novanych teorii svazl, zejména pak matematické logice. U konkrétnich vysledkt
byly jejich citace zminény pifimo v oddilech vénovanych piislusnym matema-
tickym dildm.

Nejvice je L.S. Rieger citovan v jiz zminénych knihach R. Sikorského Boo-
elan algebras [Sik60] a H. Rasiowé a R. Sikorského The mathematics of meta-
mathematics [RS63]. V monografii [Sik60] jsou citovany prace [R4], [R5], [R6],
[R8], [R10], [R11], [R12] a zejména [R7]. Autofi monografie [RS63] se odkazuji
na Riegrovy publikace [R4], [R7] a [R8], nejvice jsou zde zmitiovany vysledky
publikované v [R5], a to v oddilu vénovaném pravé intuicionistické vyrokové
logice.

Clanek [R5] je dale citovan v monografii S.C. Kleeneho a R.E. Vesleyho The
foundations of intuitionistic mathematics [KV65], v knize Foundations of set
theory [FBL73], jejimiz autory jsou A.A. Fraenkel (1891-1965), Y. Bar-Hiller
a A. Lévy, a v pomérné neddvné monografii A. Chargova a M. Zakharyascheva
Modal logic [ChZ97]. To vSe svédéi o zna¢ném vyznamu publikace [R5] pro
svétovou matematiku.

Riegrova prace [R7] je ddle zminovana v Kleeneho dile Mathematical logic
[Kle67] a publikace [R8] v knize A. Grzegorczyka (nar. 1922) An outline of
mathematical logic [Grz74]. Tyto dva ¢lanky téz patii mezi Riegrova nejvy-
znamnejsi dila.

Ryze algebraickd monografie G. Griitzera General lattice theory [Gra7§]
cituje Riegrovy prace [R4] a [R6]. Tyto publikace spolu s [R7] jsou téZ citoviny
v Birkhoffové Lattice theory [Bir67].

Na Riegrovy ¢lanky [R5] a [R8] se téz odkazuje Cesky psand monografie
z roku 1996 s ndzvem Kurt Godel [MN96], jejimiz editory jsou J. Malina (nar.
1945) a J. Novotny (nar. 1944).

3.4.1 Odkazy ve sborniku Studies in the history of
mathematical logic [Sur73]

Publikace Studies in the history of mathematical logic [SurT3] byla sestavena
Katedrou logiky na Jagellonské univerzité v polském Krakové. Obsahuje pfi-
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spévky z kazdoro¢né konané Konference z historie logiky poradané Polskou
akademii véd. Sbornik [Sur73] je rozdélen do tii tématickych celkt, jeden z nich
tvorl Prispevky k historii uplnosti predikatového kalkulu pruniho Tddu.

Tato ¢ast obsahuje pét referatt: Kurt Gédel’s doctoral dissertation (J. Zyg-
munt), A survey of the methods of proof of the Gddel-Malcev’s completeness
theorem (J. Zygmunt), The concept of the Lindenbaum algebra: its genesis
(S.J. Surma), On the old and new methods of interpreting quantifiers (A. Wrori-
ski) a L. Rieger’s logical achievement (W. Szczech).8®

Prispévek A survey of the methods of proof of the Gédel-Malcev’s com-
pleteness theorem®® porovnava ditkazy A. Mostowského [Mos48]|, E.W. Betha
[Bet51], L. Henkina [Hen49], G. Hasenjdgera [Hasb3], H. Rasiowé a R. Sikor-
ského [RS50], J. Reichbacha [Rei55] a L.S. Riegra. Jsou zde mj. popsény hlavni
vysledky Riegrovy prace [R8] a zminéna jeho diikazova metoda z ¢lanku [R7].
V souvislosti s Riegrovou dalsi modifikaci diikazu (na zékladé tzv. substitutivné
indexované Booleovy algebry, viz ¢ast 5.2.1) je zde citovdna jeho monografie
[R22].

V élanku The concept of the Lindenbaum algebra: its genesis®® prezentuje
S.J. Surma t¥i nezavisla zobecnéni puvodni Lindenbaumovy metody, ktera byla
pouzita k diikazu Godelovy véty o uplnosti. Jednd se o metodu J. Lose [Lo$55],
dale L. Henkina [Hen49] a a dalsich autord, a do tietice H. Rasiowé a R. Sikor-
ského [RS50] a téz L.S. Riegra. V této souvislosti jsou zde opét citovdny préace
[R7] a [R8].

3.5 Vznik a vyvoj teorie svazu

O vzniku a formovani teorie svazi v obdobi do roku 1939 je pojednano v mono-
grafii H. Mehrtense (nar. 1946) Die Entstehung der Verbandstheorie [MehT9].
Pojem svaz se objevil jiz ve druhé poloviné devatenactého stoleti, a to v oblasti
algebraické logiky a nezévisle v teorii ¢isel. V téchto souvislostech je uvadéno
jméno E. Schrodera (1841-1902), ktery navazoval na vysledky z logiky G. Bo-
olea (1815-1864) a C. Peirceho (1839-1914) (viz ¢ast 5.3.4). K axiomatické vy-
stavbé svazi dospél R. Dedekind (1831-1916) v rdmci snah o zobecnén{ pojmu
z elementarni teorie Cisel v teorii celych algebraickych ¢isel. R. Dedekind napf.
zavedl pojem modularnosti a dokazal fadu dulezitych vlastnosti tykajicich se
charakteristiky rtznych typt svazi.

Tyto vysledky vsak ve své dobé nebyly dostatecné pozitivné prijaty. Svazy
se dostaly do popfedi zdjmu matematikd az ve tficatych letech dvacatého sto-
leti. Svazova problematika se v této dobé objevuje v fadé oblasti, publikuji se
prace vénované jejim aplikacim. K pomérné rychlému zformovani teorie svazi
jako samostatné matematické discipliny pfispéla mj. van der Waerdenova®!

88 Clanek [Szc73] vénovany osobnosti L.S. Riegra byl jiz zminén v ¢asti 1.6.12.

89[Sur73], str. 165-238.

90[Sur73], str. 239-253.

91Bartel Leendert van der Waerden (1903-1996), holandsky matematik. Vénoval se zejména
algebre, algebraické geometrii, aplikaci teorie grup v kvantové fyzice, dale pak statistice a
historii matematiky.
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monografie Moderne Algebra [Wae31] a obzvlasté pak védecké dilo Garretta
Birkhoffa (nazgyvaného otcem teorie svazil), ktery jako prvni souhrnné zpra-
coval teorii svazli do jednoho celku. Jeho monografie Lattice theory ([Bir40] a
pozdéji jeji rozsifené vydani [Bird8]) se stala zédkladnim studijnim materidlem
z teorie svazil ve svété a inspirovala vznikajici ¢eskoslovensky vyzkum.

Praveé rok 1940 byva povazovan za rok formalniho vzniku teorie svazu. Mezi
slavnd jména souvisejici s poc¢étky této discipliny patii K. Menger (1902-1985),
O. Ore (1899-1968), J. von Neumann (1903-1957), M.H. Stone, A. Tarski ¢i
V.I. Glivenko.

3.5.1 Pocatky teorie svazti v Ceskoslovensku

Studium a vyvoj teorie svazii v tehdejsim Ceskoslovensku v obdobi do Riegrovy
smrti v roce 1963 je detailné zmapovan v dizerta¢ni praci S. Bilové [Bil04]
(viz téz knizni zpracovani [Fuch04]). O vyznamngch vysledcich z dalsich let se
dozvidame ze struéného ¢lanku K. Drbohlava [Drb87].

V ceské literaturie se poprvé objevuje odkaz na teorii svazt jiz v roce 1939,
a to v ¢lanku O. Bortuvky [Bor39]. Prestoze se Boriivka na tuto problematiku
pfimo nezamétroval, vyznamné piispél k rozsifeni teorie svazti v ceskoslovenské
matematice a ma velkou zasluhu na rozvoji povélecné algebry v Brné a na
Slovensku.

Pocatek rozvoje algebry v Praze je jednoznacné spjat s osobnosti Vladimira
Kofinka, ktery je prvnim céeskym autorem prace vénované vyhradné svazové
problematice ([Kor42]). I svym pedagogickym ptisobenim se zaslouZil o rozvoj
studia teorie svazl v Ceské matematice. V. Kofinkovi je vénovana monografie
Zdetiky Kohoutové a Jindficha Be¢vafe (nar. 1947) [KBO05].

Po skonceni druhé svétové valky se u nas teorie svazu soustiedila do tii cen-
ter: v Praze, Brné a na Slovensku. Mezi prazské matematiky, ktefl navazovali
na dilo V. Kofinka (zejména na jeho vysledky tykajici se Schreierovy véty a
vlastnosti Zassenhausovy”? metody zjemnéni fetézcti ve svazech), patii Ludvik
Jano$ (nar. 1922), Cestmir Vitner (nar. 1925), Vaclav Vilhelm (nar. 1925) a
Véclav J. Havel (nar. 1927). S teorii svazi je spojeno i jméno Otomara Hajka
(nar. 1930) a vyznac¢ného algebraika Vlastimila Dlaba, ktery se vénoval prede-
v8§im axiomatickému studiu obecnych algebraickych zavislostnich struktur.

L.S. Rieger, ktery se zabyval zejména Booleovymi algebrami a aplikacemi
v matematické logice, pracoval pomérné oddélené.

Z brnénskych algebraikii jmenujme vedle O. Bortuvky napi. Karla Kout-
ského (1897-1964)%3, ktery se svaziim vénoval z topologického pohledu, a Mi-
loslava Mikulika (nar. 1927), ktery se soustfedil hlavné na metrické svazy. Na
Slovensku se po vélce teorii svazi vénovali Jan Jakubik a Milan Kolibiar (1922
1994)%4,

92Hans Julius Zassenhaus (1912-1991).

93Viz Polak, V., Zemiel profesor Karel Koutsky, PMFA 9 (1964), 376; Sekanina, M., Zivot
a dilo profesora Dr. Karla Koutského. Seznam praci profesora Dr. Karla Koutského, CPM
90 (1965), 250—256.

94Viz Jakubik, J. a Katritidk, T., Sesdesiatiny profesora Milana Kolibiara, CPM 107
(1982), 320-325 (téz CMJ 32(107) (1982), 498-503; Math. Slovaca 32 (1982), 189-194);
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Jan Jakubik se v dané dobé zabyval hlavné vztahem mezi grafovym a sva-
zovym izomorfismem a rozklady svazi na direktni soucin, dale se vénoval kon-
gruencim a tzv. Jordanové-Dedekindové podmince pro fetézce. Vytesil téz pét
Birkhoffovych problémi. Milan Kolibiar studoval ve svazech ternarni operaci,
operaci ,,mezi“, soustfedil se téZ na metrické multisvazy, kongruence a axioma-
tickou vystavbu modulérnich svazii.

Sedesata a sedmdesata 1éta

Na konci Sedesatych let za¢ind do svazové problematiky vyznamné zasahovat
Ladislav Beran, ktery publikuje fadu praci z teorie tzv. ortomodularnich svazi
a o téchto strukturdch vyddva monografii [Ber84] ([Ber85]). Ta je patrné, jak
piSe K. Drbohlav, prvni monografii tohoto typu ve svétové literature.

V roce 1976 Jifi Tama (nar. 1952) a Pavel Pudlédk pozitivné fesi, v ramci
specialniho seminaie vedeného Pavlem Goralcikem, jeden z nejobtiznéjsich
Birkhoffovych problémi. Dokazali, ze kazdy koneény svaz lze reprezentovat
jako podsvaz koneéného svazu ekvivalenci. Véta je vyznamné obzvlasté v kom-
binatorice, byla dokézana prostfednictvim tzv. regrafovych funkci objevenych
J. Tamou.

Katrinak, T., The 70th anniversary of Professor Milan Kolibiar, Math. Slovaca 42 (1992),
251-256 (téz CMJ 42 (1992), 187-190); Katritidk, T., Professor Milan Kolibiar (1922-1994),
Math. Slovaca 44 (1994), 489; Katrindk, T., In memoriam: Milan Kolibiar (1922-1994), OR-
DER 12 (1995), 321-325.
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