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4 Zlaty tez ve stereometrii

Pomeér ¢ se nezfidka objevuje i u prostorovych utvard, a to zejména u pravi-
delnych mnohosténti. Proto jim vénuji samostatnou podkapitolu.

4.1 Pravidelné mnohostény

Nez si ukazeme, kde vsude mizeme na pravidelnych mnohosténech zlaté ¢islo
najit, trochu si tato télesa predstavime.

Pravidelnym mnohosténem rozumime konvexni mnohostén, jehoz stény jsou
shodné pravidelné mnohothelniky a jehoz vrcholy jsou vSechny téhoz typu (to
znamend, ze z kazdého vrcholu vychdzi stejny pocet hran). Témto télestun lze
opsat i vepsat kulovou plochu, pficemz obé kulové plochy maji tentyz stied.
Tomuto stfedu se také fikad stfed pravidelného mnohosténu. Opsana kulova
plocha prochazi vsemi vrcholy mnohosténu, vepsana kulova plocha se dotyka
kazdé stény mnohosténu v jejim stredu.

Pravidelnych mnohostént je pravé pét. Pravidelny ¢tytstén, pravidelny Ses-
tistén (téz krychle), pravidelny osmistén, pravidelny dvandctistén a pravidelny
dvacetistén (obr.I v pfiloze B). Jednoduché zdivodnéni, pro¢ pravé pét a ne
vice, je uvedeno napiiklad v ucebnici [25] na strané 129. Zakladni informace
o téchto télesech jsou vypsany v nasledujici tabulce.

nazev s h v | n| hy
CtyFstén 4 6 4 131 3
krychle 6 |12 | 8 | 4| 3
osmistén 8 |12 6 | 3| 4
dvanéctistén | 12 | 30 | 20 | 5 | 3
dvacetistén | 20 | 30 | 12 | 3 | 5

Vysvétlivky k tabulce:

S...pocet stén mnohosténu

h...pocet hran mnohosténu

v...pocet vrcholli mnohosténu

n...pocet stran jedné stény

hy...pocet hran vychézejicich z jednoho vrcholu
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V dalsi tabulce je prehled vzorcti pro vypocet povrchu (P), objemu (V)
a poloméru opsané (r) i vepsané () kulové plochy vSech mnohostént.

nazev P 14 r o
&tyistén PRVE] 22 26 26
2 3
krychle 6a a % V3 %
osmistén 2a2/3 % V2 % V2 % V6

dvanactistén | 3a? \/5(5 +25) ‘1—3(15 +7V5) %5(1 +/5) %\/10(25 +11v/5)

dvacetistén 5a2/3 %(3 +/5) %\/2(5 +/5) al‘ég (3+5)

Pravidelné mnohostény se téz nazyvaji platénské (nebo Platénova) télesa podle
feckého filosofa Platéna.! Ten tato télesa povazoval za symboly vl (obr. 11
v ptiloze B). Krychle podle jeho uéeni® piedstavovala zemi, osmistén vzduch,
CtyTstén ohen a dvacetistén vodu. Dvanactistén oznacil za symbol vesmiru,
veskerého jsoucna apod.

Zlaté cislo nalezneme u pravidelnych mnohostént hned nékolikrat, zejména
pfi rizném vepisovani jednoho mnohosténu do druhého. Uvedu zde nékolik
zajimavosti, kde vSude se tedy mtzeme s pomérem zlatého fezu u téchto téles
setkat.

Nejzajimavéjsi je zfejmé dvanactistén. Jeho stény jsou pravidelné pétia-
helniky, které se zlatym Fezem souvisi velmi tzce (viz podkapitola 3.4). Vétsinu
vztahi pro vypocet délek ruznych vyznamnych tsecek v tomto télese, velikosti
thld a dalsich vlastnosti lze jednoduse zapsat uzitim zlatého cisla . Napii-
klad polomér koule opsané je roven “23 -, délka télesové tihlopFicky je av/3y,
nebo pro odchylku télesovych thlopti¢ek o plati sin (g) = ﬁ. V knize [16]

2
na strané 67 se uvadi, ze pro délku hrany dvanéctisténu rovnou jedné je po-
3
vrch dvanéctisténu % a objem 22—, Oba vztahy miZeme snadno ovéfit.

6—2¢ "
Dosadime-li za ¢ hodnotu ”2‘/5, vyjde po patficnych upravach totéz, jako

kdybychom dosadili do vyse uvedenych vzorct a = 1. Dalsi vypocty souvisejici
s pravidelnym dvanactisténem a s dalsimi pravidelnymi mnohostény, ze kte-
rych vyplyvaji zde uvedené vztahy pro vypocet délky télesové tthlopricky aj.,
jsou podrobné provedeny v [14]. V téZe praci jsou odvozeny vSechny vzorce pro
vypocty povrchi, objemi a poloméru vepsanych i opsanych kulovych ploch.
Do dvanactisténu lze vepsat krychli tak, ze vSechny hrany krychle sply-
vaji s nékterou sténovou thlopfickou dvanactisténu. Diky tomu je pomér délek
hrany krychle a hrany dvanactisténu zlaté ¢islo. Téchto vlastnosti lze vyuzit
pro konstrukci pravidelného dvanactisténu ve volném rovnobézném promitani.

IPlatén (vlastnim jménem Aristoklés, asi 428 — 347 pf.n.1.) zalozil v Athénach filosofickou
skolu Akadémia, kde se vyucovala i matematika.
2Vice viz Platéntv spis Timaios.
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Obrazek 4.1: Pravidelny dvanactistén opsany krychli

Popis konstrukce (obr.4.1):

Nejprve sestrojime krychli ABCDEFGH tak, ze jeji stred splyva
s pocatkem soustavy soutadnic a stény lezi v rovindch rovnobéznych
s rovinami uréenymi soufadnicovymi osami. Stranou si zkonstruu-
jeme pravidelny pétithelnik M NGPF zadany délkou uhlopficky
(totozna s délkou hrany krychle). Tento pétitthelnik umistime ke
krychli tak, ze jeho thlopficka F'G splyva s hranou krychle F'G
a stfed X strany M N lezi na ose z. Patu kolmice z bodu P k ose z
oznacime Z. Prusecik kladné poloosy = se sténou krychle ozna¢me
X', prusecik kladné poloosy z se sténou krychle ozna¢me Z’ a priise-
¢ik kladné poloosy y se sténou krychle oznadme Y. Déle vyzna¢me
na kladné poloose y bod Y tak, ze |OY| = |OX| = |0Z| (vzdale-
nosti se sobé rovnaji ve skutecnosti, pri volném rovnobézném pro-
mitani dochazi samoziejmé ke zkresleni podle zvolenych parametri
promitani). Body X, Y, Z lezi vzdy ve stfedu néjaké hrany dvanac-
tisténu a délku téchto hran zname. Kazdy vrchol krychle je soucasné
vrcholem dvanéctisténu a dvanactistén je stfedové soumérny podle
pocatku. Navic plati:

0x| _|ov| |0z
ox'| " Joy | joz |~ ¥
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Bude-li délka hrany krychle v nasi konstrukci dvé jednotky délky, potom
1ze dopocitat souradnice vSech vrcholt sestrojeného dvanéctisténu:

[£1; +1; +1] (vrcholy krychle — celkem 8),

_ L
+¢;+£—;0| (vrcholy ,vlevo a vpravo“ — celkem 4),
¥

_ 1T
0; £¢; £—| (vrcholy ,vpfedu a vzadu* — celkem 4),
L ¥

) -
+—;0;+¢p| (vrcholy ,nahote a dole* — celkem 4).
¥

Dalsi pro nas zajimavy mnohostén je pra-
videlny dvacetistén. Také na ném muzeme

najit pravidelny pétithelnik, staci, kdyz si
predstavime pétiboky jehlan, jehoZ plast tvori
pét stén dvacetisténu se spole¢nym vrcholem.

Podstavou tohoto jehlanu je pravidelny péti-
thelnik (obr. 4.2). V knize [16] je na strané 67
jako zajimavost uvedeno, Ze objem dvacetis-
ténu s jednotkovou hranou je roven vyrazu
5g® Ziejmé se vSak jednd o omyl, protoze

.
Obrézek 4.2: Jehlan na dvace- objem tohoto dvacetisténu je roven 75(3;‘/5),

tisténu coz je asi 2,18, zatimco vyraz 5(;5’—5 mé pfi-
blizné hodnotu 9,24. OvSem mutzeme najit
jiny vztah pro dvacetistén, ktery lze zapsat pomoci ¢, napiiklad pro odchylku

sousednich stén w pravidelného dvacetisténu plati sin (%) = %.

Dvacetistén lze zkonstruovat pomoci duality s dvanactisténem® nebo opét
pomoci krychle. Dvacetistén totiz lze vepsat do krychle takovym zptsobem,
7ze nékteré hrany dvacetisténu lezi ve sténach krychle (v kazdé sténé lezi jedna
hrana) rovnobézné s hranami krychle a navic stfedy téchto hran dvacetisténu
splyvaji se stiedy stén krychle (podle [38]).

Dejme tomu, ze krychli, jejiz hranu zvolime za jednotku délky, umistime do
soustavy souradnic tak, ze stfed krychle splyva s pocatkem soustavy soufadnic.
Hranu dvacetisténu oznac¢ime z. Soutfadnice bodu A, B, C jsou tedy:

z 1 rz 1 rz 1
A|:_§a§70:|7B|:§a§a0:|,c|:0a§a§:|'

Nyni vypocéteme délku x tak, aby byl trojihelnik ABC rovnostranny. Pro
x tedy musi platit, ze |AB| = |BC| = |AC| = x. Oznad¢ime-li stfed strany AB

3Dvé télesa jsou dudlni, lze-li je navzijem (pti vhodném poméru velikosti) do sebe vepsat
tak, ze vrcholy jednoho télesa lezi ve stfedech stén druhého. Jelikoz dvanactistén a dvace-
tistén jsou dudlni télesa, ziskdme vrcholy dvacetisténu tak, ze zkonstruujeme stiedy stén
dvanéctisténu (a naopak). Vice o dualité téles v [14].
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Obrazek 4.3: Dvacetistén v krychli — vypocet

jako S a patu kolmice spusténé z bodu C' do roviny os x,y jako M (obr.4.3),

potom
2 2
s~ (52 -+ (3)

|AC)? = |AS]> + |SCJ?, tedy

s = G+ (0)

Po tpraveé posledni rovnice obdrzime rovnici

Bl

0=2’4+z—1,

1
jejiz kofeny jsou — a (—¢). V Gvahu vezmeme pouze prvni kofen, jelikoz délka
'

hrany nemtze byt zaporné cislo. Pomér délek hran krychle a dvacetisténu je
tedy . Nyni mtizeme dvacetistén narysovat, staci jen rozdélit hranu krychle
zlatym Fezem a zjistit tak délku hrany dvacetisténu (obr.4.4).

Zjistili jsme, ze do pravidelného dvacetisténu lze vepsat tii zlaté obdélniky
se spole¢nym stfedem lezici v navzajem kolmych rovinach tak, ze kratsi strany
obdélnikt splyvaji s hranami dvacetisténu. Delsi strany obdélnikid maji stejnou
délku jako hrana krychle, do které jsme dvacetistén vepisovali (obr. 4.5). Diky
dualité dvacetisténu s dvanactisténem lze tytéz obdélniky vepsat do pravidel-
ného dvanactisténu tak, Ze vrcholy téchto obdélniki splyvaji se stiedy stén
dvanactisténu.

Bude-li mit krychle, od které vychazime, hranu dlouhou 2¢, potom soutrad-
nice vrcholt dvacetisténu budou
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Obrazek 4.4: Dvacetistén v krychli

& .

Obrazek 4.5: Zlaté obdélniky vepsané do dvacetisténu

[+¢; 0; £1], [0; £1; +¢], [£1; +¢;0].

Hrana dvacetisténu je v tomto ptfipadé dlouhd dvé jednotky délky.

Do krychle lze vepsat i pravidelny dvanactistén. Potom
pomér délek hrany dvanactisténu a hrany krychle je ﬁ
(obr.4.6) [38].

Dvanéctistén a dvacetistén lze vepsat pro nas zajima-
vym zpusobem i do pravidelného osmisténu. Vepiseme-li
dvacetistén do osmisténu tak, jak je vidét na obrazku (4.7),
budou vrcholy dvacetisténu délit hrany osmisténu zlatym
fezem. Pokud do osmisténu ,vepiSeme* (nejde o skutecné
vepsani, protoze nékteré vrcholy dvanactisténu jsou vné
osmisténu) dvanéctistén tak, jak je vidét na obrazku (4.8),

= =
N

Obrazek 4.6: Dva-
nactistén v krychli

budou vrcholy dvanctisténu délit hrany osmisténu v poméru 1 : p? [38].
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Obréazek 4.7: Dvacetistén v os- Obrazek 4.8: Dvanactistén v os-
misténu misténu

Nakonec upozornim na jedno nedopatieni uvedené v knize [4]. Autor zde
pise, Ze soutadnice vrcholi pravidelného osmisténu jsou

[££42;0;0], [0; £ 0], [0; 0; £?].

Ne, ze by to nebyla pravda, ale za ©? mi-
zeme dosadit libovolnou kladnou konstantu
k a ziskdme také soufadnice vrchold pra-
videlného osmisténu. Tento osmistén ma
stred v pocatku soustavy soutfadnic, jeho
vrcholy lezi na souradnicovych osach a jeho
télesova uhlopticka mé délku 2k (obr.4.9).

|
Obréazek 4.9: Osmistén

4.2 Dalsi télesa a prostorové ulohy

Zlaty tez se objevuje na mnoha dalsich télesech. Vyznamnou skupinu mno-
hosténtt tvori polopravidelné mnohostény?, mezi které patii Archimédova té-
lesa.? Nékteré vzorce pro vypocet povrchu, objemu atd. téchto téles lze jed-
noduse prepsat pomoci zlatého ¢isla. Naptiklad polomér kulové plochy opsané
télesu nazyvanému ikosidodekaedr® (obr.4.10) je roven zlatému ¢islu ¢ nebo

4Polopravidelné mnohostény jsou mnohostény, jejichz stény jsou tvofeny pravidelnymi
mnohothelniky dvou nebo tii typu a jejichz vrcholy jsou vsechny stejného typu (v kazdém
vrcholu se setkavaji tytéz hrany v daném poradi).

5Tfindct mnohostént, které objevil a popsal fecky matematik a fyzik Archimédés (287 —
212 pf.n.l.). Vznikaji ofezdvanim hran nebo vrchol pravidelnych mnohostént.

SNézvy Archimédovych téles se vétdinou do &estiny nepiekladaji. Byvaji odvozeny od
pravidelného mnohosténu, ze kterého téleso vzniklo. Ikosidodekaedr lze ziskat z pravidelného
dvanéactisténu nebo z pravidelného dvacetisténu.
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polomér kulové plochy, kterd se dotyka hran télesa zvaného zkoseny ikosaedr”
(obr.4.11) je roven %cp (v obou piipadech je hodnota poloméru uvedena pro
jednotkovou délku hrany). Na obou zde zminénych télesech jsou nékteré stény
tvofené pravidelnymi pétithelniky [14].

Obrazek 4.10: Tkosidodekaedr Obrazek 4.11: Zkoseny ikosaedr

Dalsi zajimavou skupinu téles tvori konvexni mnohostény, jejichz stény jsou
kosoctverce. Ve specialnim ptipadé jsou vSechny stény tvoreny takzvanymi zla-
tymi kosoctverci. Zlaty kosoctverec je takovy kosoctverec, pro jehoz thlopricky

e, f, e > f plati:
671+\/57SD

f 2

Takové mnohostény zname ¢tyti. Prvnim a pravdépodobné
nejdiive objevenym je takzvany Keplertv tficetistén (rhombic
tricontahedron). Tento mnohostén popsal Johannes Kepler ve
své praci Harmonices Mundi (1619). Jde o konvexni téleso,
jehoz povrch se sklada z tficeti shodnych zlatych kosoctvercta
(obr. 4.12). Obrézek 4.12:

Z tficetisténu lze postupnym odebirdnim stén vytvotit dalsi Keplertv tii-
t¥i télesa, jejichz stény jsou shodné zlaté kosoctverce: Kosoctve- cetistén
re¢ny dvacetistén (rhombic icosahedron), kosoc¢tvereény dva-
néctistén druhého druhu® (rhombic dodecahedron of the second kind) a zlaty
klenec (golden rhombohedron), coz je specidlni rovnobéznostén, jehoz stény (je
jich Sest) jsou zlaté kosoctverce (obr. 4.13).

Z dvaceti zlatych klencti lze sestavit kosoctvereény Sedesétistén (rhombic
hexecontahedron). Toto téleso je uz ale nekonvexni.

Pro zajimavost si jesté ukdzeme vyskyt zlatého fezu jinde nez na mnohosté-
nech. V knize [5] je na strané 111 tuénym pismem uvedena tato véta:

Rovinou podstavy kulové usece, jejiz objem je polovici objemu pri-
slusné vysece, je rozdélen polomeér koule zlatym Tezem, pricemZ je
vzddlenost d vetsim usekem poloméru r.

"Zkoseny ikosaedr ziskdme odiiznutim vrcholt pravidelného dvacetisténu. Toto téleso
svym tvarem pripomind fotbalovy mié.

8Existuje jesté kosoftvereény dvanictistén prvniho druhu (nazyvany jen kosoctverecny
dvanactistén).
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Obrazek 4.13: Kosoctverecny dvacetistén, dvanactistén a zlaty klenec

Véta je v knize disledkem tlohy, kterou zde uvedu vcetné feSeni. V zajmu
srozumitelnosti a snadné ¢itelnosti vSsak nebudu doslova citovat autora.

V jaké vzddlenosti od stredu koule musi byt podstava kulové usece,
aby jeji objem byl polovinou objemu prislusné kulové vysece?

Resen{ (obr. 4.14):

Hledanou vzdalenost oznacme d, pfi¢emz d = r—wv, kde r je polomér
koule a v je vyska kulové tseCe. Objem kulové tsece se vypocita
podle nasledujiciho vzorce:

V= %(392 +v%),

kde o je polomér podstavy kulové tisece. Tento objem méa byt polo-
vinou objemu prislusné vysece. Protoze objem vysecCe je souctem
objemu tusee a objemu kuzele s vrcholem S (S je stied koule)
a podstavou, jako ma tsec¢, musi byt objem usece stejny jako objem
zminéného kuzele. Proto

1
T B ) = omdd,
1 6
TEE+vY) = Smer—v)/ -,
6 3 T
30°v+ 03 = 20%r — 20%0,
50°v +v3 —20%r = 0.

Do posledni rovnice dosadime za o? vyraz v(2r — v), protoze podle
Eukleidovy véty o vysce plati v pravouhlém trojihelniku ABC

vztah
0? = v(2r —v).
Obdrzime tedy:
50(2r —v) +0° = 2rv(2r —v) = 0
120%r — 40® —dor® = 0/ : (—4v)

vP—3rv+1r? = 0,
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Obrazek 4.14: Urceni vzdalenosti kulové tsece od stiedu koule

coz je kvadratickd rovnice pro v. Jeji kofeny jsou
r r
v1:§(3+\/5); v2:§(3—\/5).

Nyni mizeme dopocitat vzdéalenost d postupnym dosazenim vy-
sledkt v, v do rovnice d = r — v:

di = r—g(3—|—\/5)=—g(\/5+1),
& = r-2(3-V5)=(V5-1).

Jelikoz dy < 0, vyhovuje pouze vysledek ds. Tedy d = g(\/g —1).

=

Urceme jesté pomeér a:

r 2 14+5

i 5W5-1 VE-1 2 7

o ro. s xz . (14 s .
Hodnota poméru p je zlaté cislo, coz odpovidd vyse uvedenému

tvrzeni.
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V téze knize [5] je na strané 220 uvedena jesté jedna zajimava tloha.

Jak veliky je stredovy uhel kulové vysece, jejiz objem je pulen rovinou
hranového kruhu?

Uloha je té predchozi velmi podobna. Hlavni myslenka ztistava stejna, jen
misto vzdalenosti podstavy usece od stfedu koule hledame prislusny stredovy
ahel kulové vysecée (obr.4.15). Vysledek vychazi pfiblizné 103°39’.

p

Q

Obrazek 4.15: Urceni stfedového tthlu kulové vysece
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