Zlaty ez nejen v matematice

Zlaty fez v hodindch matematiky na stfednich Skolach

In: Vlasta Chmelikova (author): Zlaty fez nejen v matematice. (Czech). Praha: Katedra didaktiky
matematiky MFF UK, 2009. pp. 95-116.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400797

Terms of use:

© Chmelikova, Vlasta

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/400797
http://dml.cz

95

6 Zlaty rez v hodinach
matematiky na stirednich skolach

V této kapitole se podivame na posun uciva béhem poslednich pfiblizné sta let.
Co se dnes zaci dozvi ve skole o zlatém fezu a co se asi dozvédéli diive? S jakou
casti stredoskolské matematiky zlaty fez souvisi a kde bychom ho tedy méli
hledat ve stredoskolskych ucebnicich? Posledni dvé podkapitoly tvori navody
na sklddanky z papiru souvisejici né€jak se zlatym fezem a feSeni pracovnich
listit z prilohy B. Vyucujici mohou tyto priklady vyuzit pfimo v hodinach,
af uz jako udebni materidl nebo jako zabavné zpestieni vyuky. Pracovni listy
také mohou poslouzit jako inspirace k pripravé vlastnich zadani na stejné nebo
podobné téma.

6.1 Ucebnice

Nésledujici podkapitola je tematicky rozdélena na tfi ¢asti. V prvni ¢asti se
podivame na nékteré ucebnice vychazejici od pocatku 20. stoleti do 2.svétové
valky. V druhé casti jsou zafazeny ucebnice pouzivané v obdobi od konce
2. sveétové valky priblizné do roku 1989 a konec¢né ve tieti ¢asti ucebnice pouzi-
vané v souCasnosti. Je zajimavé sledovat posun obsahu uciva i stylu vykladu
(nejen zlatého Fezu), ktery se bezesporu zjednodusuje, aby byl ¢itelnéjsi a zé-
zivnéjsi. Ulohy diikazového typu, které vyzaduji po studentech hlubsi zamysleni
a pochopeni souvislosti, postupné vystiidaly tlohy jednodussi, ¢asto spociva-
jici v dosazeni do néjakého daného vzorce. To, co byvalo ve starsich ucebni-
cich podavano jako piiklad, ktery ma student sam vyftesit (¢asto duikaz néjaké
matematické véty nebo odvozeni jistého vztahu) byvéa dnes sou¢asti autorem
vysvétlené teorie (nebo v ucebnici zcela chybi). Zda je to posun spravny, necht
si kazdy zvazi sam. Zde se podivejme na konkrétni ukazky vykladu i prikladi
véetné jejich FesSeni.

6.1.1 Ucebnice vydané pred 2.svétovou valkou

V z&adné ucebnici planimetrie (z téch, které jsem méla moznost prohlédnout)
vydané v tomto obdobi nechybi kapitola nebo alespon odstavec o zlatém fezu.
V rtiznych sbirkach tloh jejich autofi pfi tvorbé zadani predpokladali, ze stu-
denti zlaty fez znaji. Neni-li zlatému fezu vyclenéna samostatna kapitola, byva
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zatazen do kapitoly Stredni mericky umérnd, Pythagorova veta, popiipadé Moc-
nost bodu ke kruznici. Nejcastéji se vyskytujici priklady na uziti zlatého fezu
jsou tulohy o pravidelném pétitthelniku a pravidelném desetitthelniku, a to po-
Cetni i konstrukeni. Piiklady se v rtznych ucebnicich s drobnymi obménami
opakuji, uvedu zde tedy jen uréity vybér. Ctenafe upozoriuji, ze v tomto ob-
dobi se body obcas znacily malymi pismeny a tisecky ¢i primky velkymi — tedy
presné obracené, nez jak jsme zvykli nyni.

Definici zlatého fezu casto predchdzi definice stfedni (méficky) tmérné
(dnes bychom fekli stfedni geometricky imérnéd nebo ¢astéji geometricky pri-
mér). Jedno z mnoha znéni je nasledujici (podle [30]):

Rovnaji-li se v uméie oba vnitini cleny (a : b = b : ¢), nazgvame
améru spojitou, clen vnitini (b) slove stredni (méficky) imérnou.

Zlaty fez pak byva ¢asto definovan nésledujicim zpisobem (podle [18]):

Usecka a je rozdélena dle zlatého rezu, kdyZ jeji vétsi usek x je
stredni umérnou useku mensiho (a — x) a celé usecky a.

V dalsich ucebnicich jsou definice stfedni tmérné i zlatého fezu obdobné,
popfipadé je misto definice zlatého fezu uvedena tloha, jejimz cilem je zlaty
Tez Usecky sestrojit ¢i pomeér zlatého fezu vypocitat. Zadani je pak nasledovano
feSenim a konstatovanim, ze takovému rozdéleni tsecky se ¥ika zlaty fez (neni-li
toto jiz uvedeno jako soucast zadani). Napiiklad:*

Rozdéliti danou usecku tak ve dva dily, aby vétsi byl stredni umeérnou
menstho a celku.

nebo

Danou usecku rozdeliti jest zlatym tezem, tj. tak, aby mensi dil mel
se k vétsimu jako tento k celku.

Obrazek 6.1: Déleni tsecky zlatym fezem

IPrvni ukézka je z knihy [37], kde je tloha Fesena pomoci mocnosti bodu ke kruznici,
druhd ukazka je z knihy [32], feSeni je provedeno obdobné a pro zajimavost je zde uvadim.
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Reseni? (obr. 6.1): Ué¢itime

1
ao 1 ab, ao= §ab,
oc = oa, bm = be;

bod m déli tsecku ab zpiusobem zadanym.

Dikaz: Sestrojime-li kruznici K, jest

bd:ba = ba:bc
(bd —ba) :ba = (ba—bc): b
bm:ba = am:bm,

éili
am : bm = bm : ab.

Dodatek: Kdybychom ab za bod b prodlouzili a ucinili pak bn = bd,
byla by délka an v bodé b zlatym Fezem rozdélena a body a, b, m,

n tvorily by harmonickou ¢tverinu.?

V souvislosti se zlatym Fezem se ¢asto (v riiznych obménach) uvadi nésle-
dujici dvé véty:*

Strana pravidelného pétithelniku je vétsim usekem zlatym tezem
rozdelene uhlopricky pravidelného pétivhelniku.

Strana pravidelného desetiuhelniku do kruznice vepsaného rovnd se
vétsimu dilu poloméru rozdéleného zlatym Tezem.

Obréazek 6.2: Strana desetithelniku

2Konstrukce popsana v feseni odpovida Herénové konstrukci zlatého fezu, dikaz je pro-
veden s uzitim mocnosti bodu ke kruznici.

30 étyfech kolinearnich bodech (kolinearni body jsou takové body, které lezi na jedné
pfimce) Fikame, ze tvofi harmonickou ¢tvefinu, je-li jejich dvojpomér roven jedné (zjedno-
dusené feceno, absolutni hodnotu dvojpoméru ¢tyf rtznych kolinearnich boda A, B, C, D

B . @ . |AC| |AD| ) . B (e . .
vypocteme jako podil vyrazi BT’ 1ED| Znaménko dvojpoméru pak zavisi na vzajemném
usporadani téchto bodu).

4Prvni véta je podle [9], druha, pro zajimavost opét véetné ditkazu, podle [32]. Casto jsou
tyto véty formulovany jako dikazova tloha pro zaky, nikoli jako vyklad.
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Dukaz (obr. 6.2): Budiz ab strana pravidelného 10titthelnika vepsa-
ného do kruznice stiedu o. V rovnoramenném trojuhelniku abo jest
thel ramen 36°, thel pfi podstavé 72°. Rozpulime-li tihel a pfickou
am, bude

ab = am = om.

Jezto Aabm ~ Aabo, jest

bm :ab=ab: ob
¢ili b : om = om : ob.

Casto se objevuji tilohy konstrukéni, zejména tlohy na konstrukei pravidel-
ného pétithelniku (samozfejmé s vyuzitim zlatého fezu). Zde opét nabizim né-
kolik ukéazek. Jsou po fadé z ucebnic [32], [9] a [17], ve vSech pFipadech se jedna
o konstrukci pravidelného pétithelniku, je-li dana délka jeho strany. Ptesto se
feSeni vzdy nécim lisi.

Konstrukce 1: Sestrojiti jest pravidelny pétiuhelnik, dana-li jeho
strana.

Obréazek 6.3: Konstrukce 1

Rozbor (obr.6.3): Je-li ab = a dané strana, x thlopficka zada-
ného pétithelnika, plati dle véty Ptolemaeovy® pro étyithelnik abce

/ 2
22 = ax + a® aneb 22 — ax — a® = 0; odtudx:gi (g) + a2
2
Jezto x muZe miti jen hodnotu absolutni, jest x = 4/a? + (g) + g.

5Ptolemaeova (v soucasné dobé se pouziva tvar Ptolemaiova) véta iika, Ze v tétivovém
étyiuhelniku® se sou¢in délek thlopficek rovna souctu souéini délek obou dvojic protilehlych
stran. Ve ¢tyftahelniku ABC D, ktery ma thlopficky e, f tedy (pfi dnesnim bézné pouzivaném
znaceni) plati: ef = ac + bd. Diky této vété se v loze objevi rovnice pro zlaty ez a aniz
by jej bylo vyuzito, vyplyva z feSeni, ze délka thlopficky je rovna délce strany vynasobené
zlatym cislem.
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Sestrojeni patrno z obrazce, v némz

bnlab, @m=bm=>bn="np;, ap=x.

Konstrukce 2: Konstrukce pravidelného pétiuhelnika, je-li dana jeho
strana. Sestrojent ihlopricky ze strany (obr. 6.4):7

1. stranu rozptlime symetralou

2. na kolmici ve vrcholu B naneseme % strany, totéz naneseme na
spojnici AK v tsecce K L.

Obrazek 6.4: Konstrukce 2

Polomérem AL rysovana kruznice protne prodlouzenou stranu AB
v bodé M; tsecka BM rovné se thlopticce pétithelnika. Polomérem
M B protneme ptivodni kruznice z A i B a obdrzime body C, E,
jakoz i D.

Konstrukce 3: Sestrojent pravidelného pétithelnika ze znamé strany
a = AB pomoci sestrojeni uhlopricky.

- — 11— 11—
Reseni (obr.6.5): Ved BM 1 AB, BM = §AB7 MN = §AB. Po-

lomérem AN opis oblouk z A do P, pak BP je thlopticka pravid.
pétithelnika.

Ze znamé strany a thlopricky sestroji se pétitthelnik podle obrazce
snadno.®

7V popisu konstrukce autor vyuziva skute¢nosti, ze pomér délek thlopiicky a strany pra-
videlného pétithelniku je zlaté ¢islo. Tento fakt ovSsem nezminuje.

8Bod P je zkonstruovan v podstaté podle Herénovy konstrukce tak, aby podil BP : AB
(tedy podil délek thlopficky a strany pravidelného pétithelniku) byl roven zlatému &islu.
Reseni je ale podano jen jako strohy navod, bez blizsiho vysvétleni. Otazkou je, zda v tuto
chvili mél student zlaty fez znat. Myslim si, Ze ne, protoze kapitola zaméfena na zlaty rez se
v této ucebnici vyskytuje pozdéji a pojem zlaty fez u této tlohy neni vibec zminén.
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Obrazek 6.5: Konstrukce 3

Kromé konstrukénich dloh jsou v ucebnicich pochopitelné i ilohy pocetni.
Podivejme se na nékteré z nich (véetné jejich feseni). Odkaz na knihu, ze které
priklad pochézi, je vzdy na konci zadani.

Piiklad 1: Vypoditati jest goniometricke funkce uhli 18 o 72°. [31]
Reseni: V pravidelném desetitihelniku jest strana a = g (\/5 — 1).
VE—1
1 4
a dle §2.2 cos18° = sin72° = i*/l(” 21/5, tg18° = cotg72° =
V5 —29

Jelikoz jest sin 18° = — : r, vypocitame sin 18° = cos 72° =

N

Ptiklad 2: Reste: cosx = tgx. [31]

Reseni:1°
sin?z +sinz—1 = 0
sinx = @ = 0.61803
1 = 38°10, 29 =2R — 1

Priklad 3: Vepiseme-li do kruZnice pravidelny desetituhelnik

9 Autor v feSeni piredpoklada povédomi o vyskytu danych thli v pravidelném desetitthel-
niku a znalost vztahu mezi délkou strany desetitthelniku a polomérem kruznice jemu opsané.
Mezivypocty neuvadi. Paragraf 2.2, na ktery se odkazuje, pojednava o vztazich mezi gonio-
metrickymi funkcemi. Ve vysledku hodnoty funkce tangens pro thel 18° (respektive funkce
cotangens pro thel 72°) je v uéebnici chyba, spravny vysledek je (po tpravé) M

10Reseni je uvedeno jen na intervalu (0; 27), ackoliv v zadani toto omezeni neni. V takovém
pripadé dnes automaticky predpokladame, ze FeSeni hleddme v celém oboru redlnych cisel.
Vypocty jsou opét provedeny velmi struéné. Oznaceni pravého thlu velkym pismenem R se
dnes na st¥ednich §kolach, pokud je mi zndmo, bézné nepouziva. Ulohu zde uvadim pro jeji
zajimavy mezivysledek — sinz je roven prevracené hodnoté zlatého cisla.
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ABCDEFG...a spojime-li jeho vrcholy ob jeden, dostaneme pravi-
delny pétiihelnik ACEG . .. Spojime-li jeho vrcholy ob dva, vznikne
pravidelny desetithelnik hvézdovity ADG ... Jak vypocitame jejich
strany? [37]

Obrazek 6.6: Hvézdovity desetitthelnik

Vsimnéme si (obr. 6.6), ze (P budiz prisecik use¢ek OB, AD) plati:

ANADO ~ ANAOP (proc?), tedy AD : AO = AO : AP ¢ili AD :r =

71 ayo (a1p ar jsou dily strany AD = a’19, rozdélené zlatym Fezem).

Odtud vychézi pro stranu pravidelného desetithelniku hvézdovitého
r? V541

allo = — =T .
aio 2

Stranu pravid. pétithelniku a5 vypocitame z pravidelného trojuhel-
niku ADF, kde zname AD = a/19 a AF = 2r. Jest as? = DF =
345 5B 55

5 = .

; proto a5 =
2 proto as B

AF —AD" = ar? —

Priklad 4: Jest vypocitati obsah meésicku, ktery vytvoruji dvé kruz-
nice téhoZ poloméru r, je-li rozdélen podle zlatého Tezu polomér
jedné kruznice stiedem kruznice druhé. [5]

Reseni (obr.6.7): Ponévadz je S5 vétsi ¢asti poloméru rozdéleného
zlatym Fezem, rovna se strané pravidelného desetitthelniku vepsa-
ného do kruznice; v rovnoramenném trojuhelniku SS’A jest

<qS'AS = 36°,<AS'S = 72°, <ASB = <AS'B = 144°.

Obsah mésicku P = Us — Uy, kde

r2 . 144°

2 o __ ©

360°

U, =

2 §S'-AB
Jezto NAS'B = NASB, jest po dosazeni P = % + —



102

Obrazek 6.7: Obsah mésicku

Danou podminkou (délenim zlatym fezem) je poddn zndmy vztah

S5 = (V5-1)

.. . AB r z
a podle Pythagorovy véty je — = 4/r2 — [—(\/5 - 1)} ;1 jest po
2
-

2
2
V10 — 24/5

r

5
,r,2
P:% (47r+5\/102\/5>.

Priklad 5: Eliptické okno md bijti 5,4 m? veliké. Jest vypocitati delku
poloos, je-li vedlejsi osa vétsim usekem hlavni osy rozdélené zlatym
rezem. [5]

kratké tpravé hledany obsah mésicku P = +

4
neboli

Reseni: Pro vedlejsi poloosu plati z dané podminky zndmy vztah
a

pro zlaty fez b = 5(\/5 — 1), ktery fesime s rovnici pro obsah elipsy

mab = 5,4.

Resenim této soustavy obdrzime

Y (R I AN Ten V)

m s

Pomoci pétimistnych tabulek logaritmickych!'! dospé&jeme k vysled-
ktim a = 1,6676 ..., b=1,0306 ...

Hledané poloosy elipsy jsou a = 1,668 m, b = 1,031 m.

Piiklad 6: Jest vypocitati pldst'? primého rotacniho kuZele, jehoZ
vyska je stredem opsané koule o poloméru r rozdélena zlatym fre-
zem. [5]

1 Dnesni student by pravdépodobné misto pétimistnych logaritmickych tabulek pouzil kal-
kulacku.
127Zadanim , jest vypocitati plast se zde mysli obsah plasté.



Reseni (obr. 6.8): P1ast pifmého rotaéniho kuzele je podéan vzorcem

p = mos,

v némz je o polomér podstavy a s strana kuzele.

Obrazek 6.8: Plast kuzele

Podle 2. Euklidovy véty'? je
0? =v(2r —v), (6.1)
podle 1. Euklidovy véty
s% = 2rv, (6.2)

kde je v vyska kuzele.

Jezto ma byti vyska v rozdélena stfedem koule zlatym fezem, plati
tméra
(v—r):r=r:v

totozna s rovnici

vi—rv—1r? =0,

z jejichz kofenti vy 2 mé smysl jen kladnd hodnota

v:g(H\/S). (6.3)

Dosadime-li hodnotu (6.3) do rovnic (6.1) a (6.2), obdrzime po
Gpravé soudin o?s? = 2r* neboli ps = r2v/2, z éehoz hledany plast

p = 7r2y/2.

13Prvni Euklidovou vétou je zde minéna véta o odvésné, druhou véta o vysce.

103
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Nakonec uvedme jesté nékolik nefesenych tloh:

Je-li prepona trojuhelnika pravouhlého vyskou délena dle zlatého
fezu, jest mensi odvésna rovna vétsimu diu prepony. [32]

Veétsi dil strany pravidelného desetivhelnika (pétivhelnika) rozdélené
dle zlatého Tezu rovnd se rozdilu poloméru opsan€ kruznice a strany
(uhlopFicky a strany). [32]

Stanoviti stranu a1g pravid. 10tivhelnika vepsaného do kruznice po-
loméru r. [17]

6.1.2 TUcebnice vydané po 2.svétové valce

Situace gymndzii po 2. svétové valce nebyla jednoducha. Strucéné (ale prehledné)
je shrnut vyvoj v prednasce RNDr. Daga Hrubého proslovené na konferenci Ma-
tematika — zaklad evropské vzdélanosti, ktera se konala ve dnech 20.a 21. zari
2007 v Hradci Krélové. Tato pfednaska je uvedena ve sborniku [12]. V roce 1953
byla gymnézia zrusena. Ke studiu na vysoké skole od té doby pripravovala Jede-
néctileta stredni skola. V roce 1960 vznikly t¥ileté Stfedni vSeobecné vzdélavaci
gkoly (SVVS) a byly pro né vytvoreny i nové uéebnice matematiky. Planimetrie
je zahrnuta v ucebnici pro prvni roénik, ovSsem o zlatém fezu jsem zde nenasla
ani zminku. Pouze je vysvétlen pojem stfedni geometrickd imérna, ale v kapi-
tole, ktera je celd psand mensim pismem jako rozsifujici u¢ivo. V roce 1964 byly
SVVS rozsifeny na skoly étytleté a opét se jim vratil ndzev gymnéazium. Nové
ucebnice vychazely v letech 1977-1980, dalsi v letech 1984-1987. V prvnim
pripadé §lo o osm takzvanych sesit, v druhém o ¢tyfdilnou fadu, kde kazda
kniha odpovidala jednomu ro¢niku studia. Ani v téchto knihach jsem zlaty fez
nenasla (hledala jsem v kapitolach o geometrii v roving).

Jedinou uéebnici (z téch, do kterych jsem méla moznost nahlédnout) vyda-
nou po roce 1945 zminujici se o zlatém tezu je Geometrie pro V.tridu strednich
Skol z roku 1947 [11]. Tato ucebnice je psana jesté ve stylu prvorepublikové
literatury. Zlatému fezu je vénovana celd podkapitola v kapitole paté: Stejno-
lehlost a podobnost. Je zde vylozena konstrukce zlatého fezu tsecky pomoci
mocnosti bodu ke kruznici (v podstaté se jednd o Hérénovu konstrukei). Déle
se autofi zminuji, ze se tsecky rozdélené zlatym fezem vyskytuji v pravidel-
ném pétithelniku a desetitithelniku a uvadéji nasledujici dvé véty, z nichz prvni
i odvozuji.

Strana pravidelného desetithelnika je rovna vétsimu dilu poloméru
kruznice desetithelniku opsané, rozdéleneho zlatym rezem.

Strana pravidelného pétithelnika se rovnd vétsimu dilu jeho uhlo-
pricky, rozdélené zlatym rezem.

Na konci vyse uvedené podkapitoly nasleduje cvi¢eni obsahujici sedm nefese-
nych tloh souvisejicich se zlatym Fezem (Cislovanych 178-184). Doslovné zde
jako ukazku uvadim t¥i z nich:
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Sestrojte pravidelny 10tiuhelnik a pak 5Stivhelnik, dana-li strana ag,
resp. as.

Vyjdadrete stranu pravidelného 10tithelnika arg a stranu pravidel-
ného Stivhelnika as polomérem opsané kruznice, a to vzorcem: ajg =

1r(vV5—1), a5 = 3rv/10 — 2V/5.
Sestrojte euklidovsky thly a) 36°, 54°, b) 12°, 42°, 78°.

6.1.3 Soudasné ucebnice

Za soucasné ucebnice povazuji ty, podle kterych se nyni na gymnaéziich vyu-
¢uje. Je to zejména fada tematicky zaméfenych ucebnic matematiky pro gym-
nazia vydand v nakladatelstvi Prometheus (uéebnice vychazeji opakované od
roku 1992, nékteré dily byly postupné upraveny a rozsifeny, zde je Cerpano
ze 4. vydani ucebnice Planimetrie). Déale se jako doplnék vyuzivaji rtizné sbirky
uloh a prehledy matematiky, pro ukazku dale uvadim vynatek z Poldkova Pre-
hledu stredoskolské matematiky. Nemalo ucitelti séhne i po starsich uc¢ebnicich.

Ucebnice Planimetrie E. Pomykalové [24] je ¢lenéna na t¥i kapitoly (Geo-
metrické dtvary v roviné, Konstrukénd dlohy, Zobrazeni v roviné), kazda ka-
pitola ma nékolik podkapitol. V kapitole 2. Konstrukcni tulohy je podkapitola
2.6 Konstrukce na zdkladée vypoctu, ve které je sedm feSenych tloh a 11 nefese-
nych piikladi. Resend tiloha &islo 6 na strané 119 je nasledujici:

Usecku AB rozdélte na dvé cdsti tak, aby pomér mensi cdsti k vetsi
byl stejny jako pomér vétsi casti k celé usecce.

Resent:

Predpokladejme, ze bod X déli tsecku AB podle podminek tlohy.
Ozna¢me |AB| = a, |AX| = z; potom |BX| = a — x. Necht
|AX| > |BX| (obr.6.9a). M4 platit

(a—z):z=x:a
a po upravach
2

2?2 =a-(a—x), neboli 22 + a -z —a? = 0.

Resenim této rovnice je

1 1
x1=§a-(\/5—1), mgzia-(—\/g—l),

z2 < 0, proto nevyhovuje tiloze; 1 pro konstrukci upravime na tvar

- 1\? 1
€r1 = a —a — —aQ.
! 2 2
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2
1
Usecku 4/ a2 + (5(1) sestrojime uzitim Pythagorovy véty (obr.6.9b)

Uloha mé vzdy jediné feseni.

a) b)

al2

Obrazek 6.9: Déleni tisecky zlatym fezem

O tseéce AB tikame, Ze je rozdélena podle zlatého fezu. Konstrukce
pochézi od Herona.

Zadny dalsi priklad o zlatém fezu jsem v knize neobjevila, stejné jako véty
o zlatém Fezu a pravidelném pétithelniku (desetithelniku).

Kniha Prehled stredoskolské matematiky J. Poldka [23] neni ucebnici v pra-
vém slova smyslu, ale ucelenym ptehledem stfedoskolského uciva matematiky.
Stru¢né shrnuje latku, ¢asto ji i dopliuje, jsou pfipojeny fesené ptiklady. Obsah
je ¢lenén do deseti kapitol. Uvadim ukazky z 9. kapitoly: Geometrie, podkapi-
tola 9.9 Konstrukcéni planimetrické ulohy, lloha c¢islo 3 na stranach 447-448:

Zlatym tezem dané€ iusecky AB se rozumi takové rozdéleni bodem Z
na dvé édsti (usecky) AZ, BZ, Ze plati

|AZ| - |BZ| = |AB| : |AZ]; (|AZ] > |BZ]),

tj. pomer délky vétsi casti a mensi casti usecky je roven pomeru
délky celé usecky a jeji vetsi édsti. Odvodte konstrukci zlatého Tezu
usecky AB na zdkladé algebraické metody.

Nésleduje feSeni, kde je proveden obdobny vypocet jako v ucebnici [24]
a popsana konstrukce. Déle je v knize uvedena tloha 4 (strany 448-451):

Do kruznice o daném poloméru r vepiste: a) pravidelny Sestiiuhelnik,
b) pravidelny desetithelnik, c) pravidelny pétiihelnik.

Pii feSeni dlohy b) je odvozeno (s vyuzitim vysledku pfedchozi tlohy 3)
pravidlo ajg = g(\/g — 1), kde ayg je délka strany pravidelného desetitihel-
niku a r polomér kruznice opsané. Podobné pti feSeni tlohy ¢) vychézi a5 =
r . ‘ . . i . «
5\/ 10 — 2v/5, kde a5 je délka strany pravidelného pétithelniku a r polomér

kruznice opsané.
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6.2 Kdy, jak a proc¢ zlaty rez ucit

Za¢nu od konce — pro¢? Vynechdme-li historické divody (nefikdm tim ovSem,
7e nejsou vyznamné) a diskuze o obsahu (a rozsahu) stfedoskolského vzdélani,
zustava tu jesté minimalné divod jeden, a to vyuzitelnost zlatého fezu v né-
kterych soucasnych oborech (viz 10.kapitola) a také usnadnéni feSeni dalsich
geometrickych tloh, coz je jisté vidét na prikladech uvedenych v predchozich
kapitolach. Samoziejmé, pokud neni zajem poznat vlastnosti pravidelného pé-
titthelniku nebo pravidelného dvacetisténu, nebude pravdépodobné ani zajem
a duvod pochopit déleni tsecky v poméru zlatého fezu. Ale pokud alespon jed-
noho studenta z celé tiidy téma zlaty ez (nebo cokoliv jiného) zaujme, pak
vérim, ze tato vyuka méla vyznam.

Popularni jsou v soucasnosti hojné diskutované mezipredmétové vztahy.
Zlaty Tez neni pouze zalezitosti matematiky, ale objevuje se ve vytvarné vy-
chové (kompozice vytvarného dila), architektufe, biologii ¢ chemii (krystaly
mineralt, ulity mékkysa, usporadéani listt na stonku aj.), ale také v estetice aj.

Otazky kdy a jak spolu velmi tzce souvisi. Slovem ,kdy“ mam na mysli
navaznost na ostatni ucivo (co je tieba, aby zak jiz znal, a co se ma dozvédét
pozdéji, aby pFitom mohl zlaty Fez aplikovat), slovem ,jak® je mysleno jakym
zpusobem zlaty fez vysvétlit, protoze (jak je patrno z predchozich kapitol)
zpusobt je vice.

Urc¢ité bych jadro vykladu zlatého fezu ponechala matematice, konkrétné
planimetrii. Vzhledem k souc¢asnému trendu zpfistupnit ucivo SirsSimu spektru
populace bych netrvala na podrobnych diukazech, snad vyjma u matematicky
zamérenych tiid. Myslim, Ze nejvhodnéjsi je ukazat studentim zlaty ez v sou-
vislostech tak, jak je uvedeno napiiklad v soucasné uéebnici [24], t.]. v souvis-
lostech s konstrukcemi na zakladé vypoctu, redukénim thlem a pod. K tomu
je nezbytné znat Pythagorovu vétu a je vhodné znat véty Eukleidovy. Kon-
strukci zlatého fezu je také mozné ukazat jako piiklad na vyuziti Pythagorovy
véty. Zlaty fez samotny by pak mél byt aplikovan pfi feseni tloh o pravidelném
pétitthelniku (desetithelniku). Tyto mnohothelniky jsou ov§em v udebnici [24]
vylozeny mnohem dfive (a uéivo nejde do takové hloubky, aby bylo zlatého
Fezu potifeba). Pri feSeni stereometrickych tloh se ke zlatému Fezu muZeme
vratit (naptiklad u Platénovych téles), stejné tak jako pfi probirdni mocnosti
bodu ke kruznici, diky niz lze pékné zduvodnit Hérénovu konstrukei (viz dikaz
konstrukee 1 v kapitole 2).

Téma zlaty ez se objevuje i ve $kolnich vzdélavacich programech!'® né-
kterych stfednich $kol (napiiklad SVP Gymnazia Na Prazac¢ce, Praha3 nebo
Gymnaézia Brno, tfida Kapitana Jarose). V obou piipadech je zlaty fez uveden
u matematiky jako mezipredmétovy vztah s vytvarnou vychovou.

Zlaty tez byva nékdy vyucovan v ramci volitelného seminédfe z matema-
tiky. V roce 2008 rozeslala Marie Necasova (v té dobé studentka Pedagogické
fakulty Univerzity Karlovy v Praze) na 216 stiednich gkol v Ceské republice

148kolni vzdélavaci program (SVP) je dokument, ktery si vypracovava kazdé gymnézium
samostatné podle celorepublikové platného RVP G, coz je kurikularni dokument vymezujici
zavazné ramce vzdélavani pro gymnazia.
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dotaznik, ve kterém mimo jiné zjisStovala napli semindii z matematiky na
jednotlivych gkoldch. Na otazku ,Zabyvdte se zlatym fezem?* bylo asi 36%
z doslych 72 odpovédi kladnych. Podrobnéji jsou vysledky tohoto prizkumu
zpracovany v diplomové praci [21]. Dle mého nézoru tento vysledek neni nizky,
otéazkou zustava, do jaké hloubky je zlaty fez probiran.

S vyukou nejen zlatého rezu, ale geometrie a celé matematiky vibec vy-
vstava 1 mnoho problému, kterych jsem si védoma. Jmenuji zde ty, které vni-
mam jako nejpalcivéjsi, ale jisté by se nasly i dalsi. V poslednich letech dochéazi
ke zna¢nym skrtim v povinném ucivu na stiednich skolach; divodi je mnoho.
Klesa pocet hodin matematiky na tkor jinych pfedméti (netvrdim, ze je to
vzdy Spatné, zalezi na konkrétni situaci), snizuji se naroky na znalosti matu-
rant (ale zvySuje se procento maturanti v popula¢nim ro¢niku) atd. Nemaji-li
ucitelé prostor probrat skutec¢né zakladni u¢ivo, nikdo po nich nemiize chtit ucit
néco navic (zlaty fez ¢i cokoliv jiného). Vyjimku by snad mohli tvofit studenti
vytvarné zaméienych skol. Dalsi problém, o kterém bohuzel stale castéji sly-
chavam, je neobliba geometrie u nékterych ucitelu, kteti ji pak, nevédomky, ale
presto, prenaseji na své studenty. Mnohem radéji uci rovnice, funkce, apravy al-
gebraicky§ch virazt a podobné, nez planimetrii a stereometrii. Zaci pak nenavidi
rysovaci potfeby, neumi s nimi pracovat, nacrtky kresli propiskou a skutecné
snadné planimetrické tlohy resi radéji pomoci analytickych vypoctl ¢i jinymi
metodami (pokud viitbec). Tyto ucitele asi o krase geometrie a uzitecnosti zla-
tého Tezu nepresvédéim. . .

6.3 Skladanky z papiru

Postup, jak pomoci ¢tverce papiru slozit zlaty fez tsecky, je na strané 35.
Zde popisu navody na slozeni pravidelného pétithelniku a zlatého obdélniku.
Obé skladanky jsou samoziejmé (stejné jako zminéna konstrukce ze strany 35)
presné jen teoreticky. Zalezi na sile papiru, ze kterého skladame, nasi peclivosti
a dalsich okolnostech.

Pravidelny pétithelnik

Vystiihnéte prouzek slozeny z lichobéznikt A, B, C, D na obrazku 6.10 a na-
prehybejte jej podle prerusovanych car.

Obrazek 6.10: Pétithelnik z papiru

Lichobéznik D prehnéte dospodu (obr.6.11).
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Obrazek 6.11: Krok 1

Dospodu prelozte také ¢ast s lichobézniky A, B (obr.6.12).

Obrazek 6.12: Krok 2

Obréazek 6.13: Krok 3

Nakonec ptelozte lichobéznik A zpét dopfedu a zasuiite jej pod lichobéznik C.

Pokud byste chtéli obrazek 6.10 prerysovat, je tifeba dodrzet dvé pravidla.
Lichobézniky A, B, C, D jsou rovnoramenné, pricemz pomér délek delsi za-
kladny a ramena je zlaté ¢islo, a vnitini thly kazdého lichobézniku méri 72°
a 108° stupmnd.

Zlaty obdélnik

Vyjdeme ze ¢tverce ABCD, ktery prelozime napil podle prerusované usecky
EF (obr.6.14a). Dale ptelozime papir podle pferusované tsecky AF (obr.6.14b).
Nyni mizeme rozpulit thel BAF, ziskdme tak bod G (obr.6.14c).

a) b) c)

D F (o} D F C D F C
i /
i ’
1 /
I / G
1 / e
1 ’ -

/ L

: / -

A E B A E B A E B

Obrézek 6.14: Skladani zlatého obdélniku I
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Horni ¢ast papiru nad bodem G pfehneme dozadu rovnobézné se stranou
AB (obr.6.15a). Zbyly obdélnik ABGH (obr.6.15b) je zlaty.'®

a o F c D
Hb--f Lo G H G
A E B A B

Obrazek 6.15: Skladani zlatého obdélniku II

6.4 Pracovni listy

Pracovni listy jsou dnes nepostradatelnou soucasti vyuky, zejména v nizsich
rocnicich. V ptiloze A je pét pfipravenych pracovnich listti souvisejicich néja-
kym zptsobem se zlatym Fezem (nékteré vice, nékteré méné).

Ukoly jsou vétsinou snadné, vyzaduji pfesné rysovani nebo st¥thani podle
navodu, z pocetnich operaci se pouziva sc¢itani a déleni prirozenych cisel. Tyto
listy lze ale pouzit i ve vyssich ro¢nicich. Navrhy, jak tlohy zkomplikovat, na-
jdete spolu s fesenim tukolid nize.

K feseni pracovnich listi neni zapottebi znalost zlatého fezu, pouze se tento
pomér v tlohach objevuje nebo jsou jeho vlastnosti pouzity pfi tvorbé zadani.
Je jen na uciteli, zda zédka s pojmem zlaty fez seznami.

15Tato skladanka je prevzata z knihy [38].
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Pracovni list 1

Uloha 1:

Vrcholy P, Q, R, S, T jsou vrcholy pravidelného pétithelniku, proto musi
lezet na kruznici k (obr.6.16). Velikost thlu AOB je 72°, velikost thlu ADB
je 36°. Jedna se o stiedovy a obvodovy thel pfislusny oblouku AB kruZnice
opsané pétithelniku ABCDE. Vsechny thly v zadani (e) jsou shodné a mé¥i
36°. Jednda se o obvodové thly ptislusné opét oblouku AB kruznice opsané
pétithelniku ABCDE.

Obrézek 6.16: Uloha 1 — feSeni

Uloha 2:

Reseni je patrné z obrazku (obr.6.17), cer-
venda barva je nahrazena puntiky, ,zluté“ troj-
thelniky jsou Sedé.

A B

Obréazek 6.17: Uloha 2 — fe-
Seni
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Uloha 3:

V obrézku a) vznikne pravidelny desetithelnik, v obréazku b) pravidelny
pétitthelnik, v obrazku c) hvézdovity desetitithelnik a v obrazku d) hvézdovity
pétitihelnik (pentagram). Ulohu lze starsim studentiim zkomplikovat tikolem:
»Vypocitejte délky stran vzniklych atvart v zavislosti na poloméru kruznice
opsané.“

G F
H E
| D
J ©
A B
G F
H E
I D
J C
A B

Obréazek 6.18: Uloha 3 — fedeni

Uloha, 4:
Fotbalovy mi¢ je prikladem vyuziti Archimédova télesa zvaného zkoseny
dvacetistén v praxi. Na jeho povrchu je dvanact pétithelnikt a dvacet Sestiu-

helnik.
Pracovni list II

Uloha 1:
S jinym obdélnikem (respektive se ¢tverci odstfizenymi od tohoto obdél-

niku) tdloha nefunguje, protoze poméry stran dvou po sobé jdoucich ¢tvercii
musi byt stale stejné. To plati jen v pripadé, Ze puvodni obdélnik je zlaty.
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a a2 a3 Qa4 A5
a2_a3_a4_a5_a6_%
Uloha 2:

D

kde a; je strana prvniho (nejvétsiho) ¢tverce, as je strana druhého ¢tverce atd.
Obrazek popsany v bodech (a), (b), (¢) by mél vypadat jako obr.6.19.

C
\

Obréazek 6.19: Uloha 2 — fegeni

Lomené ¢éra se priblizuje k bodu P (analogie s logaritmickou spirdlou ve-
psanou do zlatého obdélniku, viz podkapitola 3.3). Na tseéce BD lezi body

Pracovni list I1I

G, K, O, na tsecce CE body I, N. Po sobé jdouci dvojice tisecek spojujicich
vrchol lomené ¢4ry s bodem P (na obrazku ¢arkované) sviraji vzdy pravy thel.

Vyplnénd tabulka z bodu (a) vypada nasledovné:

A|/B/C D E|F G H|J
1(1}2 )3 5|8 |13)|21| 34

Soucet ¢isel v poslednim fadku je 88, kral tedy skutecné rozdal vsechny své
zlaté cihly. Zaokrouhlovani na tfi desetinnd mista v bodé (c) neni bezpodmi-

ne¢né nutné, je v zadani jen proto, aby bylo vidét, ze je kazdy podil jiny (pfi
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zaokrouhleni na dvé desetinna mista budou posledni dva podily shodné). Dalsi
tabulka ma vypadat takto:

bl1¢c| b} E | F| G H J
A|lB| C D | E| F G 0
11273 5 8 | 13 21 34
1] 1] 2 3 5 8 13 21
1] 2 |1,5|1,667|1,6|1,625]|1,615] 1,619

Vynesené podily na ¢iselné ose (obr. 6.20):

B/A D/C  F/E GIF E/D c/B
0,9 1,0 11 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

Obrézek 6.20: Ciselna osa

Podily se postupné blizi zlatému ¢islu (os-
ciluji kolem néj), coz zéaci (pokud neznaji zlaty
fez) tézko objevi. Mohou si ale viimnout, Ze se
priblizuji k hodnoté ptiblizné 1,62.

Obrézek (obr.6.21) znézornuje spravné vy-
barveni cihel. Jestli byl kral spravedlivy nebo
ne, je véci nazoru.

A B c D E F G H J

Obrazek 6.21: Zlaté cihly
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Pracovni list IV

Nejvétsi mozny obdélnik, ktery se vejde na papir formatu Ay, mé rozméry
13 x 21 cm. Zde je vyplnéna tabulka z bodu (f) a zanesené body na ¢iselnou
osu (obr. 6.22):

obdélnik 1 2 3 4 ) 6 7
delsi strana (a) 2 3 5 8 13 21
kratsi strana (b) 1 2 3 5 8 13
ab 2,00 | 1,50 | 1,67 | 1,6 | 1,63 | 1,62
162 4¢3
. s el -
09 10 11 12 13 14 15 18 17 18 19 20

Obrézek 6.22: Ciselna osa

Pracovni list V

Stiedoskolaci by méli poznat, ze jde o Pascaltiv trojihelnik. Uloha je ale
urcena spise mladsim zaktim, ktefi si na ni procvici séitani prirozenych cisel.
Soucty ve sméru Sipek jsou prvky Fibonacciho posloupnosti. Diky tomu dava
soucet dvou po sobé jdoucich ¢isel v ramecku hodnotu ¢isla néasledujiciho. Toto
ovéfeni plati pro libovolnou dvojici, ne jen pro dvojici popsanou v bodé (c).
Z ¢isel uvedenych v bodé (d) by se v ¢erveném ¢tverecku po ¢ase objevila ¢isla
144, 233 a 987 (jsou to ¢leny Fibonacciho posloupnosti). Vyplnéna pyramida
je na nasledujici strané.
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Obrazek 6.23: Pyramida
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