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Kapitola II.

Vznik a vyvoj
infinitezimalniho pocétu
(16. — 18. stoleti)

1. Obdobi prechodu od starovéku k renesanci

Roku 476 n. L. se rozpadla fimska fise. Na jejim tizemi vznikly nové feudalni
staty, jejichz hospodafstvi vsak bylo na velmi nizké Grovni. Pfedevsim zapadni
¢ast byvalé Fimské FiSe (Evropa) byla velmi zaostald. Jeji zemédélstvi bylo
extenzivni, neopiralo se o dimyslné systémy Vychodu (zavodiiovéni, ...) ani
o jejich zkuSenosti a znalosti. Zapad vystacil s minimem astronomie a trochou
praktické aritmetiky pro obchod a zeméméricstvi.

Upadku kultury v mnohém napomahalo ulpivani na nevédeckych dogmatech
krestanské cirkve, kterd se zpocatku snazila Uplné vymytit ,pohanskou® fec-
kou a Fimskou kulturu. I pfesto ztstaly po mnoho staleti kiestanské klastery
jedinymi misty, kde se alespon ¢asteéné udrzovala vzdélanost. Uroven klasterni
matematiky vSak byla velmi nizka a slouzila hlavné k sestavovani kalendare
a vypoctu dat cirkevnich svatkd. Témér tisic let ztistavaly nejvétsi autoritou
matematické spisy, které sepsal filozof A. M. T. S. Boetius (asi 480 — 524), a to
i presto, ze jsou z védeckého hlediska pomérné chudé.

Situace se zacala meénit az v 11. a 12. stoleti, kdy doslo k vSeobecnému roz-
voji vyroby, obchodu, k rozkvétu mést a posileni lohy méstani, coz vytvaielo
zéklad pro celkovy rozvoj kultury a védy. Obnoveni obchodniho styku s Vy-
chodem vedlo k dovozu a rozsifeni fecké literatury. Soucasné s rozsifovanim
obchodu se zacaly navazovat i védecké styky s arabskou kulturou a to pre-
devsim pies Spanélsko a Sicilii. A tak se pomalu Evropantim zacalo otevirat
bohatstvi arabské a antické védy a kultury.

Ve 12. a 13. stoleti bylo prelozeno z arabstiny do latiny obrovské mnozstvi
védeckych praci. Vznikla tak skutecné rozsahla védecka a filozoficka literatura
psané latinsky. Prekladana byla jak ptvodni arabska dila, tak fecka literatura
existujici v arabsting. PieloZzend dila Eukleida, Archiméda, Apollénia, Ptole-
maia a dalSich se brzy stala zdkladem pro rozvoj evropské matematiky.

Diilezitou tilohu v rozvoji matematiky sehraly univerzity. Nejstarsi evropska
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univerzita byla zalozena v Salernu v prvni poloviné 11. stoleti. Po ni nasledovaly
univerzity v Bologni (1119), Pafizi (1160), Oxfordu (1167), Cambridge (1209)
a dalsi.

Ve 12. a 13. stoleti zaujala v Evropé v rozvoji femesel, obchodu a penéznictvi
prvni misto italskd mésta Janov, Pisa, Benatky, Milan a Florencie. Obchodnici
z téchto mést podnikali, podobné jako Marco Polo, daleké cesty, pfi nichz se
snazili poznat uméni a védu jinych narodd. Jednim z obchodniki, ktery se
zapsal do dé&jin matematiky, byl Leonardo Pisansky, zvany Fibonacci (asi
1170 — 1250). Aritmetické a algebraické znalosti, které nashromazdil na svych
cestach, shrnul do knihy Liber Abaci (Kniha o abaku), geometrické znalosti do
knihy Practica Geometriae.

S rozsifovanim obchodu se §ifila i do severnéjsich mést potfeba matematiky.
Zajem o ni byl predevsim prakticky, a proto po nékolik staleti ucili aritmeti-
ku a algebru mimo tehdy vznikajici univerzity femeslni poctari. Teoretickou
matematiku péstovali pouze scholasticti filozofové a matematici. Ti spekulovali
napf. o podstaté pohybu, o kontinuu a o nekonecnosti (napf. Tomas Akvin-
sky) a jejich avahy ovlivnily v 17. stoleti objevitele infinitezimalniho poc¢tu a
v 19. stoleti filozofy zabyvajici se nekonecnem.

V druhé poloviné 15. stoleti zacind obdobi renesance. Hlavnimi stfedisky
kultury a védy nadale ztstavaji italskd mésta. V této dobé dochézi hlavné
k rozvoji trigonometrie a algebry. Rozsifeni matematiky (a obecnéji védy i kul-
tury) velmi ovlivnil vyndalez knihtisku, ktery zp¥istupnil literaturu Sirsi vrstvé
obyvatelstva. Také bouflivy rozvoj architektury a rozkvét vytvarného umeéni
pomohl rozvoji a Sifeni matematiky. Jednim z malifi, jenz byl zaroven ma-
tematikem, byl Leonardo da Vinci (1452 — 1519). Zachovaly se ndm jeho
poznamkové sesity, které obsahuji matematické a filozofické tivahy. Je napii-
klad pozoruhodné, ze pfi zkouméni tézist obrazct a téles a také pii urcovéani
obsahu elipsy Leonardo pouZival Archimédovu metodu, kterou matematikové
pfi feSeni podobnych tloh zacali uzivat az v 17. stoleti.

Pocatkem 16. stoleti evropskd matematika prekracuje ramec znalosti, které
tvofilo dédictvi antického Recka a orientalnich narodi. Postupné pfevlada po-
zi¢ni desetinnd aritmetika, rozviji se trigonometrie, v algebfe se krok za krokem
vytvari vyhovujici symbolika, zac¢inaji se studovat Apolloniovy kuzelosecky a
Archimédovy kvadratury a kubatury. Dlouhé obdobi matematiky konstantnich
veli¢in se blizilo ke svému konci; zac¢inalo obdobi matematiky proménnych ve-
li¢in, symbolické algebry, analytické geometrie a diferencidlniho a integralniho
poctu.

16. stoleti bylo renesanci kultury a védy, tedy i matematiky. Studium a po-
rozuméni zédkladnim dilim starého Recka, zejména Archiméda, brzy dosihlo
takové tirovné, ze byl mozny rozvoj novych, jednodussich metod vypocti obsa-
hti a objemt. AvSak na rozdil od Archiméda, jehoZ dikazy byly naprosto piesné,
renesanc¢ni matematikové se vice zajimali o rychly vysledek, nez o presny diikaz.

Mezi témi, kdo studovali Archiméda, vynikli Simon Stevin, ktery psal o té-

zistich, a Luca Valerio — autor praci o tézistich a kvadratufe paraboly. Bezpro-
stfedné po téchto prvnich priukopnicich vznikly vyznamné prace Keplera, Ca-
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valieriho a Torricelliho, v nichz byly rozvinuty metody, které vedly pozdéji
k objevu infinitezimalniho poctu.

K novému rozvoji matematiky prispéla i revoluce v astronomii, kterou pred-
stavuji Mikulas Kopernik (1473 — 1543), Tycho Brahe (1546 — 1601) a Johann
Kepler. Piistrojové vybaveni se zlepsilo, byla k dispozici pfesnéjsi pozorovani
a ta bylo tfeba interpretovat, tj. mimo jiné i matematicky zpracovat.

Tehdejsi horliva aktivita matematiki vedla ke vzniku diskusnich krouzkt a
k jejich rozsahlé a soustavné korespondenci. Z téchto skupin ucencit postupné
vyrustaly akademie. Vznikaly v urc¢itém ohledu jako opozice k univerzitam,
které se vétsinou vyvinuly jiz v obdobi scholastiky a byly z hlediska schopnosti
fesit aktualni problémy pfilis strnulé. Nové akademie, jichz bylo v tomto obdobi
vytvoreno pres pét set, naopak ztélesnovaly nového ducha badani.

2. Kepler a Cavalieri a jejich vypocty obsahu a objemu

V dile Johanna Keplera (1571 — 1630) je
zvlast zretelny podnétny vliv nové astronomie,
kterad vyzadovala jak obsahlé poctaiské prace, tak
i infinitezimalni Gvahy. Ve svém dile Novd stereo-
metrie vinngch sudi (1615) pocital objemy téles,
které vznikly rotaci ¢asti kuzelosecek kolem osy
lezici v jejich roviné.

Podle legendy byla roku 1612 v Linci v Hornim
Rakousku, kde tehdy Kepler pobyval, mimoiad-
né dobrd droda vina. Vino se prodavalo témér
" vSude. Na jednom takovém trhu byl Kepler veli-
: ce udiven, kdyz prodavag, aby zjistil objem sudu,
prosté strcil do otvoru po zatce métici proutek a
ze vzdalenosti tohoto otvoru od protéjsi stény vy-
pocital objem sudu. T¥i dny hloubal Kepler nad problémem objemu vinnych
sudt, které pojal jako rotac¢ni télesa, a tlohu rozfesil. Doufal, ze vynalezne tvar
sudu, ktery by pfi stejném povrchu mél vétsi objem, nez sudy skutecéné uziva-
né. Presvédcil se vsak, ze rakouské sudy maji témér idealné tcelny tvar, coz
ho ptivedlo k vyroku: Kdo muze poptit, Ze lidskd prirozenost sama, beze vseho
hloubavého rozumového uvazovdni, uci zdkladnim pravdam geometrie?

Kepler pii svych vypocétech postupoval metodou rozdéleni télesa na neko-
necné mnoho nekonec¢né malych ,kusti“, jejichz objem lze jednoduse vypoctem
urcit. Pouzil tedy avahu, které se fika infinitezimalni. Napi. pfi urcovani ob-
jemu koule pfi znamém povrchu rozdélil kouli na nekoneéné mnoho jehlant
s vrcholy ve stfedu koule a zakladnou na povrchu koule a vyskou rovnou polo-
meéru koule. Secetl objemy téchto jehland a dostal V = %Ar, kde A = 4772 je
povrch koule. Odtud ziskal objem koule V = %Wr?’.

Jesté zndméjsi je jeho uréovani obsahu kruhu. Kazdou z (nekoneéné malych)

J. KEPLER



24

¢asti ohranicujici kruznice povazuje za zakladnu rovnoramenného trojihelnika
s vrcholem ve stfedu kruhu. Obsah kruhu je pak roven souctu obsahi vsech
takovych trojuhelnikt. Predstavme si, Ze kruZnice se stiedem S je rozvinuta
do usecky AC (jeji délka je rovna délce obvodu O kruhu) tak, ze polomér SA
je k ni kolmy. Nekonecné malému XY na kruznici odpovida dilek X'Y’ na
useéce AC. Trojthelniky XY'S, X'Y’S’ maji vysku i zdkladnu stejné délky, a
tedy maji stejny obsah (Kepler zde povazuje délku oblouku XY a délku jemu
odpovidajici tisecky XY’ za stejné).

Obr. 3. Kepleruv vypocet obsahu kruhu

Tyto trojuhelniky lze zaménit jinymi, se stejnymi zékladnami a vyskou, pricemz
vrcholy vSech trojihelnikt se posunou do stfedu kruznice S. Takto vzniklé troj-
thelniky maji stejné obsahy jako ptivodni trojihelniky a dohromady vyplnuji
trojuhelnik ACS.

A X'y’ C
Obr. 4. Kepleruv vypocet obsahu kruhu

Obsah kruhu je tedy roven obsahu pravouhlého trojuhelnika s odvésnami
AC a AS, kde velikost strany AC je rovna velikosti obvodu O kruhu. Odtud
plyne

S*1 O*lr~27rr*7rr2
=570 =3 = .

Kepler podobnych tivah pouzil k vypoctim objemt velkého mnozstvi téles
pouzivanych v praxi. Z hlediska dikazovych metod se Kepler rozesel s archimé-
dovskym poZzadavkem presnosti. Prohlasil, Ze Archimédovy dukazy jsou abso-
lutné presné, ze je vSak prenechavé lidem, kteri si chtéji dopiat presné dikazy.
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Za neptesnosti tohoto typu bylo Keplerovo dilo ve své dobé velmi kritizovano.
Dnes vidime, ze vSak znamenalo velky krok ke vzniku modernich integracnich
metod. Kepler pro feseni praktické tlohy vedl spravné tivahy nového typu, chy-
béla mu vsak jejich odpovidajici matematickd formalizace a proto i rigorézni
dikazy.

Dalsim astronomem zabyvajicim se matemati-
kou a fyzikou byl Galileo Galilei (1564 — 1642),
ktery sice neuvetejnil zadny systematicky vyklad
svych ideji o infinitezimalnim poctu, ale jeho mys-
lenky rozpracovali a publikovali jeho zaci — Torri-
celli a Cavalieri. Vsichni tfi urcovali obsahy nebo
objemy pomoci souctu tzv. indivisibilii. Slo o ne-
délitelné ¢4sti car (napf. tsecky), ze kterych se
utvérely plosné utvary, nebo o ¢asti ploch (napf.
kruhy), ze kterych se vytvarela télesa. Ilustrujme
tento postup na dile B. Cavalieriho.

G. GALILEI Bonaventura Cavalieri (1598 — 1647) ve svém

dile Geometria indivisibilibus continuorum (1635)
vylozil jednoduchou formou metodu vypoctu objemu télesa. Své vysledky shr-
nul ve formulaci, které dnes fikame ,,Cavalieriho princip“: ,,KdyZ dveé télesa
magi stejnou vysku a kdyz rezy rovinami, které jsou rovnobézné s jejich podsta-
vami a magji od nich stejnou vzddlenost, jsou takové, Ze pomeér jejich obsahi je
vZdy stejny, potom objemy téles magi tyz pomer.”

Kdyz budeme pomoci Cavalieriho principu ur-
¢ovat objem kruhového kuzele s polomérem pod-
stavy r a s vyskou h, mizeme jej porovnat s jehla-
nem o vysce h se ¢tvercovou podstavou, jejiz stra-
na mé délku 1 (viz obr. 5.). Roviny, které jsou rov-
nobézné s podstavami obou téles a jsou vedeny ve
stejné vzdalenosti od podstav, protinaji tato té-
lesa v kruhu, resp. ve ¢tverci, jejichz obsahy jsou
v konstantnim poméru 7r2: 1. Podle Cavalieriho
principu tedy plati “;—’]‘ = mr?, tedy Vi, = nr?Vj,

kde Vi je objem kuzele a V; objem jehlanu, pro
néjz plati V; = %h Odtud plyne, Zze objem kuzele
je roven Vi, = 2mr?h.

Cavalieriho metoda se lisi od Keplerovych postupi ve dvou aspektech. Za
prvé, Kepler rozkladal téleso dané dimenze na nekonecné mnoho ¢asti téze di-
menze, kdezto Cavalieriho vrstvicky maji nizsi dimenzi, nez vySetfovany utvar.
Za druhé, Kepler rozkladal dané téleso na infiniteziméalni ¢asti a sec¢tenim jejich
obsahti (resp. objemu) obdrzel obsah (resp. objem) daného télesa. Cavalieri po-
tfeboval k vypoctu dvé télesa a pouzil metodu porovnavani nekonecéné malych
casti téles, jakychsi nedélitelnych vrstvicek.

B. CAVALIERI
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Obr. 5. Cavalieriho princip

Prakticky efekt Cavalieriho principu p¥i vypoctu obsahfi (resp. objemu)
spociva v tom, Ze odvozuje spravné formule, aniz je nucen pouZit postupu, ktery
dnes nazyvame vypoctem limity. I pres nékteré nedostatky meéla Cavalieriho
metoda velky vliv na jeho soucasniky i matematiky pozdéjsitho obdobi. Leibniz
napfiklad napsal, ze Galilei a Cavalieri byli prvnimi, kdo zacali odhalovat
drahocenné metody a postupy Archiméda. Torricelli prohlasil, ze Cavalieriho
metoda je udivujici ve své ekonomicnosti pro nalezeni vét a dava moznosti
dokazat ohromné mnozstvi novych tvrzeni a to kratkymi, pfimymi dikazy, coz
je nemozné metodami starovéku.

Kromé této metody pro vypocet objemt dvou téles porovnavanim jejich
fezli, Cavalieri objevil i metodu pro vypocet obsahti a objemi jednoduchych
atvart pomoci tzv. pfiénych feza. llustrujme tuto metodu na tfech piikladech.

Priklad 1: Vypocet obsahu pravothlého rovnoramenného trojihelnika ABC
se zékladnou a vyskou a (viz obr. 6.). Je-li PQ jeho svisly fez délky x, pak
obsah trojuhelnika je suma takovychto segmenti, tj.

B

s(AABC) = Zx
A

A @ P B

Obr. 6. Cavalieriho metoda pfi¢nych fezi
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Priklad 2: Vypocet objemu pravidelného jehlanu s vrcholem A a se étvercovou
zékladnou o strané BC' rovné vysce jehlanu. Rez ve vzdalenosti x od vrcholu
A ma plochu 22. Objem jehlanu je pak souctem takovych fezd, tj.

1% :ZxQ.

A

P¥iklad 3: Vypocet objemu télesa vzniklého rotaci paraboly y = x? kolem

osy  na intervalu [A, B]. Rezy ve vzdalenosti  od bodu A maji plochu 7z

Objem tohoto rotacniho télesa je pak

1% :WZI4.

A

Problémem nyni zistava vypocet téchto sum. Cavalieri odvodil soucty Zf z"

pron=1,2,...,9. Jestlize ozna¢ime B — A = a, pak dosel ke vztahu
& 1
Zx": lan+1 pron=1,2,...,9.
A n

Z téchto vysledkt Cavalieri usoudil, Ze lze predpokladat platnost vztahu pro
libovolné n € N, a tak mohl napf. okamzité napsat vztah pro vypocet obsahu
plochy pod kiivkou y = 2™ na intervalu [0, 1]

! 1
s:;x":n+1

nebo vztah pro objem télesa vzniklého rotaci této plochy kolem osy x

Jak je vidét, Cavalieriho vysledek je ekvivalentni hodnoté zakladniho inte-

gralu
a 41
n _a”
[ ande =

coz znamenalo obrovsky krok v rozvoji algoritmickych procedur pro vypocty
obsahi a objemu.

Privrzencem metody indivisibilii a zdkem Galileiho byl i italsky fyzik a
matematik Evangelista Torricelli (1608 — 1647). Jeho pfinos spociva v tom,
ze soucasné s ,nedélitelnymi“ tseckami pouzival i ,nedélitelné“ ¢asti kiivek, a
to jak v roviné, tak v prostoru.
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Tlustrujme jeho zobecnénou metodu na vypo-
¢tu obsahu kruhu o poloméru r a stiedu S. Stejné
jako Kepler uvazoval tsecku AC, jejiz velikost je
rovna obvodu kruhu. Nyni vzal libovolny bod B
na poloméru SA a vytvoril kruZnici o poloméru
S B se stfedem v bodé S. Bodem B vedl pfimku
BD rovnobéznou s AC, viz obr. 7. Z podobnosti
trojuhelnikit SAC a SBD plyne, ze délka usec-
ky BD je rovna délce obvodu kruznice o polomé-
ru SB. To znamen4a, ze systému ,nedélitelnych®
kruznic v daném kruhu odpovidé systém ,nedéli-
E. TORRICELLI telnych® tsecek v trojuhelniku SAC. Na zakladé
principu nedélitelnych Torricelli ucinil zavér, ze
obsah kruhu je roven obsahu trojuhelnika SAC.

Obr. 7. Torricelli a jeho vypocet obsahu kruhu

3. Pokradovatelé Cavalieriho

Cavalieriho kniha podnitila matematiky ke studiu problémd, pii jejichz fese-
ni se uzivalo infiniteziméalnich veli¢in. Kromé starych problémi urc¢ovani obsa-
hfi, objem a t&zist hral stale vyznamnéijsi tlohu problém tecen. Slo o stanoveni
metody k urceni te¢ny k dané k¥ivce v daném bodé. Pii téchto tivahéch se zie-
telné vydélily dva sméry, geometricky a algebraicky. Nasledovnici Cavalieriho,
zvlasté Torricelli a Newtontv ucditel Isaac Barrow, pouzivali fecké metody spo-
¢ivajici na geometrickych tvahach, aniz by se prilis starali o jejich pfesnost. Jini
vSak, zvlasté Fermat, Descartes a Wallis, zastupovali druhy smér a pouzivali
pfi feSeni stejnych otézek algebraického pfistupu.

Postupny vyvoj infinitezimélniho poétu zna¢né urychlilo vydani Descartovy
Géométrie (1637), ve které byla klasickd geometrie vyloZena algebraickymi
prostiedky.

Hlavni vyznam matematické prace francouzského filozofa a matematika Re-
né Descarta (1596 — 1650) tkvi hlavné ve vytvofeni tzv. analytické geometrie.
Na starovékou geometrii systematicky aplikoval algebru, kterd pravé na po-
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catku 17. stoleti dosahla velkého rozvoje, a tak zajistil nesmirné rozsiteni jeji
pouzitelnosti. Jeho kniha byla zna¢nym krokem kupfedu. Neobsahuje vSak apa-
rat moderni analytické geometrie. Nenalezneme zde ani kartézské souiadnice
ani rovnice piimek, ¢i kuzelosecek.

Poné¢kud blize k ,,dnesnimu pojeti“ analytické geometrie dosel Pierre de Fer-
mat, ktery pracoval s pravoihlym osovym systémem a uvedl i rovnice pfimek
a kuzelosecek. Jeho analytickd geometrie, kterou vybudoval jesté pred vyda-
nim Descartovy knihy, vSak vysla az po jeho smrti roku 1679 a byla zastinéna
Descartovou Géométrii. Descartes totiz zavedl novou, stru¢nou a efektivni sym-
boliku (kterd je téméf shodnd s dnesni), zatimco Fermat uzival starsi, topornou
symboliku Vietovu.

Prakticky vsichni autofi formuli pro vypocty obsaht, objemi a piipadné
t6zist se v letech 1630 az 1660 zaméfuji na problémy tykajici se tzv. algebraic-
kych krivek, zvlasté téch, jejichz rovnice ma tvar a™y" = b"z™. Kazdy dosel
svym vlastnim zptsobem k vysledkim, které jsou ekvivalentni vypoctu inte-
gralu | Oa zdr = ‘j;n:ll . Tato feseni byla nalezena nejprve pro kladna celociselna
m, pozdé&ji pro zaporné i racionalni exponenty.

John Wallis (1616 — 1703) se také zabyval
vykladem geometrie algebraickymi prostiedky a
zaslouzil se o preneseni této nové metody do An-
glie. Ve své knize Arithmetica infinitorum (1655)
vysel z Cavalieriho metody fezt, ale na rozdil od
Cavalieriho geometrického pristupu pouzival pfi-
stup aritmeticky. Pti svych vypoctech hojné vy-
uzival nekonec¢nych fad a limitnich avah.

Ukazme, jak Wallis postupoval pti uréeni kvad-
ratury paraboly y = x? na intervalu [0, 1]. Inter-
val [0, 1] rozdélil na n stejnych dilkid. V téchto dé-
licich bodech uvazoval fezy plochy pod parabolou
a zkoumal pomér soucti délek téchto fezl k sou-
¢tu délek rezi, které jsou rovny délce nejvétsiho
fezu z prvniho souctu, tj. pomér

J. WALLIS

02+12+"'+’ﬂ2
n2+n2+_,_+n2’

Snadnou tpravou dostal vztah jehoZz hodnotu uréil po-

moci indukce:

02412422 1 1

1
6 Preiz 3 12T
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1 . Lo
&n neustdle zmensuje,

7 v . 7 z w7 n Ve v 7z 7z

takzZe se nakonec stane mensim nez libovolné kladné cislo a pri pokracovdni do
nekonecna uplne vymizi. Jinymi slovy, pouzitim limitniho pfechodu pro n — oo
dospél ke zndmému vysledku % pro obsah plochy urcené parabolou na intervalu
[0,1]. Zapsdno dnesnim zpiisobem dosel ke vztahu

1 2, 12 2
124 ... 1
/ z?dr = lim O+t +n =-.
0

Dale uvazoval takto: pri naristdni poctu clent se clen

nsoon?4+n2+---4+n2 3

Touto metodou Wallis dospél také ke zndmému vysledku o poméru objemu
kuZele a vélce s touz podstavou a vyskou (Vi = %VU). Pfedpoklada, ze kuzel
se sklada z nekonecné mnoha rovinnych fez navzajem podobnych a rovnobéz-
nych, z nichz nejmensi je bod a nejvétsi podstava. Soucet obsahii téchto ezt
kuzele porovnava se souctem obsahii odpovidajicich fezti valce (vSechny Fezy
vélce jsou stejné a jsou rovny nejvétsimu fezu kuzele) a dojde k vysledku %

Zobecnénim predchozich itvah Wallis dokazal vztah

@ 1 1
/xkdx: a*pro keN a k==, kde ¢e N

a vyslovil domnénku, ze

a p q p+q
/ zidr = a 9,
0 p+q

kde % je nezdporné raciondlni ¢islo.
Obecny vysledek byl pozdéji dokédzan Fermatem a Torricellim.

Fermat — kvadratura paraboly a konstrukce tec¢en

Pierre de Fermat (1601 — 1665) byl advoka-
tem; studiu matematiky se vénoval jen ve volném
Case. Vétsina jeho matematickych objevl je zna-
ma jen z jeho korespondence, kterou vedl s Des-
cartem, Pascalem, Torricellim, Huygensem, Ro-
bervalem, Wallisem a mnoha dal§imi. Fermat jim
neustale zasilal rtizné problémy a vyzyval je k je-
jich feseni. SAm svymi objevy obohatil mnoho ob-
lasti matematiky a fyziky. Polozil spolu s Descar-
tem zéklady analytické geometrie, spolu s Pas-
calem zaklady teorie pravdépodobnosti. Vyrazné
zasahl také do teorie ¢isel, optiky a mnoha dalsich
obort.

Stejné jako vSichni matematikové této doby se i Fermat vénoval kvadraturam
hyperbol a parabol zadanjch rovnicemi y” = kz*™, kde m,n € N, k € R.

P. FERMAT
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Ukazme, jak Fermat postupoval pfi vypoc¢tu obsahu plochy ohranicené pa-
rabolou y = 22, osou z a pfimkou x = 1. Nejdiive zvolil libovolné éislo
a € (0,1) a sestrojil posloupnost é&fsel 1, a, a2, a3, . ... Uvazovanou plochu po-
kryl nekone¢né mnoha obdélniky s vyskami rovnymi funkénim hodnotam funk-
ce y = 22 v bodech 1,a,0?,a3,..., tj. s vygkami 1,02, 0% a%,... a siftkami

1—a,a—a?,a?—a3,.... Soudet obsahti téchto obdélniki je

1(1—a)+?(a—a?)+a*(@®—a)+---=1—a+a*(1-a)+ab(l—-a)+ - =

=1-a)1+a®+af+--)=
1l-« 11—« 1

T 1% (1-a)1+a+a?) B 1+a+a?)
Jestlize nyni zmensujeme zakladny obdélnicki, tj. ¢islo a se priblizuje k ¢islu

jedna, pak podil m se bude blizit k %

W

a*a’ « « 1

Obr. 8. Fermatova kvadratura paraboly

Obdobné Fermat postupoval pfi uréovani kvadratury paraboly y = x4 pro
p > 0 a q > 0 na intervalu [0, b]. Interval rozdélil na body b, ab, ab, b, .. .,
kde o < 1. Vytvoril obdélniky se §fikami (1 — a)b, a(1l — a)b,a?(1 — a)b,... a

viskami b%,ai b, a4 bi,.... Soucet obsahti téchto obdélnicki je
(r+q) 1-—
(1— o™ +(1—a)a" T + (1 —a)a" 7 b+ = = ob
_ ok

Nyni je tfeba urcit hodnotu tohoto vyrazu pro a — 1. Pii tomto odvozeni

Fermat vyuzil nasledujiciho triku: zavedl novou proménnou (3, takovou, ze plati
a = (1. Pak

l-a 1 L-BA+B+L+5+--+p)

1ot 1-prte  (1-B)1+B+ B2+ B3+ + prra-1)

Lze ukézat, ze hodnota tohoto vyrazu je pro o — 1, tj. pro 8 — 1, rovna
zlomku —Z-. Celkem tedy dostédvame vysledek

p+q’
b P q ptq
/quas:—b qa
0 p+q
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Fermat se zabyval i kvadraturami hyperbol, vypocital nevlastni integral
f;oo ‘i—”ﬁ = mio, vyuzival zdmény proménnych a integrace po ¢astech.

Integracéni postupy Fermata se 1isi od postupt Keplera a Cavalieriho v néko-
lika smérech. Za prvé, Kepler i Cavalieri fesi geometrickou tlohu geometrickymi
prostfedky, kdezto Fermat ji pfevadi na tlohu algebraickou, na soucet geomet-
rické rady. Déle si lze povsimnout, ze Kepler i Cavalieri pracovali s nekonecné
malou veli¢inou. Fermat nepouzival nekone¢né malé veli¢iny, obdélniky s neko-
necné malou $itkou. Jeho pristup se opird o pojem limity, i kdyz jen intuitivné.
V tomto sméru voli postup podobny Archimédové exhaustivni metodé. V dal-
$im vyvoji byly pouzivany oba pristupy, a to jak pomoci limit, tak pomoci
aparatu nekonecné malych velicin. Ob€ linie najdeme napi. u Newtona. Tento
vyvoj, ktery se vSak stale vice ptiklanél na stranu limit, byl ukoncen v 19. stoleti
vybudovanim ucelené teorie limity.

Z hlediska dalsiho vyvoje infinitezimalniho poctu se stala vyznamnou také
Fermatova metoda konstrukce tecen; je popsana v jeho rukopise z roku 1637
s ndzvem Methodus ad Disquirendam et Mazimam et Minimam (Metoda nale-
zend maxim a minim).

Vénujme se jeho metodé€ nalezeni tecny ke kiivce podrobnéji.

Necht je ddna kiivka a na ni libovolny bod P, viz obr. 9. Hleddme te¢nu PT
k této kiivce v bodé P.

Fermatuv postup je zaloZen na nalezeni délky usecky T'Q, tj. bodu T'. Spo-
jenim bodu T a P pak lze ziskat hledanou tec¢nu. Ukazme, jak Fermat urdil
pozadovanou délku tsecky T'Q:

Necht tsecka QQ; délky E je ¢asti piimky T'Q. Trojuhelnik TQ P je podobny
trojuihelniku PRT7, tedy

TQ: PQ=F:T1R.

Podle Fermata je tsecka T1 R ,téméF stejné dlouha“ jako tsecka PiR (jsou-li
body Q, Q1 ,dostatedné blizko*), a proto

TQ: PQ=F: (PQ1— PQ).

Pouzijeme-1li dnesniho zapisu (PQ = f(x)), dostaneme

TQ: f(x) = E:[f(z+ E) — f(x)],

odkud
E- f(z)

=578 i)

Déle Fermat (po dosazeni konkrétnich hodnot) vydélil ¢itatel i jmenovatel
¢islem E a nakonec polozil E = 0. Tak obdrzel délku T'Q.
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T Q E @

Obr. 9. Urceni tecny ke kiivce

Iustrujme tuto metodu na piikladu funkce y = z2. Hleddme tedy teénu
k funkci y = 22 v libovolném bodé o soufadnicich [z, 2%]. Podle v¥$e odvozeného
vztahu je

E - 2? E - 2?

TQ = = :
@ (x+ E)? —22 22+ 2Ex+ E?2 —2?

Vydélime cely zlomek ¢islem F, tj.

2

TQ = ——;
@ 2c+ E’

nakonec polozime F = 0 a dostavame vysledek

x
TQ = 5"
Na zakladé tohoto vysledku znédme prisecik hledané tecény s osou z a tim
i samotnou tecnu.

Fermatova metoda tecen inspirovala mnoho dal$ich matematikt. Podle slov
d’Alemberta je Fermat dokonce prvnim, kdo pouzil diferencidly k nalezeni
tecny. Newton v jednom dopise napsal, Ze jeho myslenky o diferencialnim poctu
byly motivovany studiem Fermatovy metody tecen.

Dalsi predstavitelé rozvoje integrace

Dalsim matematikem, ktery vyznamné prispél k rozvoji integralniho poctu,
byl Blaise Pascal (1623 — 1662). Je zndm pfedevsim sestrojenim prvniho po-
¢itactho stroje (1645), formulaci a diikazem binomické véty a konstrukei s ni
spojeného tzv. Pascalova trojuhelniku. Pascal pronikl do procesu integrace a
uvédomil si, ze veskeré integrovani vede k vypoctu jistych aritmetickych sou-
¢t mocnin. Vénoval se mj. zkouméni cykloidy (kfivka, kterd vznikne pohybem
pevného bodu kruznice, kterd se kotali po pfimce) a pomoci archimédovskych
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uvah urcil obsah a tézisté jeji tiseCe a objem télesa vzniklého rotaci takovéto
useCe. V pouzitych postupech je obsazena metoda ,charakteristického troja-
helnika“, kterou pozdéji rozpracoval Leibniz.

Upozornéme, ze Fermat jiz dovedl integrovat parabolickou, hyperbolickou a
exponencialni funkci, Pascal jako prvni funkce trigonometrické.

Stejnymi otdzkami jako Kepler a Cavalieri se zabyval i Gilles Personne de
Roberval (1602 — 1675), jeho postupy vSak byly pfesné&jsi. P¥i vypocétu obsahu
plochy vymezené kiivkou y = z™, osou x a pifimkou x = 1 postupoval tak,
ze danou plochu rozdélil na nekoneéné mnoho nekonecéné tzkych obdélnicki,
jejichz obsahy pak secetl.

Roberval se hodné vénoval zkouméani v té dobé ,mdédni“ kiivky cykloidy.
Poprvé se touto kiivkou zabyval a dal ji jméno G. Galilei. Témér vSichni
matematikové té doby — Torricelli, Descartes, Fermat, Pascal aj. fesili ulohy
tykajici se riznych cykloid. Urcovali jejich obsahy, te¢ny, objemy téles vzniklych
jejich rotacemi kolem rtznych pfimek atd.

Robervalovy prace mély velky vyznam pro rozvoj infinitezimalnich metod,
nebot vyuzivé jako jeden z prvnich kinematického p¥istupu pii sestrojeni tecen
ke kfivkdm. Tento piistup byl zalozen na tom, ze okamzité rychlost pohybu
daného bodu (pohybujiciho se po k¥ivce) ma smér tecny k této kiivce. Své
myslenky sepsal roku 1634 v praci Traité des indivisibles, ktera vsak byla
publikovana az roku 1693. Zobecnil tak metodu, kterou uzil Archimédes pfi
vypoctu tecny ke své spirale.

Nezavisle na Robervalovi rozvinul tento kinematicky zptisob sestrojeni tecen
ke kiivkdm i Torricelli.

Christian Huygens (1629 — 1695) byl matematikem, fyzikem a astrono-
mem. Vedle Wallisovy knihy Arithmetica infinitorum obsahovalo Huygensovo
dilo nejrozvinutéjsi formu infinitezimalniho poc¢tu v dobé pied Newtonem a
Leibnizem. Pfitom je tfeba zdtraznit, ze Huygens byl jednim z mala velkych
matematikti 17. stoleti, ktefi za nezbytnou soucast svych metod povazovali
presnost; navazal tak na staré archimédovské tradice.

Pripomenme také, Ze Huygens je kromé toho autorem vlnové teorie svétla a
objasnil existenci Saturnovych prstencii.

Isaac Barrow (1630 — 1677) byl profesorem na univerzité v Cambridge, kde
prednésel optiku a geometrii.

Vénoval se kvadraturam riznych krivek a urcenim jejich tecen. Z jeho praci
je patrné, ze znal vzajemnou souvislost mezi témito dvéma tlohami, tj. mezi
integrovanim a derivovanim. Pojem integrace byl vsak pro néj prvotni; ze zna-
mych postupil pro integraci pak odvozoval metodu urcovani tecen ke kiivkam.
Timto postupem si vSak k algoritmtim infinitezimalniho poc¢tu cestu neotevrel.

Kone¢nou podobu vsem témto vysledktim dali az Newton a Leibniz.
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4. Newton a Leibniz — zakladatelé infinitezimalniho
poctu

Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz jsou nejvyznamnéjSimi matema-
tiky druhé poloviny 17. stoleti, ktefi nezavisle na sobé vytvorili diferencidlni
a integralni pocet. Vybudovali ucelenou teorii, do které zahrnuli vSechny roz-
tristéné objevy svych predchidci, teorii, kterd poskytla jednotny pohled na
jednotlivosti, do té doby izolované.

Vsimnéme si, co vytvoreni této teorie pfedchézelo. V 16. a 17. stoleti byla
velkd pozornost vénovana studiu kfivek. Byly zkouméany plosné i prostorové
kiivky (spirdly, Fetézovky, ...), tvary Cocek a zrcadel s pozadovanymi vlast-
nostmi a mnoho dalSich objekti. Pomoci infinitezimélnich metod se studovaly
konstrukce tecen, obsahy tise¢i, objemy a povrchy téles vzniklych rotaci tse-
sehralo v 17. stoleti oziveni kinematickych pfedstav. Zkoumaly se drahy po-
hybujicich se bodd a vrzenych téles, studovaly se pojmy rychlosti, zrychleni,
drahy, casu a vznikaly i zédkladni pfestavy o proménné veli¢iné a funkci.

V roce 1638 studoval G. Galilei stejnomérné zrychleny pfimocary pohyb a

dosel ke vztahu pro drahu tohoto pohybu (z = 1gt?, kdyz ‘fi—f = gt), a tim

vlastné k vypoctu jistého neurcitého integralu. rf‘orlricelli uvazoval obecnéji;
uréil drahu jako ,integral® rychlosti. Uloha méfeni drahy v zavislosti na ¢ase si
vynutila pfeneseni integralnich postupt ze statickych iloh na tlohy dynamické
a posléze poskytla i ideu a metodu jak svdzat pojem derivace (teény, rychlosti)
s pojmem integrélu (obsahu, drahy).

Predstavy o mechanice byly v poloviné 17. stoleti jiz dostate¢né rozvinuty.
V zéasadé byla vytvorena uplnd nauka o pohybu. Bylo vSeobecné pfijato, ze
pohybujici se objekt prochazi svou drahou bod po bodu spojité ve spojitém
Case, ze pro urceni drahy pohybujicitho se télesa, tj. jeho polohy v daném
okamziku, je tfeba znat velikost a smér jeho okamzité rychlosti atd. Nové
mechanické prestavy o pohybu tedy dost dirazné vyzadovaly, aby diferencialni
operace byly pfi popisu pohybu prvotni. Z nich pak bylo mozno odvozovat
integralni charakteristiky mechanického jevu, napt. vyjadrit drahu jako funkci
¢asu, rychlost jako funkci okamzitého zrychleni apod.

Infiniteziméalni postupy slavily ve druhé poloviné 17. stoleti velké tuspéchy.
V oblasti integrace byly pouzity ve formé s¢itani nekonec¢ného poctu nekonec-
né malych veli¢in, v oblasti derivovani se objevilo jednotné hledisko, kterym
se tlohy na urcovani tecen redukovaly na zkoumani nekone¢né malych rozdila
veli¢in a jejich podili. Bylo odvozeno nékolik formalnich pravidel pro vypocet
derivaci, rozvijely se metody souvisejici s nekoneénymi fadami. Jednotny sy-
stém obecnych pojmu se stanovenymi pravidly vSak nebyl k dispozici. Chybéla
symbolika, kterd by umoznila mechanické vyuzivani pravidel. Teprve Newton
a Leibniz sjednotili infinitezimalni pocet, dali mu pevny rad a vypocetni algo-
ritmy.
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Isaac Newton (1643 — 1727) pochézel z rodi-
ny venkovského §lechtice z hrabstvi Lincolnshire.
V letech 1661 — 1665 studoval v Cambridge. V le-
tech 1665 — 1666 v hlavnich rysech vypracoval ra-
mec svého védeckého programu a v roce 1669 se
stal nastupcem I. Barrowa na Lucasové katedfe
v Cambridge. Barrow podle vlastnich slov ,,uvol-
nil své misto schopnéjsimu®“. Newton na tomto
profesorském misté setrval bezmaéla 30 let do roku
1696, kdy se stal spravcem mincovny v Londjyné.
. Zapojil se do aktivity Royal Society a dlouho stal

I. NEWTON v jejim cele. I. Newton byl fyzikem, matemati-
kem a astronomem. Zabyval se mj. zdklady me-
chaniky, gravita¢nimi zakony, korpuskularni te-

orii svétla, optikou (zkonstruoval napf. zrcadlovy dalekohled) nebo zéklady
hydrodynamiky.

Své uvahy v infinitezimalnim poctu opiral o tzv. teorii fluxi a fluent, kterou
vytvoril v dobé svého pobytu na rodném panstvi v Lincolnshire v letech 1665
— 1666, kdy uprchl z Cambridge pfed morem.

Diky znalosti Descartovych ideji analytické geometrie si mohl Newton pred-
stavit rovinnou kfivku jako mnozinu prisecikt vzdy dvou piimek rovnobéznych
se souradnicovymi osami x a y, pohybujicich se okamzitymi rychlostmi ¢ a «
(¢ je okamzitd rychlost pohybu pfimky rovnobézné s osou = a & je okamzitd
rychlost pohybu pfimky rovnobézné s osou y). Tyto okamzité rychlosti & a
U, které maji charakter vektorti, nazval fluxemi. Okamzita rychlost pohybuji-
ciho se prusec¢iku, tj. vektor rychlosti pohybu tohoto bodu, vznikne slozenim
obou slozek pohybu &, § podle zndAmého rovnobéznikového pravidla. Podil % je
smérnici te¢ny ke kfivce opsané prusecikem zminénych pohybujicich se pfimek.

A

Y f(z,y) =0

/ T

Obr. 10. Newtonova metoda fluxi

Z naseho pohledu jsou soutadnice z, y (fluenty) pohybujiciho se bodu funk-
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cemi Casu t a fluxe &, ¥ derivacemi z, y podle ¢

. dx . dy
€r= — = —

dt’ dt

Jejich pomeér je derivace y podle x

v_dy

& dz

Cas je u Newtona jen pomocnym pojmem a slouzi spiSe jako piiklad neza-
visle proménné veli¢iny. Nekonecné malé prirtistky takovéto veli¢iny oznacuje
pismenem 0%, fluenty (x, y) jsou postupné vzristajici nebo ubyvajici veli¢iny
popisujici drahu hmotného bodu, fluze (&, §) jsou rychlosti, s nimiz se veli¢iny
méni a momenty fluxi (Zo, go) jsou nekoneéné malé piirtistky veli¢in (fluent).

Newton formuloval zédkladni tlohy své matematické analyzy takto:

1. ze znalosti drahy pohybu hmotného bodu v kazdém okamziku nalézt
rychlost tohoto pohybu v urcitém case,

2. ze znalosti rychlosti hmotného bodu v kazdém okamziku urc¢it drahu,
kterou tento bod urazi za urcity cas.

Jinymi slovy,
1. nalézt vztah mezi fluxemi & a gy, je-li dan vztah mezi fluentami rovnici
f(z,y) = 0;
2. nalézt vztah mezi fluentami x, y, tj. nalézt funkci f vyhovujici rovnici
f(z,y) =0, je-li ddn vztah mezi fluxemi.

Prvni z téchto iloh je vypoctem derivace, druha vede k vypoctu integralu.
Ukazme, jak Newton pristupuje k jejich feSeni.

Uloha 1.
Ma-li z daného vztahu f(z,y) = 0 mezi fluentami ur¢it vztah mezi fluxemi,
dosadi do rovnice f(z,y) =0 za = a y hodnoty x + Zo, y + yo s odivodnénim,
ze kdyz je v jednom okamziku bod v poloze dané hodnotami x a y na kfivce,
pak v nésledujicim okamziku je jeho poloha dana hodnotami x + %o, y + yo, tj.
dostane vyraz
flx+ 2o,y + yo) = 0.

K jeho zjednoduseni pouzije rovnici f(z,y) = 0 a ziskd vztah pouze mezi na-
sobky nekonec¢né malych veli¢in. Potom provede déleni vyrazem ,,0“ a nakonec
zanedbd vSechny ¢leny, v nichz se jesté ,,0“ vyskytuje, nebot podle ného je moz-
no povazovat je ve srovnani s ostatnimi ¢leny bez ,,0“ za ,pouhé nic*. Odtud
dostava hledany vztah pro E

Tlustrujme jeho postup na ptikladu funkce y = z™, pron € N.
Do rovnice y — 2™ = 0 dosadime hodnoty x + %o, y + yo. Rovnici

(y +9o) — (z + 20)" =0
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upravime pomoci binomického vzorce na tvar

n

y+ o — (" + nz" " (io) + <2

)xn—2<¢o>2 fo) =0,
Odtud dosazenim y = z™ a vydélenim ¢lenem ,,0¢ ziskdme

2" + g0 — 2™ — nz" ! (do) — (Z) " 2(i0)* —--- =0,

odkud

nebot ¢leny (%)z"~%(#)%0+- - - jsou ve srovnani s ostatnimi ¢leny bez ,,0“ jenom
»pouhé nic“.

Odvozeni zlustava formélné beze zmény i kdyZ predpoklad n € N nahradime
predpokladem n € R. Pouzit se vSak musi obecnéjsi podoba binomického
vzorce, kterd byla Newtonovi také znama. Touto metodou Newton odvodil
vSechny zakladni vztahy pro derivovani, véetné vztaht pro derivovani soucinu,

podilu a slozené funkce.

Uloha 2.
Druh4 tloha spo¢ivé v nalezeni funkce y dané rovnici f(z,y) = 0, je-li zndm
napf. pomér % Ze soucasného pohledu se jedna o vyfeseni diferencialni rovnice
typu g(z,y, %) = (. Tato tloha v sobé skryva problém hledani primitivni
funkce. Je-li znam napiiklad vztah

dy g
de & f(@),
jde o uréeni y(z) = F(x), tj. o uréeni primitivni funkce F' k funkei f.

V této souvislosti pak Newton diskutoval vypocet obsahti ploch nékterych
utvart pomoci ,antiderivovani“, tj. pomoci primitivni funkce.

Jestlize pro danou kladnou funkci y = f(x) na intervalu [a,b] oznacime
F(z) obsah ttvaru vymezeného grafem funkce f na intervalu [a, z], osou z a
pfimkami x = a, x = z, pak mizeme Newtontiv vysledek z r. 1666 zapsat tak,
Ze pro vySe popsanou funkci F' plati

dr

— = f neboli F'(z) = f(z).

e (@) = /(@)
(Zde dnes musime byt trochu opatrni a zjisfovat, pro které hodnoty = €
[a, b] posledni vztah plati. Pro spojitou funkci f, a jiné si patrné Newton ani
nepfipoustél, problém nenastane a vztah F'(z) = f(x) plati v§ude na intervalu

[a,0].)
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Uzijeme-li dne$ni symboliky, pak pro vySe zminény obsah plati F(z) =
faz f(x)dx. Pokud lze néjakym jinym zpisobem urcit funkci F', pro niz je
F'(z) = f(z) na [a,b], pak lze s jeji pomoci vyjadfit i plosnou velikost Gtvaru
vymezeného grafem funkce f na intervalu [a,b], osou z a pfimkami z = a,
x = b, tj. integral f: f(z)dz. V této situaci pak je f: f(z)dz = F(b) — F(a),
ponévadz je mozné predpokladat, ze je F'(a) = 0.

)

Obr. 11. Vztah mezi funkci f a jeji primitivni funkci F

Timto zpisobem se na zdkladé Newtonovy tvahy lze dostat k dnesni podobé
definice Newtonova integralu:

Je-li f : [a,b] — R funkce, kterd mé primitivni funkci F' : [a,b] — R,
tj. plati-li F'(z) = f(z) pro kazdé = € [a,b], pak existuje Newtondiv integrdl
(N) f: f(x)dx funkce f v intervalu [a,b] a je definovan vztahem

b
) [ fa)de = F ) - Fo).

A tak Newton odvodil formuli, kterd svazuje integrédl s derivaci a dava do
souvislosti problémy kvadratur s urcovanim tecen ke kiivkam.

Na zavér si jesté vSimnéme, jak Newton pracoval s nekoneéné malou ve-
li¢inou. Ackoliv stale tento pojem pouzival, presnou definici neuvedl. Z jeho
vypoctu vyplyva, ze ¢leny nasobené ¢initelem .0 pokldda ve srovnani se ¢leny,
jez ,,0“ neobsahuji, za nuly. Neplati to vSak vzdy. V piipadé, Ze s veli¢inou ,,0“
déli, poklada ji za nenulovou. Newton si byl védom tohoto nedostatku, ale ne-
dovedl se s nim vyrovnat. Nazory na odivodnéni teorie fluxi nékolikrat zménil.
Pfi hledani vychodiska vytvoril ,metodu prvnich a poslednich poméra“, jakysi
prvopocatek teorie limit. Zavedli pojem ,limes“, i kdyz pojem limity v dnesnim
smyslu nedefinoval; opiral se pouze o jeho intuitivné ziejmy vyznam. Oteviel



40

tim cestu dal$imu rozvoji a upfesnéni tohoto klicového pojmu matematické
analyzy.

Newtonova metoda fluxi od poc¢atku nese znaky algoritmizace zalozené pre-
devsim na diferencovani a na tom, Ze integrovani je chapano jako inverzni
operace k diferencovani.

Newton svou metodu formuloval uz v rukopise z roku 1666, publikovana
vS8ak byla daleko pozdéji. Metodé fluxi se vénuje i v traktatu De Methodis
Serierum et Fluzionum (O metodé Tad a fluzi), ktery sepsal roku 1671 (vydén
az 1736). Zde ji vyuziva k feSeni riiznych tloh (hledani extrémt, uréovéani délky
kiivky apod.) a vénuje se vyuZiti nekoneénych fad pro feSeni diferencidlnich
rovnic. Rozklad funkci do mocninnych fad je podstatnym rysem Newtonovy
metody. P¥ipomeiime, Zze Newton zobecnil binomickou vétu také pro racionalni
a zaporné exponenty a tak dospél k objevu binomické rady.

Newton déle rozpracoval substituéni metodu vypoctu integralu, vypracoval
tabulky integralti, konstruoval pfiblizné itera¢ni metody pro feseni rovnic typu
f(x) = 0, ziskal mocninné fady pro mnoho funkei apod.

Své stézejni dilo Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Matematic-
ké principy prirodni filozofie) Newton zvefejnil tiskem v roce 1687. Tato kniha
je v prvni fadé vykladem mechaniky, obsahuje vSak také bohaty matematicky
aparat. Newton se zde nezminuje o své metodé fluxi, dilo je vsak plné infinite-
zimalnich a limitnich tvah. Ty se staly zarodkem dtlezitych pojmt a metod,
které byly posléze rozsdhle zobecnény a rozvinuty v infinitezimalnim poctu.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)
se narodil v Lipsku a zde pak vystudoval logi-
ku, filozofii a pravo. Po studiich vstoupil do slu-
zeb mohucéského kurfifta, s jehoz diplomatickym
poslanim v roce 1672 odjel do Pafize, kde stra-
vil témér ¢tyfi roky. Zde navézal styky s védci
sdruzenymi kolem Akademie véd a zejména pak
s Ch. Huygensem, ktery v ném vzbudil silny za-
jem o matematiku. V roce 1673 kratce pobyval
v Londyné, kde navézal kontakty s anglickymi
védci a stal se zahrani¢nim ¢lenem Royal Socie-
ty. V roce 1676 se po navratu do Némecka stal

G. W. LEIBNIZ knihovnikem a kangléfem hannover?,kého knizete.
Podilel se na organizovani Akademie véd v Berli-
né; ve sluzbach Hannoveru ziistal dalsich ¢tyficet let, az do konce svého Zivota.

Leibniz byl profesionalni diplomat a pravnik. Zabyval se filozofii, pfirodnimi
védami, jazykovédou, historii, teologii, logikou, ale i technickymi vynalezy —
zkonstruoval napf. pocitaci stroj. Svou vSestrannosti pfedstavoval vidci osob-
nost duchovniho zivota tehdejsi kontinentalni Evropy.

V matematice byl Leibniz Gplny samouk. Ke studiu matematiky ho pfivedly
diskuse s Huygensem. Velmi rychle se seznamil s pracemi Descarta, Pascala,
Gregoryho a Barrowa a zacal samostatné rozvijet infinitezimalni pocet. Jeho
zéklady a symboliku vypracoval v roce 1675.
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Pfipomerime pouze na okraj, ze béhem svého pobytu v Pafizi Leibniz objevil
a popsal vlastnosti nekonecné rady, ktera je dnes nazyvana po ném. Tato fada,
ktera se odvozuje z rozvoje funkce arkustangens, dava pfi x = 1 hodnotu

T_ 4 1 n 1 1 n
4 3 5 T
V Pafrizi se Leibniz také seznamil s Pascalovou ideou tzv. charakteristického
trojuhelnika, ktery Pascal vyuzil v jisté specialni situaci. Pascalovu myslenku
pak Leibniz zobecnil pro libovolné kfivky.

Vénujme se Leibnizové konstrukci podrobnéji.

Necht je ddna kiivka pomoci funkce y = f(z) a necht je na ni dén bod A,
kterym prochézi te¢na ke grafu zminéné funkce. Utvoime pravouhly trojihelnik
ABC, jehoz jeden vrchol je din bodem A, pfepona ds je dana tiseckou s krajnim
bodem A a lezi na te¢né ke kiivce (ds = |AC|), odvésny dx a dy jsou rovnobézné
s odpovidajicimi osami soufadnic (dz = |AB|, dy = |BC|). V bodé dotyku A
tecny ke kfivce uvazujme kolmici k této tecné. Touto kolmici, osou x a primkou
prochazejici bodem A, ktera je rovnobézna s osou y, je vytvoren pravouhly
trojuhelnik APR (JAP| = y, |PR| = m a |AR| = n), ktery je podobny
trojuhelniku ABC, viz obr. 12.

ds

dx

Obr. 12. Leibniztv charakteristicky trojuhelnik

Trojuhelnik APR je pravé onen charakteristicky trojuhelnik, ktery byl pred-
métem mnoha spekulaci v souvislosti s infinitezimalnimi veli¢inami. UZ ozna-
¢enim dzx, dy a ds pro strany trojuhelnika ABC je svym zpusobem naznaceno,
ze na né budeme hledét jako na infinitezimélni veli¢iny; muzeme si naptiklad
predstavit, ze strana dx bude konvergovat k nule, trojihelnik ABC' se tak bude
zmensovat a pritom se stale zachova jeho podobnost s charakteristickym troj-
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uhelnikem APR. Z podobnosti vySe popsanych trojihelniki dostaneme vztah

d
(* D= %Y peboli mdr = ydy.
y dz

Leibniz zkoumal i vyznam dalsich vztahi plynoucich z podobnosti zminé-
nych trojihelnikt. My v8ak ziistaneme jen u vztahu (*). Leibnizova pfedstava
skutecné vychazela z predstavy, ze trojuhelnik je infinitezimalni, tj. Ze napf. dx
je nekoneéné malé (dnes bychom mohli Fici, Ze veli¢ina dz konverguje k nule).
Situaci popsanou vyse si pfedstavil v kazdém bodé kfivky a veli¢iny vystu-
pujici na obou strandch vztahu (*) secetl. Témto souc¢tim (nekoneéné mnoha
nekoneéné malych) veli¢in Fikal integral a dospél tak ke vztahu

(*%) [z = [ vay

d
Déle z (*) dostal rovnost m = yd—y a vztah (**) pfepsal do tvaru
x

dy
kkk - =
(**%) / yo-de / ydy

a ve formé urcitého integralu pak

b y(b)
dy _ [* _ L owe _ 1 2 2
[ v = [ vy =500 = Sl v

y(a

Kdyz v této situaci chtél Leibniz naptiklad urcit integral fab z"dx, vedl tvahy
d
tak, aby urcil funkci y, pro kterou by bylo yd—y = z™. Za tim ucelem polozil
7
y(z) = az” a hledal odpovidajici hodnoty « a k. Po dosazeni dostal

dy

y(z )d (z) = az® - ak 271 = ok 2?F1 ="
i

xT

n+1 V2

aa = . Hledana

2 Vn+1

"3, S touto funkei pak Leibniz z vyse

a odtud pak o’k = 1,2k —1 =n, tj. k =

V2
vn+1

uvedeného vztahu pro integral dostal znamy vztah

funkce y m4 proto tvar y(z) =

/b {L‘nd{I} ‘y(b _ _[ 2 bn+1 _ 2 an+1] _ 1 (bn+1 _ an+1)
" ~2Y o) T 9l T n+1 n+1 '

Uvedené ,leibnizovské“ tvahy jsou z dneSniho hlediska velmi nepfesné,
i kdyz jsme se zde snazili uzivat dnesnich symboli a zptisobu vyjadfovani. S in-
finitezimalnimi veli¢inami Leibniz zachéazi velkoryse; napi. prechod od vztahu
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(*) k (**) v sobé& obsahuje operaci, ktera predstavuje nekoneény soucet neko-
neéné malych veli¢in, nebo ve vztahu (***) Leibniz vlastné ,vykratil“ na levé
strané dx a dostal pravou stranu tohoto vztahu. V dnesni dobé aritmetizované
analyzy s takovymi vypocty zachdzime opatrnéji, protoze pracujeme s pojmy
upfesnénymi pomoci limity a nikoliv s infinitezimalnimi veli¢inami.

Poznamenejme, Ze soucasna matematika se vSak k ,leibnizovskym*“ postu-
pam prace s infinitezimalnimi veli¢inami vratila — v ramci formalné vybudované
teorie nestandardni analyzy lze uzivat s dobrym svédomim to, co ve svych vzor-
cich provozoval Leibniz s infinitezimélnimi veli¢inami (napf. i ono ,vykraceni
veliinou dx v (***)).

Leibniz se pokusil vysvétlit vztahy mezi nekoneéné malymi veli¢inami vys-
Sich fadu tvrzenim, ze nebeskd klenba se mé k zemi jako zemé k zrnku prachu,
a zemé opét se ma k zrnku prachu jako zrnko prachu k magnetické castecce.
Minil tim zifejmé, Ze z je jako nebeskd klenba, dr zemé, (dx)? zrnko prachu,
(dz)® magnetické ¢astecka, a pokladal tedy ve svych tivahéach (dz)? za nulovou
veli¢inu.

V préaci z roku 1693 Leibniz ukazal, Ze problém kvadratur se prevadi na
problém nalezeni funkce, kterd ma dan ,zadkon sklonu®, tj. strany jejiho cha-
rakteristického trojuhelnika jsou v daném poméru. Odvodil tedy vztah

dF(x)

| s@e = F@), xavs T~ o)
0

za predpokladu, ze F(0) = 0. V tomto tvrzeni se skryvaji dvé dulezitd fakta:
souvislost mezi integralem a derivaci a vztah pro vypocet urcitého integralu
jako rozdilu funkénich hodnot primitivni funkce.

V souvislosti s vypoc¢tem neurcitého integralu fesil Leibniz diferencialni

rovnici ¥’ = f(x) a ukdzal, Ze feSenim je nekoneéné mnoho kiivek, z nichz
lze vybrat jednu prochézejici danym bodem, tj. spliujici po¢ateéni podminku
y(xo0) = yo.

Na zakladé souvislosti mezi diferencovanim a integrovanim vypracoval Leib-
niz tzv. teorii transmutace, kterd v sobé obsahuje integrovani, rozklad do fad
i metodu charakteristického trojuhelnika. Obsahem transmutacni véty je rov-

nost
b f(b)
/ ydx = [xy]Z*/ ady,
a f(a)

jenz je zarodkem metody integrace per partés.

Leibniz kladl velky diraz na symboliku; vytvérel ji tak, aby usnadnovala
pochopeni podstaty jeho algoritmt a podpoftila algoritmizaci novych poznatki.
V Parizi dne 29. fijna 1675 napsal, ze bude uZitecné misto ,souctu vsech 1“
psdt od nynéjska [l (znak [ je odvozen z prvniho pismene slova summa),
a Ze vznikd novy druh poctu, movd pocetni operace, kterd odpovidd scitdni a
ndsobeni. Druhy druh poctu vznikd, kdyZ z vyrazu [l = a ziskdme | = a¥ (d je
prvni pismeno slova differentia). Jako totiZ operace [ zvétsuje rozmer, tak jej
d zmensuje. Znak [ znamend pak soucet, d diferenci. Svou symboliku Leibniz
neustéle vylepSoval, napt. uz v dopise z 11. listopadu 1675 zménil ¥ na dy.
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V pozdéjsim obdobi uz uziva nam velmi blizkého zapisu, napf. v praci z roku
1686 c¢teme ... jestlize [adx = %2, pak d(g—z) = xdx...

Leibniz sice zavedl operacni symbol pro integrovani, nazev integrdl vSak
pochazi od Jakoba Bernoulliho.

Leibniz zformuloval zadklady svého infinitezimélniho poc¢tu na podzim ro-
ku 1675. Predlozil pravidla pro feseni tiloh tecen a kvadratur, vztah mezi in-
tegrovanim a derivovanim a zavedl novou symboliku. Svoji teorii zaloZil na
myslence charakteristického trojahelnika, na Descartové analytickém vyjadre-
ni geometrickych kiivek a na teorii nekonec¢nych rad. Vychazel z analyticko-
geometrickych prestav, které vyjadfoval aritmetickym a algebraickym jazykem.
V této oblasti se rychle stal viid¢im badatelskym duchem. Na rozdil od New-
tona, Leibniz seznamuje se svymi vysledky védce formou dopist a publikuje
v existujicich Zurnélech, nap¥. v Acta Eruditorum v Lipsku, kterd v roce 1680
sam zalozil. Zde také roku 1684 vydal praci Novd metoda maxim a minim ...,
ktera sehrala v rozvoji infinitezimélniho poctu kli¢ovou roli.

Reseni infinitezimalnich tloh p¥ivedlo Leibnize ke zkoumani k¥ivek a funkci.
Na obecnou krivku Leibniz nahlizel jako na mnohothelnik sestaveny z neko-
necné mnoha nekonecné malych tsecek: ... nalézt tecnu ke krivce, to znamend
vést primku spojugici dva body krivky, jejichZ vzddalenost je nekonecné mald ne-
bo téz prodlouzit stranu nekonecné whlového mnohothelnika, ktery je pro nds
s krivkou totozny ... . Kromé algebraickych kiivek se zabyval i kiivkami, kte-
ré nemohou byt popsany algebraickym vyrazem a zavedl pro né novy termin
(transcendentni), ktery je uzivan dodnes.

Vsimnéme si, jak Leibniz pracuje s nekonecné malou veli¢inou. Jak jiz bylo
feCeno, tecna je podle ného primka, kterd prochéazi dvéma body kfivky, jez
jsou nekoneéné malo od sebe vzdéleny. Podle Leibnize lze tuto nekonecéné
malou vzdalenost vyjadiit vzdy jako funkci diferencidlu dz. S diferencidlem pak
nakladal velmi odvazné. Nékdy povazoval dx za taplné libovolnou veli¢inu a dy
vypocital na zakladé dzx, jindy poklada dx, dy za veli¢iny tmérné okamzitym
prirtustkim hodnot z a y.

Svoji metodu Leibniz v dal$im obdobi sam rozvijel a zdokonaloval. Nékteré
nejasnosti jeho nové metody primély Jakoba Bernoulliho, aby se zacal infinite-
zimalnim pocétem sdm zabyvat. Leibniz pak v Jakobu a Johannu Bernoulliovych
na sklonku 17. stoleti nalezl horlivé spolupracovniky, se kterymi za dvacet let
mimofadné rozvinul a obohatil ,novou analyzu“. To byl zaklad, na némz dale
pracovali dalsi Bernoulliové, I'Hospital, a zejména pak L. Euler.

Srovname-li pfistup Newtona a Leibnize k infinitezimalminu poc¢tu, ktery
oba nezavisle objevili a rozvijeli, pak lze vedle centralni spole¢né myslenky
o vzadjemné inverzi derivovani a integrovani pozorovat znacné rozdily. Leib-
niz sleduje vytvareni obecnych metod a algoritmil a snazi se sjednotit pristup
k rtiznorodym problémim. Newton klade diraz na konkrétni vysledky a vice
se vénuje feSeni uloh praktického charakteru. Newton je v otazkach symboliky
lhostejny, zatimco Leibniz promysli symboly a vhodné oznaceni, aby napomé-
hala vécnému pochopeni. Newton pii diferencidlnich postupech vychéazi z in-
tuitivni predstavy o spojitém pohybu, sleduje pfirtistky v case. Jeho cilem je
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urcit fluenty z fluxi, tj. pridrzuje se koncepce neurcitého integralu. Pro Leibni-
ze je integral ,nekonecény soucet diferenciali“. Nekonecné fady jsou u Newtona
ustfednim pojmem a prostfedkem, Leibniz je vyuziva spiSe okrajoveé.

Jak bylo uvedeno, Newton vytvofil sviij infinitezimalni pocet v letech 1665
— 1666 a své poznatky nezvefejnil. Leibniz své vysledky ziskal v letech 1672 —
1676 a usilovné je SiFil.

I kdyz se Newton a Leibniz dostali do rozsahlého prioritniho sporu, ktery
nepusobil pozitivné na jejich nasledovniky, vytvorili aparat moderni matematic-
ké analyzy. Ten ve své zarodecné podobé byl dlouho zdkladem matematického
uvazovani a bouflivé se béhem osmnactého stoleti rozvijel.

Celé toto obdobi lze strucné charakterizovat témito nejvyznamnéjsimi vy-
sledky:

» Doslo k vzadjemnému propojeni metod integrovani a diferencovani. Di-
ferencidlni metody se staly prvotnimi, z nich se pfi infiniteziméalnich
uvahach nadéle vychézelo. Integral funkce f : [a,b] — R se zacal poci-
tat na zdkladé fundamentalniho vztahu

b
[ fde = £ ) - Fa),
kde F : (a,b) — R je funkce primitivni k funkeci f na intervalu (a,b),
tj. takova, ze plati

dF(x)
dx

= f(x) pro kazdé z € (a,b).

» Staticky“ urcity integral se propojil s ,dynamickym* neuréitym inte-
gralem zejména pod vlivem mechanickyjch predstav o pohybu.

» Matematické metody byly pfimo odvozeny z potfeb fyziky a byly s ni
tésné svazany.

» Vytvoril se zdkladni nazor na pojem funkce, ktera se tak stala hlavnim
objektem zkoumani nové védni discipliny (matematické analyzy).

» Byla vytvofena promyslenad symbolika a bohaty algoritmicky aparat.

V souvislosti s témito vysledky zavladko vseobecné presvédceni, ze diive
¢i pozdéji bude doteseno vse, co s matematickou analjzou souvisi. Projevilo
se to napfiklad v presvédceni, ze funkci bude vZdy mozné derivovat a Ze ji
bude mozné vZdy integrovat tak, Ze se uzije vysSe uvedeného fundamentalniho
vztahu. Jestlize se nam dnes takové presvédceni zda byt ponékud pirehnané, je
to zejména tim, ze mame jinou predstavu o tom, co je to funkce. Newtonovo
presvédceni se opiralo o to, ze ,,jeho“ funkce byly v podstaté polynomy.
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5. Matematicka analyza 18. stoleti ve vztahu k integralu

V 18. stoleti se matematickd analyza konstituovala jako samostatna véda
nezavisla na mechanice a geometrii. Stal se z ni uzite¢ny nastroj k feseni kon-
krétnich problému fyziky, astronomie a dalSich védnich disciplin. Od zakladniho
proudu, kterym byl diferencidlni a integralni pocet, se oddélilo nékolik novych
silnych odvétvi: varia¢ni pocet, diferencialni geometrie, nekone¢né fady, oby-
¢ejné a parcialni diferencialni rovnice, specialni funkce a funkce komplexni pro-
ménné.

Osmnacté stoleti se neslo ve znameni velké ofenzivy matematické analyzy
do oblasti, které bychom dnes fikali aplikace matematiky. Tehdy ovSem nebylo
mozné napr. odliSit matematika od fyzika. D4 se Fici, Ze téméf vSichni ma-
tematikové 17. a 18. stoleti byli zaroven i fyziky — Newton, Euler, Lagrange,
Laplace, d’Alembert aj. A byla to pravé fyzika, ktera pfichéazela s potiebou roz-
Sifovat pojmy matematické analyzy a také zobecnovat integral. Napi. problémy
chvéni struny, vedeni tepla nebo zkouméni potencialu rychlosti vedly k rozvoji
diferencialnich rovnic, nekone¢nych Fourierovych fad a integralu.

Uvodem piipometime hlavni Gspéchy a problémy matematické analjzy na
konci 17. stoleti.

Hlavnim predmétem zkoumaéni se staly proménné veli¢iny, studium pohybt
a zmén vibec. Byly nalezeny matematické popisy fetézovky (kiivky, kterou
vytvaii tézké vldkno zavésené na svych koncich), kiivek zrcadel, geodetickych
kfivek na plochéch, tvari zatizenych nosnikti, tvart plachet napjatych vétrem
atd. V souvislosti s tim bylo tfeba feSit Cisté matematické problémy spojené
s urcovanim tecen a normal kiivek, polomeéru a stiedd kfivosti, inflexnich bodu
a vypolty maxim a minim.

Matematici 17. stoleti obohatili matematiku o pojmy, které vystihovaly
prirtstky veli¢in o nekonecné malé hodnoty. Stary geometricky a slovni popis
ustupoval novéjsimu zpisobu algebraického zapisu vztahtt pomoci symbolt pro
veli¢iny a jejich prirtstky, ktery vedl k diferencialnim rovnicim v Leibnizoveé
skole a k rovnicim s fluxemi v Newtonové skole.

Na konci 17. stoleti zacali bratfi Bernoulliové a Leibniz pouzivat termin
funkce. O nékoli let dfive zavedl Leibniz terminy proménné, konstanta a para-
metr.

Pokud jde o nazvy ,diferencidlni pocet* a ,integralni pocet®, zavedl prvni
z nich Leibniz uz v roce 1684 a to misto dfive pouzivaného nazvu ,pfima
metoda tecen“. Nézev integralni pocet“ (calculus integralis) zavedl Leibniz
roku 1698 po dohodé s Johannem Bernoullim, a to misto dfivéjsiho terminu
sinverzni metoda te¢en“ neboli ,sumaéni podet* (calculus summatorius).

Nejvaznéjsim problémem matematické analyzy na konci 17. stoleti byl vsak
jeji nespolehlivy zaklad — tvahy o nekone¢né malych veli¢inach.

Leibniz sdm mél jisté pochybnosti o aktualni existenci infinitezimalnich veli-
¢in, jeho opatrnost vsak nesdileli jeho nésledovnici, naptiklad bratii Bernoullio-
vé. Nekriticky pfijali infinitezimalni veli¢iny jako skute¢né matematické entity
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a bez pochybnosti o zakladech matematické analyzy rychle tuto védu rozvije-
li a pouzivali pro praktické vypocty. Tento postoj byl v rozvoji matematiky
v 18. stoleti dominantni.

Ozvaly se vsak i kritické hlasy. Napt. roku 1734 se anglikansky biskup Geor-
ge Berkeley (1685 — 1753) kriticky vyjadfil o infinitezimalnich veli¢inach, kte-
ré prirovnal k ,duchiim zemfelych veli¢cin“ — ty jednou jsou nulové a pak zase
nejsou, podle potfeby operaci, které se s nimi provadéji. Jeho hlavni odpor byl
namifen proti Newtonové teorii fluxi, zvlasté pak proti fluxim vyssich rada.

Stejné jako Newton mél své odpurce, tak i Leibniz musel ¢elit mnoha vytkam.
Jednim z jeho nejzanicengjsich kritiki byl Bernhard Nieuwentijt (1654 —
1718), ktery tvrdil, Ze diferencidly vyssich fadt nemaji zaddny smysl. Jeho vytky
vSak nepatrily jen Leibnizovi, ale vSem pfivrzencim diferenciadlniho poctu,
zvlasté pak bratfim Bernoulliiim a I’Hospitalovi.

Tyto kritiky vyvolaly zivou polemiku, kterd pak pokracovala mezi matema-
tiky s velkou intenzitou celé 18. stoleti a ktera vedla k pokustim vylozit zdkladni
pojmy infinitezimalniho pocétu bez logickych spori. Nékteri se snazili vyhybat
pouziti nekoneéné malé veli¢iny a pracovali jen s koneénymi piirtastky Az, ji-
ni se zabyvali limitnim prechodem a pfipravovali ptidu pro definici spojitosti,
limity a derivace, jak je zavedli pozdéji Cauchy a Bolzano. Dalsi skupinu mate-
matikd tvorili ti, ktefi odmitali pojem nekonecné malé veli¢iny viibec a snazili
se oduvodnit infinitezimalni pocet algebraickou cestou.

Z téch, kteri se snazili tyto problémy vyftesit tim, Ze pracovali jen s konec-
nymi diferencemi, jmenujme Newtonova nasledovnika Brooka Taylora (1687
— 1731), ktery je v8ak znam pfredevsim publikaci vztahu pro rozvoj funkei do
mocninnych fad, tzv. Taylorovou fadou:

f" (o)
2!

f(@) = f(wo) + f'(xo)(x — 20) + (z —x0)* + -+

Dalgim obhajcem Newtovych ideji byl Colin Maclaurin (1698 — 1746); rozpra-
coval jeho metodu fluxi a uplatnil kinematicky pfistup pfi konstrukci rovinnych
kfivek riznych stupnt. Na obranu Newtona proti kritice Berkeleyho napsal kni-
hu Treatise of Fluzion (1742), v niZz pomoci pohybu objastioval fluxe vyssich
radl a to zavedenim zrychleni vyssich fadd. Jméno Maclaurina je také spojo-
vano s Taylorovou fadou se stifedem v bodé nula. Maclaurin se na rozdil od
Taylora zabyval i otdzkami konvergence fad a vytvofil dokonce tzv. integralni
kritérium pro nekonec¢né rady.

Prvni skuteény krok k vyfeSeni problémid o nichz mluvil Berkeley udélal
Jean Baptiste Le Rond d’Alembert (1717 — 1783) tim, Ze se pokusil
definovat derivaci jako limitu poméru piirastka veli¢in. Jeho myslenky bychom
dnes zapsali vztahem

dy . Ay
dr  Avso Az’

Tato jeho definice je nespornym krokem k dnesni definici derivace pomoci
limity, na rozdil od dfivéjsich pojeti derivace jako poméru diferencidlti nebo
fluxi.
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Stejné jako Maclaurin, tak i d’Alembert vysel
pri svych tvahach z Newtonovy teorie fluxi. Své
néazory vylozil ve statich Différentielle a Limite.
D’Alembertova metoda se jen nepatrné liila od
Newtonovy metody prvnich a poslednich pomeért;
d’Alembert vSak piiblizil toto pojeti matemati-
kim Evropy tim, Ze pouzival Leibnizovy symboli-
ky. Jeho definice znéla asi takto: Jedna veli¢ina je
limitou druhé veliciny, jestliZe tato druhd se mize
priblizit k prond vice, neZ je libovolnd dand velici-
- il na, at je tato posledni jakkoli mald, pricemZ viak
priblizugici se velicina nikdy nemiZe predstihnout
velic¢inu, ke ktere se blizi. Aby se vyhnul operacim
s nulami, vyslovil d’Alembert jesté pozadavek, ze
limita se nesmi ztotoznit s zddnou hodnotou proménné.

Velkou nevyhodou nové vznikajici teorie limit bylo to, Ze neméla zadny algo-
ritmicky aparat, ktery by slouzil k nalezeni limit. Proto se v 18. stoleti objevila
jesté jedna koncepce zakladt analyzy, a to koncepce ,algebraickd“. Jeji podsta-
ta byla v tom, ze chtéla derivace funkci nalézt algebraickym zpisobem nikoliv
pomoci mlhavych pojmi nekoneéné malé veliciny a limity.

J. D’ALEMBERT

Tento ptistup prosazuje Joseph Louis de Lagrange (1736 — 1813) ve své
knize Théorie des Fonctions Analytiques (1797), kterd méla dat pevné zaklady
infinitezimalnimu poctu tim, Ze ho redukovala na algebru. Lagrange pfitom
odmitl teorii limit, jak byla naznacena Newtonem a formulovana d’Alembertem.
Jeho metoda se opira o konstrukci a vlastnosti Taylorovy fady, kterou odvozuje
i se zbytkem, pficemz ukazuje zcela naivnim zpusobem, ze ,libovolnou funkci“
lze ¢isté algebraickym postupem rozvinout v tuto radu.

Ackoliv se ukazalo, Ze tento ,algebraicky* pristup je neuspokojivy, mj. proto,
ze Lagrange nevénoval dostate¢nou pozornost otadzce konvergence fad, zname-
nalo abstraktni zkoumani funkce znac¢ny krok vpied. Zde se poprvé objevila
teorie funkci jedné redlné proménné s aplikacemi na velkou fadu problému
algebry a geometrie. Taylorova fada hrala centralni roli v teorii nekoneénych
fad, ktera se v 18. stoleti mohutneé rozvijela, a vedla také matematiky ke studiu
zékladnich vlastnosti spojitych funkci.

Jak jiz bylo feceno, zaklady matematické analyzy v obdobi jejiho vzniku
skutecné staly na nejasnych predstavach; pouzivani metod pro praktické vy-
pocty bylo spise otazkou viry nez rozumu. K situaci se dosti pfiléhavé vyjadril
d Alembert: ,Jdéme vpred, diveéra se dostavi pozdéji!* Onen postup vpried
je nejtypictéjsim znakem rozvoje matematické analyzy 18. stoleti. Diky rozvo-
ji integra¢nich metod bylo ziskdno mnoho dulezitych transcendentnich funkci,
diky rozvoji nekonec¢nych fad mohly byt tyto funkce integrovany atd.

Tlustrujme tyto vzajemné vztahy mezi integrovanim a nekone¢nymi fadami
na nékolika prikladech. Jiz v 17. stoleti dokazali Wallis, Newton, Leibniz a
Gregory pomoci integrace rozlozit funkci tg='z (tj. funkce inverzni k funkci
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tg x) do nekonecné fady:

T T
tgflx:/ —:/(17t2+t4*t6+"‘)dt:
0 0

Obdobné odvodili rozvoj funkce logaritmické

log(1 + ) /w di vt at
0og xr) = —_— = — — _— — S
L T+t 2 T3 71

a diky znalosti inverznich funkci i funkci exponencialni e*. A tak byly ziskany
mnohé dulezité transcendentni funkce — logaritmy, exponencialni a hyperbolic-
ké funkce, ... — pomoci integrace algebraickych funkci a vyuzitim inverznich
operaci.

K rozkladu racionalnich funkci do mocninnych fad slouzila binomicka fada

(p—=1) 5 plp—1)(p—2) 3
o O 31 SR

(1+x)p:1+px+p

kterou nezavisle na sobé objevili Newton (1668) a J. Gregory (1670).

Uvedme nyni nékolik dal§ich vyznamnych matematiki 18. stoleti, ktefi svy-
mi objevy v riznych oblastech matematické analyzy prispéli i kdyz nepfimo
k rozvoji integracnich metod a k upfesnovani zakladd, na nichz byl integralni
pocet vystavén.

Mezi vyznamné matematiky prelomu 17. a 18. stoleti patii bezpochyby
brat¥i Jakob Bernoulli (1654 — 1705) a Johann Bernoulli (1667 — 1748).
Jakob studoval na univerzité v Basileji, kde se také roku 1687 stal profesorem
matematiky. Mladsi bratr Johann studoval také v Basileji, byl zakem Jakoba
a po jeho smrti nastupuje na jeho profesorské misto.

Spolu se stavaji prvnimi nasledovniky Leibnize, s nimz vedli rozsahlou ko-
respondenci. V devadesatych letech 17. stoleti si osvojili Leibnizovu analyzu a
dale ji rozvijeli.

Johann Bernoulli napsal v letech 1691 — 1692 dvé mald pojednéani o dife-
rencialnim a integralnim poctu. Kratce potom vyucoval mladého markyze de
I’'Hospitala a predal mu nékteré své vysledky. Markyz Guillaume Francois
de ’Hospital (1661 — 1704) je roku 1696 publikoval ve své knize Analyse des
infiniment petites pour lintelligence des lignes courbes (Analyza nekonecné
malych velicin ve studiu kiivek), ktera se stala prvni ucebnici diferencialniho a
integralniho poc¢tu. Kniha je dnes znama piedevsim diky Bernoulliho vysledku,
tzv. ,’Hospitalovu pravidlu® pro urceni limity podilu dvou funkci, v némz se
jak citatel, tak jmenovatel blizi k nule.

Jakob i Johann se také v tésné souvislosti s vypocty integralt vénovali
problematice nekoneénych fad, vyuzivali je pfi vypoctech integralt slozitych
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algebraickych a transcendentnich funkci. Johann je napf. autorem vynikajiciho

vysledku )
N 1 1 1
/Oxdx—l 22+33 44+"',

ktery je mozno dokazat uzitim rozkladu do fad a integraci po ¢astech. Na konci
17. stoleti se stal velkym problémem soudet fady > % Bratti Bernoulliové se
v sérii praci z let 1689 — 1704 pokouseli najit soucet této fady. I kdyz dokazali
najit sou¢ty mnoha fad, mezi nimi napf. > m, > =+, v¥Se zminénou
fadu se jim secist nepodarilo. Tento problém nakonec roztesil Euler a to teprve
v letech 1735 — 36.

Oba bratii se také hodné vénovali vlastnostem specidlnich k¥ivek (Jakob si
dokonce nechal vytesat logaritmickou spiralu na sviij nahrobek). Z vysledka
Jakobovych jmenujme napt. pouziti polérnich souradnic, studium fetézovky,
lemniskéty, spolu s Johannem studovali napf. izochronu (kfivka, po niz pada
téleso rovnomérnou rychlosti), brachystochronu (kfivka, po niz urazi hmotny
bod nejrychleji vzdélenost mezi dvéma body v gravita¢nim poli) nebo tautoch-
ronu (kfivka, po niz hmotny bod v gravitaénim poli dosdhne nejnizsiho bodu
v Case nezavislém na vychozim bodé). V tésné souvislosti se studiem téchto kii-
vek Jakob i Johann rozpracovavali teorii obycejnych diferencialnich rovnic. Na
jejich préaci navézal Johanntv syn Daniel (1700 — 1782), ktery vytvoril teorii
chvéni strun a vykonal pionyrskou praci v oboru parcidlnich diferencialnich rov-
nic. Z dalsich obori, do kterych Bernoulliové vyrazné zasahli, jmenujme jesté
variac¢ni pocet a teorii pravdépodobnosti.

Dalsim vyznamnym matematikem a fyzikem
18. stoleti byl markyz Pierre Simon de Lapla-
ce (1749 — 1827). V matematické analyze je jeho
zivotnim dilem pétisvazkovad Méchanique céleste.
Zde uvadi napt. integral

/ efédx =2,

— 00

dnes zndmy jako Laplacetiv pravdépodobnostni
integral, rovnici pro potencial nebo tzv. Lapla-
ceovu integralni transformaci slouzici k feseni di-
P. S. LAPLACE ferencialnich rovnic operatorovou metodou.

Nejvétsim matematikem 18. stoleti je Leonhard Euler (1707 — 1783).

Euler byl zdkem Johanna Bernoulliho. Cely svij Zivot vénoval matematice.
Celkovy pocet jeho dél a praci dosahuje zavratného c¢isla 886. Euler prispél
vyznamnymi objevy ke vSem odvétvim matematiky (kombinatorika, teorie ¢i-
sel, diferencidlni rovnice, varia¢ni pocet, ...). Kromé obrovského mnozstvi vé-
deckych dél napsal fadu rozsahlych ucebnic, které mély takovou autoritu, ze
ustalily symboliku v mnoha matematickych odvétvich. Ani iplna ztrata zraku
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nepodlomila jeho mimoradnou vykonnost. Slepy Euler, ktery mél fenomenalni
pamét, v nésledujicich letech alespoii diktoval své objevy.

Pripomenime, Ze Euler jako prvni definuje lo-
garitmus jako exponent, zavadi znamé ¢islo e jako
zéklad pfirozeného logaritmu; definuje ho pomo-
ci nekonec¢né rady a vypocitava na 23 desetinnych
mist.

Roku 1748 vydava Introductio in analysin infi-
nitorum (Uvod do analyjzy nekonecného), kde mi-
mo jiné vyklada teorii nekoneénych fad vcetné
rozvojt funkci e®, sinz, cosx a vztahu et =
cosx +isinx. Tento vztah, ktery dava do souvis-
losti funkci exponencialni a funkce sinx a cosz,
byl vSak objeven uz diive, zfejmé Johannem Ber-
noullim. K¥ivky a plochy vySetfuje Euler algeb-
raicky tak lehce, ze 1ze tuto knihu povazovat za
prvni ucebnici analytické geometrie.

Za ucebnice diferencialniho a integralniho poc¢tu, jakoz i teorie diferencidlnich
rovnic, lze povazovat Institutiones caleuli differentialis (Zdklady diferencidlni-
ho poétu) z roku 1755 a t¥isvazkovou Institutiones calculi integralis (Zdklady
integrdlniho poctu) z let 1768 — 1774.

Pro ilustraci uvedme napf. zpiisob, jakym Euler derivuje nekoneéné rady
a funkce. Jeho pfistup je zaloZzen na vypoétu diferencidlu dy = y(z + dx) —
y(x). K jeho upravé vyuziva binomického rozvoje a stejné jako matematikové
17. stoleti zanedbava diferencidly vyssich ¥ada (dwz)?, (dz)?,. ... Ukazme jeho
postup na nasledujicich prikladech:

L. EULER

Priiklad 1. Derivace funkce y = x™:
1
dy = (z + dz)" — 2" = (2™ + na""dx + §n(n — D" 2(dx)> +---) — 2"

d
dy =nz" tdr aodtud ¢ = d_y =nx
x

n—1
Piiklad 2. Derivace funkce y = sinx:
dy = sin(z + dx) — sinz = sinx cosdx 4 coszsindr — sinx =

(da)” n (da)* (dz)®  (dx)®
2! 4! 3! 5!

dy = cosxzdr a odtud 3 = cosz.

= (sinz)(1l — — )+ (cosz)(dx — —--)—sinzx

Timto zptsobem Euler derivuje také soucin a podil dvou funkci, logaritmic-
kou a exponencialni funkci aj.

Euler se také pokusil objasnit pojem nekonec¢né malé velic¢iny. Jeho nazory
na tento pojem se vSak s postupem casu méni. Nejdrive s urcitosti tvrdi,
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ze nekonecné mala veli¢ina neni rovna nule, pozdéji dokazuje, Ze rovna nule
je. V podstaté se vSak tomuto pojmu snazi vyhnout. Je zajimavé si také
v§imnout, jak Euler zavadi nekonec¢né velkou veli¢inu: pro ného je vysledkem
déleni konecné veli¢iny veli¢inou nekone¢né malou, tj. 7= = oo a analogicky
= = du.

Centralm roli v Eulerové analyze hral rozvoj ,specidlnich funkci“ do neko-
nec¢nych mocninnych fad. V prvni poloviné 18. stoleti bylo objeveno, ze vsechny
znameé rozvoje funkci jsou jen specidlnim pripadem Taylorovy fady, o které jsme
se jiz zminili. Plny vyznam Taylorova rozvoje byl vSak pochopen teprve tehdy,
kdyz ho Euler v roce 1755 pouzil ve své knize o diferencidlnim poc¢tu. Euler
byl pravdépodobné nejvétsim matematikem v manipulovani se fadami. Jednim
z dikazu jeho skvélého tsudku je nepochybne soucet rady Z . Jako prvni
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dospél k nasledujicimu vysledku 1 + 22 + 32 + 42 +- %-

Euler poprvé jasné formuloval nazor, ze matematicka analjza je obecna véda
o funkcich. Pojem funkce vsSak byl ponékud odlisny od toho, jak jej zname
dnes. Obecné lze fici, ze ,,v dobé Eulera“ se pod pojmem funkce rozumél jisty
analyticky vyraz reprezentovany mocninnou fadou.

Prvni definici funkce v nasem soucasném pojeti podal v roce 1718 Johann
Bernoulli:

Funkci proménné veliciny se nazyvd veli¢ina, kterd je sestavena libovolnym
zpusobem z promenné veli¢iny a konstant.

Euler byl v roce 1748 ptesnéjsi:

Funkce proménné veliciny je analyticky vyraz sestaveny libovolné z této pro-
meénné veliciny a konstantnich velic¢in.

Sam Euler vSak citil, Ze pojeti funkce jako analytického vyrazu pro mate-
matiku nestac¢i. Roku 1755 uvadi novou, $irsi definici:

Kdyz nékteré veliciny zavist na jingch tak, Ze pri zméné téchto (druhych) se
také pozmeént, rikame, Ze prunit jsou funkci druhych. Tento ndzev md mimorad-
né siroky charakter a zahrnuje vsechny mozné zpusoby, jok lze jednu velicinu
vyjddrit pomoct jinych velicin.

Euler se viditelné snazil o co nejobecnéjsi po-
jeti funkce. Postupné se totiz ukazovalo, ze Uz-
ce chapana analytickd koncepce vede k vaznym
nejasnostem a potizim. Obzvlasté zietelné to vy-
Vstéwalo napiiklad pfi feéeni problému kmitajici
tematické fyziky 18. stoleti.

Vyznamnym stimulem pro dalsi vyvoj pojmu
funkce (ale i integréalu) bylo rozsifovani a prohlu-
bovani poznatkt o trigonometrickych radach.

Vyznamnym matematikem, ktery se zabyval
zkouménim funkci a jejich vlastnosti byl Joseph
Fourier (1768 — 1830). Ten postupné narusil vzi-
té predstavy o tom, ze funkce, které lze vysetio-
vat, musi byt spojité. Piipoustél vSak jen konecny pocet bodid nespojitosti.

J. FOURIER
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Priklady ,hodné“ nespojitych funkci se objevily az pozdéji. Napf. roku 1829
uvedl P. G. L. Dirichlet funkci nespojitou v kazdém bodé, dnes znamou jako
Dirichletovu funkci. Dirichlet uz podava moderni definici funkce: y je funkce z,
jestlize kaZdé hodnoté x z daného intervalu odpovidd jedind hodnota y a doda-
va, ze neni podstatné, jestli existuje vzorec, ktery by tuto zavislost popisoval.

Pojem spojitosti funkce, jak jej zname dnes, byl zaveden Bolzanem a Cau-
chym az v 19. stoleti.

Prinosem obdobi 16. — 18. stoleti byly jednak dil¢i
vysledky ve vypoctech obsahti a objemil a zejména pak
vytvoreni diferencidlniho a integralniho poc¢tu Newto-
nem a Leibnizem. Tim byl polozen zaklad pro pocitani
s nekonec¢né malymi veli¢inami a pfipravena puda pro
presnou definici integralu pomoci integralnich soucti,
s niz jsme se v jeji intuitivni podobé setkali nap¥. u Ar-
chiméda.

Pro 18. stoleti je typicky rozvoj vypocetnich postup,
které byly uzivany zejména ve fyzikalnich resp. technic-
kych aplikacich matematiky.
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