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51Kapitola 3Problém ètyø barev,barvení grafù, rovinné grafyV první èásti této kapitoly se podrobnì zmíníme o historii problému ètyø ba-rev. Budeme sledovat jeho vývoj od roku 1852, kdy pravdìpodobnì vznikl, a¾do souèasnosti. Pøitom vycházíme z pùvodních prací, které jsou publikoványv knize [367]. Tuto èást zakonèíme pøehledem nìkterých výsledkù, týkajícíchse otázek barvení uzlù grafù. Dal¹í oblastí, kterou ovlivnilo hledání øe¹ení pro-blému ètyø barev, je studium vlastností rovinných grafù. O této problematicese zmíníme v druhé èásti této kapitoly.3.1 Problém ètyø barev3.1.1 Vznik problému a Kempeho dùkazNejznámìj¹ím z problémù, které po desetiletí podnìcovaly rozvoj teorie grafù,byla následující zdánlivì jednoduchá otázka. Mìjme v rovinì nebo na kouliznázornìnu zemìpisnou mapu s nìkolika státy. Sousedními státy rozumíme tadvì území, je¾ mají spoleènou hranièní èáru. Mají-li dva státy spoleèné jenizolované body, nepokládáme je tedy za sousední (státy Arizona a Coloradov USA podle této de�nice nesousedí, proto¾e mají pouze jeden spoleèný bod).Budeme uva¾ovat jen takové mapy v rovinì nebo na kulové plo¹e, ve kteréhranici ka¾dého státu tvoøí jediná jednoduchá uzavøená køivka.Nech» M je libovolná mapa; øekneme, ¾e mapa je obarvitelná pomocí ètyøbarev, jestli¾e ka¾dý stát této mapy mù¾eme obarvit jednou z tìchto ètyø barevtak, aby sousední státy nebyly obarveny stejnou barvou. Otázka zní: je mo¾-no obarvit libovolnou mapu v rovinì èi na kulové plo¹e pomocí ètyø barev?Tento problém nazýváme problém ètyø barev. Praxe ukazuje, ¾e ètyøi barvyopravdu staèí. Dokázat toto tvrzení se v¹ak podaøilo a¾ v roce 1976, pøesto¾ese o dùkaz bìhem více ne¾ 100 let pokou¹ela øada matematikù.Barvení mapy se dá pøevést na barvení uzlù grafu, který získáme takto:



52uvnitø ka¾dého státu zvolíme libovolný bod a prohlásíme ho za uzel grafu, jeho¾hrany dostaneme tak, ¾e spojíme dva uzly právì tehdy, kdy¾ jsou odpovídajícístáty sousední. Barvení státù je pak mo¾no pøevést na barvení pøíslu¹nýchuzlù, pøièem¾ dva uzly, které jsou spojeny hranou, obarvíme rùznými barvami.Z názoru je zøejmé, ¾e graf odpovídající zemìpisné mapì je rovinný. Na obrázku3.1 je znázornìna mapa v rovinì a její graf. K obarvení této mapy staèí pouhétøi barvy.e a c b dg f ab cdef gObr. 3.1: Mapa a její grafPrvní zmínku o tomto problému nalézáme v dopise Augusta de Morgana(1806{1871) adresovaném W. R. Hamiltonovi ze dne 23. øíjna 1852. De Mor-gan seznámil Hamiltona s otázkou, kterou mu polo¾il jeden z jeho studentù naUniversity College v Londýnì. Tento student se jmenoval Frederick Guthrie;problém nevymyslel on, ale jeho bratr Francis Guthrie (1831{1899), který bylpozdìji profesorem matematiky v Kapském Mìstì a proslavil se nìkterými ob-jevy v botanice. Oba si v¹imli, ¾e nìkdy jsou nutné k obarvení mapy skuteènìètyøi barvy. Nena¹li pøípad, kdy ètyøi barvy nestaèí, ale dokázat, ¾e staèí, sejim nepodaøilo. Frederick tedy polo¾il otázku de Morganovi. Ten dùkaz takéneznal, a proto se obrátil na Hamiltona. Hamilton odpovìdìl ji¾ 26. øíjna, kdynapsal, ¾e se touto otázkou nebude v nejbli¾¹í dobì zabývat.Problém, který zaèal de Morgan ¹íøit, se stal brzy souèástí matematickéhofolklóru. U¾ v roce 1860 o dùkazu pøedná¹el Charles Sanders Peirce (1839{1914)v Harvardu. Tu¹íme, ¾e jeho dùkaz nebyl správný, i kdy¾ jeho znìní neznáme.S problémem se seznámil i A. Cayley, který o nìm v roce 1879 publikovalkrátkou práci [61]. Z jeho úvah je zøejmé, ¾e se domníval, ¾e dùkaz tohototvrzení není mo¾ný. Pøedpokládal, ¾e pro libovolné pøirozené èíslo n mù¾emesestrojit mapu, na její¾ obarvení potøebujeme n rùzných barev.Dne 17. 7. 1879 oznámil v èasopise Nature londýnský advokát Alfred BrayKempe (1849{1922) (bývalý student Cayleyho v Cambridge), ¾e se mu podaøiloproblém vyøe¹it (viz. [63]). Na doporuèení Cayleyho byl Kempeho dùkaz pub-likován v práci On the geographical problem of the four colours [64] ve druhémroèníku èasopisu American Journal of Mathematics. Dùkaz vyvolal velké nad-



53¹ení a Cayley navrhl autora za èlena Royal Society. Kempe zde pak mnoho letzastával funkci pokladníka. Brzy se objevily dal¹í dùkazy odvozené z Kempehodùkazu a problém se zdál být jasný.Podívejme se, jakým zpùsobem Kempe ve své práci postupoval. Nejprve siuvìdomil, ¾e je postaèující dokázat hypotézu ètyø barev pro tzv. trivalentnímapy. Tímto pojmem rozumíme mapu, na které se v¾dy stýkají právì tøi hra-nièní køivky v jednom bodì. Pokud doká¾eme, ¾e pro trivalentní mapy ètyøibarvy staèí, pak ètyøi barvy staèí k obarvení libovolné mapy. Kempe ukázal, ¾elibovolná trivalentní mapa obsahuje oblast, která sousedí s pìti nebo ménì ob-lastmi. Dùkaz hypotézy pak provedl matematickou indukcí vzhledem k poètuoblastí mapy. Hypotéza samozøejmì platí pro mapu s jednou oblastí. Je tøebaukázat, ¾e pokud je mapa Mr s r oblastmi obarvitelná ètyømi barvami, pakètyøi barvy staèí i pro mapuMr+1 s r+1 oblastmi. Kempe uva¾oval jednotlivépøípady map, které obsahují oblast sousedící s 2, 3, 4 nebo 5 oblastmi. Jedenz tìchto pøípadù musí v¾dy nastat. Z mapy Mr+1 obdr¾el mapu Mr tak, ¾eodstranil jednu hranu uva¾ované oblasti. Dùkaz neèinil potí¾e pro první dvapøípady. Pro oblasti se ètyømi a pìti sousedy pou¾il Kempe následující me-todu øetìzcù (Kempe chains), která pak byla je¹tì mnohokrát pou¾ita dal¹ímiautory. Pøedpokládejme, ¾e máme trivalentní mapu, která má ji¾ obarveny v¹e-chny oblasti pomocí ètyø barev, kromì jedné, která je¹tì obarvena není, a ¾eneobarvená oblast sousedí se ètyømi oblastmi A,B,C a D, které jsou postupnìobarveny barvami zelenou, ¾lutou, èervenou a modrou (viz. obr 3.2).Agreen Byellow CredDblue?Obr. 3.2: Kempe chainsUká¾eme, ¾e v takovém pøípadì mù¾eme obarvení zmìnit tak, aby ètyøibarvy staèily. Soustøeïme pozornost na oblasti A a C, které jsou obarvenyzelenì a èervenì. Mohou nastat dva pøípady: buï existuje øetìzec A|C, vekterém se pravidelnì støídají oblasti obarvené zelenou a èervenou barvou, nebotakový øetìzec neexistuje. Ve druhém pøípadì mù¾eme zamìnit barvy èervenoua zelenou v tìch èerveno{zelených oblastech, které jsou spojeny s A, ani¾ by sezmìnila barva oblasti C. Po této zámìnì jsou obì oblasti A i C obarveny èervenìa na oblast doposud neobarvenou mù¾eme pou¾ít barvu zelenou. Proto¾e mámemapu nakreslenou v rovinì nebo na kulové plo¹e, tak v pøípadì, ¾e existuje



54zeleno{èervený øetìzec spojující oblasti A a C, neexistuje ¾luto{modrý øetìzecspojující oblasti B a D. Pak ov¹em mù¾eme pøedcházející úvahu provést prooblasti B a D.Kempe ve své práci upozornil na to, ¾e pro mapy na jiných plochách ètyøibarvy nemusí staèit. Uvedl pøípad anuloidu, kde je nìkdy potøeba barev ¹est.Tímto problémem se v¹ak nezabýval. Kempe dále uvedl, ¾e do ka¾dé oblastimù¾eme umístit bod a ten spojit s body tìch oblastí, které sousedí s uvedenouoblastí. Dostaneme rovinný graf1 a na¹e úloha je pøevedena na barvení uzlùtohoto grafu.Po Kempeho práci následovaly práce, které potvrzovaly její výsledek a sna-¾ily se jej modi�kovat. Krátce se na tomto místì mù¾eme zmínit o práci [74],jejím¾ autorem je P. G. Tait. Práce souvisí s rozklady pravidelných grafù a Taitzde správnì formuloval ekvivalentní podobu problému ètyø barev. Ukázal (øe-èeno dne¹ní grafovou terminologií), ¾e barvení trivalentní mapy pomocí ètyøbarev je ekvivalentní k pøiøazení tøí barev hranám rovinného pravidelného gra-fu tøetího stupnì tak, aby se v ka¾dém uzlu stýkaly hrany rùzných barev. TatoTaitova úvaha je správná, ov¹em jeho dal¹í tvrzení o tom, ¾e tento problémse snadno vyøe¹í indukcí, vyvolává úsmìv. Tento problém je stejnì slo¾itý jakopùvodní.Jako zajímavost si na tomtomístì mù¾eme uvést pøíklady toho, ¾e Kempehodùkaz byl pøijímán jako fakt. Vyøe¹ení problému inspirovalo Charlese LutwidgaDodgsona2 (1832{1898) k vytvoøení hry, pøi které jeden z hráèù kreslí mapua druhý ji barví za pomoci ètyø barev. V roce 1886 vypsal øeditel jedné anglickéchlapecké ¹koly soutì¾ pro své ¾áky v tom, kdo podá lep¹í dùkaz problému ètyøbarev. Po¾adovaný dùkaz nemìl mít rozsah vìt¹í ne¾ jednu stranu textu a jednustranu obrazové pøílohy.3.1.2 Práce P. J. Heawooda a L. W. J. He�teraNa chybu, které se Kempe ve svých úvahách dopustil, upozornil jako první v ro-ce 1890 Percy John Heawood (1861{1955). V práci Map{colour theorem [93]ukázal, ¾e Kempeho metoda øetìzcù selhává v pøípadì, kdy jedinou neobar-venou oblast trivalentní mapy obklopuje pìt oblastí, na které ji¾ byly pou¾ityv¹echny ètyøi barvy. Výsledek jeho práce na zasedání London Mathematical So-ciety oznámil samotný Kempe, který pøiznal svou chybu a uvedl, ¾e ji nedoká¾enapravit. Jestli¾e Kempeho dùkaz vyvolal nad¹ení, pak Heawoodova práce zù-stávala dlouhou dobu bez odezvy. Kdy¾ v roce 1896 objevil chybu v Kempehodùkazu Charles de la Vallée Poussin (1866{1962), ukázalo se, ¾e o Heawoodovìpráci vùbec nevìdìl [115].Heawoodova práce je významná z nìkolika dùvodù. Autor v ní dokázal, ¾ek obarvení libovolné mapy v rovinì nebo na kulové plo¹e staèí pìt barev. Dlou-hou dobu ¹lo o jediný de�nitivní výsledek. Dùle¾itìj¹í ov¹em je, ¾e Heawoodzaèal systematicky zkoumat barvení map na rùzných plochách. Doplníme-li ku-1Kempe pou¾il ve své práci oznaèení linkage.2Nematematické veøejnosti je znám jako Lewis Carroll, autor knih Alenka v øí¹i divùa Alenka za zrcadlem.



55lovou plochu p uchy, dostaneme jednoduchý model orientované plochy rodu p,kterou budeme oznaèovat Sp. Kulovou plochu tedy oznaèíme S0 a anuloid S1.Pro danou mapuM na plo¹e Sp symbolem �(M ) oznaèíme chromatické èís-lo mapy M . Tímto pojmem rozumíme nejmen¹í poèet barev, které jsou tøebak obarvení mapyM . Heawood ukázal, ¾e horní hranice tohoto èíslo závisí pouzena plo¹e Sp.Kromì tohoto pojmu zavedl Heawood je¹tì pojem chromatické èíslo plo-chy:Jestli¾e Sp je plocha, na které je libovolná mapa obarvitelná n barvami, aleexistují mapy, které se nedají obarvit n�1 barvami, øekneme, ¾e plocha Sp máchromatické èíslo n (zapí¹eme �(Sp) = n).Heawood ukázal pøíklad mapy na anuloidu, k jejímu¾ obarvení je zapotøebísedm barev. Potom dokázal, ¾e tìchto sedm barev staèí k obarvení libovolnémapy na anuloidu (tedy �(S1) = 7). Heawood odvodil následující nerovnostpro chromatické èíslo �(Sp) orientované plochy rodu p � 1�(Sp) � �7 +p1 + 48p2 � :(3.1)Heawood se domníval, ¾e dokázal rovnost�(Sp) = �7 +p1 + 48p2 � :(3.2)Jak v¹ak v roce 1891 ukázal Lothar Wilhelm Julius He�ter (1862{1962)v práci Über das Problem der Nachbargebiete [96], byla dokázána jen nerov-nost (3.1). He�ter si uvìdomil, ¾e pro ka¾dou plochu musíme najít mapu, kterápotøebuje k obarvení j7+p1+48p2 k barev. Heawoodovi se to podaøilo pouze proanuloid. He�ter tento problém øe¹il tak, ¾e se rozhodl konstruovat mapy, nakterých ka¾dá oblast sousedí s ka¾dou. Takovou mapu nazval systém souse-dících oblastí.Tato my¹lenka nebyla nová. Ji¾ v roce 1840 øe¹il stejný problém AugustFerdinand Möbius (1790{1868). Jeho pøítel z univerzity v Lipsku, profesor �-lologie B. Weiske, mu polo¾il otázku, zda je mo¾né, aby umírající král rozdìlilsvé království na pìt èástí mezi své syny tak, aby ka¾dá èást sousedila se v¹emiostatními. Vylouèen byl pøípad, kdy dvì oblasti mají jen spoleèný bod. ©lotedy o sestrojení systému pìti sousedících oblastí v rovinì. Snadno se uká¾e, ¾etakový systém neexistuje. He�ter se o tomto problému dozvìdìl z práce Heinri-cha Richarda Baltzera (1818{1887) [86]. Dlouhou dobu se tradovalo, ¾e Möbiusbyl první, kdo formuloval problém ètyø barev. Ji¾ Felix Klein (1849{1925) sipov¹iml jisté podobnosti Möbiova problému s problémem ètyø barev. Pokudbychom mohli sestrojit systém pìti sousedících oblastí, pak potøebujeme k je-jich obarvení pìt barev. Pokud ov¹em takový systém neexistuje, nedokazuje to,¾e ètyøi barvy staèí.



56 He�ter uva¾oval duální formulaci problému sousedících oblastí. Zde byl in-spirován Kempem. Hledal systém bodù na plo¹e Sp, které jsou spojeny ka¾dýs ka¾dým tak, aby se spojující hrany neprotínaly. Tento systém nazval systémsousedících bodù; v grafové terminologii dnes hovoøíme o úplných grafech,které se dají zobrazit na plo¹e Sp tak, aby jedinými spoleènými body hran bylyuzly grafu. V pozdìj¹í literatuøe byl nìkdy tento problém oznaèován jako pro-blém nití (název pochází od Davida Hilberta (1862{1943) a S. Cohn-Vossena)Jde pouze o to, ¾e místo hran uva¾ujeme nitì.He�terùv postup spoèíval v tom, ¾e pro pevný poèet sousedících bodù hledalnejmen¹í rod plochy, na které jde tento systém sestrojit. Oznaèíme-li toto èíslopn, pak lze ukázat, ¾e pro n � 3 platí vztahpn � k(n) = � (n� 3)(n� 4)12 � :(3.3)Symbolem dxe je zde oznaèena horní celá èást èísla x.He�ter dokázal vztah (3.3) pro v¹echna n � 12 a pro velmi speciální po-sloupnost n = 19; 31; 55; 67;139;175; 199; : : : . Jedná se o èísla tvaru n = 12s+7taková, ¾e èíslo q = 4s+ 3 je prvoèíslem a øád prvku 2 v multiplikativní grupìcelých èísel mod q je roven q � 1 nebo (q � 1)=2.V roce 1952 Gerhard Ringel dokázal vztah 3.3 pro n = 13 a v roce 1954 prov¹echna n � 5 (mod 12). V roce 1961 pro n � 3; 7; 10 (mod 12). Pro n � 4(mod 12) vztah dokázal v roce 1963 W. Gustin. V roce 1963 C. M. Terry,L. R. Welch a J. W. T. Youngs vyøe¹ili pøípad n � 0 (mod 12). V letech1963 a¾ 1965 W. Gustin a J. W. T. Youngs dokázali vztah (3.3) pro n � 1; 9(mod 12). J. W. T. Youngs v roce 1966 vyøe¹il pøípad n � 6 (mod 12). Napodzim roku 1967 G. Ringel a J. W. T. Youngs spojili své síly na univerzitìv Santa Cruz a dokázali zbývající pøípady pro n � 2; 8; 11 (mod 12).Pøehled tìchto výsledkù nalezneme v knize [365], ve které je problém nitípodrobnì rozebrán.V následující tabulce jsou uvedena chromatická èísla �(Sp) pro nìkolik prv-ních hodnot p. Pro p = 0 byl vztah 3.2 dokázán a¾ v roce 1976, vyøe¹enímproblému ètyø barev.p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13�(Sp) 4 7 8 9 10 11 12 12 13 13 14 15 15 16Kromì dvoustranných ploch zaèaly matematiky zajímat i plochy jedno-stranné. Také na nich je mo¾no konstruovat mapy a ty obarvovat rùznýmibarvami. Oznaème Mq Möbiùv list rodu q. V roce 1910 Heinrich Franz Fried-rich Tietze (1880{1964)3 v práci [152] ukázal, ¾e chromatické èíslo Möbiovalistu M1 je 6. Pokusil se i o nalezení chromatického èísla plochy M2, ale to semu nepodaøilo. V roce 1934 dokázal Philip Franklin (1898{1965) v práci [260],¾e platí �(M2) = 6.3Heinrich Tietze pùsobil v letech 1910{1919 na nìmecké technice v Brnì. Otázkou barveníjednostranných ploch se ov¹em zabýval je¹tì ve Vídni.



57V roce 1954 odvodil G. Ringel v práci [422] obecný vztah�(Mq) = �7 +p1 + 24q2 � pro q 6= 2:(3.4)Vztah (3.4) byl pro nìkteré speciální hodnoty dokázán ji¾ døíve, jak ukazujenásledující tabulka: q = 1 Tietze H. 1910q = 2 Franklin P. 1934q = 3; 4; 6 Kagno I. N. 1935q = 5 Coxeter H. S. M. 1943q = 7 Bose R. C. 1939Obtí¾ný Ringelùv dùkaz vztahu (3.4) zjednodu¹il v roce 1967 J. W. T. Youn-gs, který u¾il pøi dùkazu tokù v grafech.3.1.3 Práce amerických matematikùJak jsme ji¾ uvedli, první alternativní formu problému ètyø barev ukázal ji¾P. G. Tait. Se druhou pøi¹el v roce 1898 Heawood. Jeho práce On the four{colour map theorem [125] zaèíná zji¹tìním, ¾e pokud je poèet hran ka¾dé oblastitrivalentní mapy dìlitelný 3, pak tuto mapu mù¾eme obarvit pomocí ètyø ba-rev. Tento výsledek Heawood zobecnil následujícím zpùsobem:Pøedpokládejme, ¾e ka¾dému uzlu trivalentní mapy mù¾eme pøiøadit hodnoty+1;�1 takovým zpùsobem, ¾e souèet ohodnocení uzlù ka¾dé oblasti je dìlitelnýtøemi, pak je mapa obarvitelná ètyømi barvami.Toto tvrzení platí i obrácenì. Dùkaz pøitom vychází z Taitovy ekvivalenceproblému. Heawood formuloval problém dále takto:Oznaème uzly trivalentní mapy v1; v2; � � � ; vn, pak máme systém kongruencí,které odpovídají jednotlivým oblastem mapy, tvaruxi + xj + � � �+ xk � 0 (mod 3);kde ka¾dá neznámá nabývá hodnot +1 nebo �1. xi je obsa¾eno v kongruen-ci právì tehdy, kdy¾ vi le¾í na hranici odpovídající oblasti. Proto¾e mapa jetrivalentní, je ka¾dá neznámá obsa¾ena právì ve tøech kongruencích. Problémètyø barev je tedy ekvivalentní problému, zda pro ka¾dou trivalentní mapu máodpovídající systém kongruencí øe¹ení.Heawood vìnoval tìmto kongruencím hodnì èasu a energie. Publikoval nì-kolik èlánkù zabývajících se touto otázkou a¾ do roku 1950, kdy mu bylo ji¾témìø 90 let.Po roce 1912, kdy publikoval svou první práci o problému ètyø barev O. Ve-blen [156], nastalo ve Spojených státech období zvý¹eného zájmu o problém



58ètyø barev. Ji¾ døíve se zde problémem zabývali C. S. Peirce, W. E. Story (re-digoval èlánek, ve kterém Kempe podal svùj þdùkazÿ) a J. J. Sylvester. Dvìpráce o tomto problému publikoval také Paul Wernicke [122, 144]. Veblenùv zá-jem o topologii a jeho znalost nových algebraických metod, které objevil JulesHenri Poincaré (1854{1912), jej pøivedly k øe¹ení problému, který odolával sna-¾ení mnoha matematikù ji¾ více ne¾ 50 let. Jeho práce z roku 1912 se zabývalaotázkami �nitní geometrie a matic incidence nad koneèným tìlesem. V závìruVeblen ukázal jisté zobecnìní systému Heawoodových kongruencí.V té¾e dobì byl Veblenovým kolegou na Princeton University Georg DavidBirkho� (1884{1944). Jeho práce A determinant formula for the number ofways of coloring a map [155] vy¹la ve stejném roèníku Annals of Mathematicsjako Veblenova práce [156]. Birkho� pøinesl do problému nové my¹lenky. Prodané pøirozené èíslo � a danou mapuM zavedl èíslo P (�), které oznaèuje poèetzpùsobù, kterými mù¾eme mapu M obarvit, je-li k dispozici � barev. Birkho�ukázal, ¾e funkce P (�) je v¾dy polynom v �. Pomìrnì komplikovanì odvodilvztah pro výpoèet koe�cientù tìchto polynomù. Nech» mapa M obsahuje noblastí. Symbolem (i; k) oznaème poèet zpùsobù, jak je mo¾no vytvoøit z ma-py M mapu o i oblastech pomocí k splynutí dvou oblastí tak, ¾e odstranímev¹echny jejich spoleèné hranice. Birkho� ukázal, ¾e platíP (�) = nXi=1 �i n�1Xk=0(�1)k(i; k):Birkho�ova druhá práce o barvení map nesla název The reducibility of maps[157]. V této práci autor revidoval dosavadní výsledky mnoha autorù a zformo-val systematickou metodu dal¹ího zkoumání, která pak ovlivnila vývoj v dal¹íchdesetiletích a vedla nakonec k vyøe¹ení problému ètyø barev. Základní my¹lenkaspoèívá v tom, ¾e pokud existují mapy, které vy¾adují k obarvení pìt barev,pak mezi nimi existují mapy, které mají nejmen¹í poèet oblastí. Takové mapynazveme ireducibilní. Jde o to, hledat stále dal¹í a dal¹í omezující podmínkypro takové mapy, a¾ ireducibilní mapu sestrojíme, nebo doká¾eme, ¾e neexis-tuje. První výsledky v tomto smìru pøinesl P. Wernicke ji¾ v roce 1904 v práci[144], kdy¾ ukázal, ¾e ireducibilní mapa musí obsahovat buï dva sousedící pì-tiúhelníky, nebo pìtiúhelník sousedící s ¹estiúhelníkem.Birkho� nejprve ukázal, ¾e ireducibilní mapa musí být trivalentní a nemù¾eobsahovat oblast ohranièenou ménì ne¾ pìti hranami. Dále aplikoval meto-du Kempeho øetìzcù na þprstenecÿ oblastí R, který obepíná mapu M1 a jeobklopen mapouM2. Ukázal, ¾e ireducibilní mapa nemù¾e obsahovat prstenectvoøený ètyømi nebo pìti oblastmi. Kromì toho odvodil je¹tì celou øadu dal¹íchvlastností ireducibilní mapy.V roce 1922 P. Franklin v práci [173] ukázal, ¾e hypotéza ètyø barev platípro v¹echny mapy, které mají nejvý¹e 25 oblastí. Podobnì jako Birkho� ukázal,které kon�gurace oblastí nemohou v ireducibilní mapì nastat. Podobnou cestouse vydali i dal¹í matematici. Jejich výsledky ukazuje následující tabulka:



591922 P. Franklin 251926{27 N. Reynolds 271938 P. Franklin 311940 C. E. Winn 351970 O. Ore, J. Stemple 391970 A. Donìc, W. Stromquist 44do 1974 J. Mayer 51,71,95Problémem se zabývali i nematematici, o èem¾ svìdèí výsledky J. Mayera,který pùsobil jako profesor francouzské literatury na univerzitì v Montpellier.Jeho poslední výsledek pøi¹el v dobì, kdy se blí¾il okam¾ik vyøe¹ení problémuètyø barev.Na konci 20. let se Birkho� vrátil k problému ètyø barev a pod jeho vedenímna nìm zaèal pracovat i Hassler Whitney (1907{1989). Jejich práce významnìovlivnily rozvoj teorie grafù. Birkho� v práci [221] dokázal, ¾e pro v¹echnymapy s n � 3 oblastmi platíP (�) � �(� � 1)(�� 2)(�� 3)n�3;kde � je libovolné pøirozené èíslo rùzné od 4. Kdyby tento vztah platil i pro� = 4, byl by dokázán problém ètyø barev.Whitney ve svých pracích nemluvil o problému barvení map, ale pøevedljej do øeèi teorie grafù. Kromì Kempeho zmínky se touto problematikou doroku 1930 v podstatì nikdo nezabýval. Whitney u¾il oznaèení M (�) pro poèetzpùsobù obarvení daného grafu, je-li k dispozici � barev. V pøípadì ¾e jdeo graf, který odpovídá mapì, je funkce M (�) polynom promìnné �, který dnesnazýváme chromatický polynom grafu. Pomocí principu exkluze a inkluzeodvodil Whitney v práci [248] vztah pro koe�cienty tohoto polynomu.Whitneyproblému ètyø barev vìnoval i dal¹í práce. Uveïme zde napøíklad práci [231], vekteré ukázal, ¾e duální graf k rovinné trivalentní mapì musí být hamiltonovský.V roce 1934 se Birkho� v práci [259] vìnoval ohranièení koøenù chroma-tických polynomù. Doufal pøitom, ¾e tímto zpùsobem by bylo mo¾no problémètyø barev vyøe¹it.3.1.4 Vyøe¹ení problémuV této èásti si ve struènosti naznaèíme, jakým zpùsobem byl problém ètyø ba-rev v roce 1976 vyøe¹en. K tomu potøebujeme zavést nìkolik pojmù. Souvislýrovinný graf nazýváme kon�gurací, jestli¾e jsou v¹echny jeho vnitøní oblastitrojúhelníkové. Kon�guraci nazýváme triangulací, jestli¾e je i její vnìj¹í oblasttrojúhelníková. Pøíkladem triangulace je tedy graf na obrázku 3.2. Triangulacinazveme jednoduchou, pokud nemá dvojúhelníky, uzly stupnì � 4 a trojúhel-níky, které netvoøí hranici ¾ádné oblasti. Z Eulerova vzorce pro rovinné grafysnadno odvodíme, ¾e ka¾dá jednoduchá triangulace má alespoò 12 uzlù pátéhostupnì.Jak ji¾ víme, pro øe¹ení problému ètyø barev má smysl uva¾ovat jen tri-valentní mapy. Tìm odpovídá rovinný graf, který je kon�gurací. Uká¾e se, ¾e



60pro dùkaz hypotézy ètyø barev staèí zkoumat jen jednoduché triangulace. Ire-ducibilní mapì v na¹em novém oznaèení odpovídá ireducibilní jednoduchá tri-angulace, tedy jednoduchá triangulace, její¾ uzly není mo¾no obarvit pomocíètyø barev a ze v¹ech jednoduchých triangulací s touto vlastností má nejmen¹ípoèet uzlù. Hypotéza ètyø barev je pak pravdivá, jestli¾e neexistuje ireducibilníjednoduchá triangulace.Pokud v triangulaci zvolíme nìjaký n-úhelník a vynecháme v¹echny jejíuzly a hrany le¾ící vnì tohoto n-úhelníka (ponecháme pouze uzly le¾ící na n-úhelníku), vznikne kon�gurace. Èíslo n nazveme øádem této kon�gurace.Dùle¾itou roli mají kon�gurace, které nejsou izomorfní s ¾ádným podgrafemireducibilního grafu. Ty nazveme reducibilní kon�gurace. Víme, ¾e tyto kon-�gurace hledali ji¾ Birkho�, Wernicke a Franklin. Jejich poèet neustále rostla ukazovalo se, ¾e je tøeba nìjaký systém jejich klasi�kace. Nejpøirozenìj¹ímzpùsobem se ukázalo jejich roztøídìní podle øádu. Zøejmì ka¾dá kon�gurace,která obsahuje jako podgraf reducibilní kon�guraci, je reducibilní, proto se uka-zuje výhodné zkoumat pouze tzv. minimální reducibilní kon�gurace (které u¾nemají jako podgraf reducibilní kon�guraci). Úsilím mnoha matematikù se po-daøilo do poloviny 70. let najít v¹echny reducibilní kon�gurace øádu men¹íhone¾ 12.Pro dal¹í úvahy musíme de�novat je¹tì jeden nový pojem. Mìjme dvì mno-¾iny grafùM1 aM2, øekneme, ¾e mno¾inaM1 je nevyhnutelná (unavoidable)vzhledem k mno¾inì M2, kdy¾ ka¾dý graf z M2 má alespoò jeden podgrafizomorfní s nìkterým grafem z M1. Budeme zkoumat mno¾iny nevyhnutelnévzhledem k mno¾inì v¹ech ireducibilních jednoduchých triangulací, které bude-me struènì nazývat nevyhnutelné mno¾iny.Hypotéza ètyø barev je pak správná,kdy¾ existuje nevyhnutelná mno¾ina reducibilních kon�gurací.Jakým zpùsobem rozhodneme, ¾e daná kon�gurace je reducibilní? Metodydùkazu reducibility jsou zalo¾eny na metodì Kempeho øetìzcù a na nahrazeníkon�gurace kon�gurací s men¹ím poètem uzlù (tzv. reducérem). Existuje celáøada redukcí, které u¾ívají rùzných reducérù.Kenneth Appel a Wolfgang Haken pou¾ili pøi øe¹ení problému ètyø barevv pracích [423, 424, 425] terminologii z teorie elektrických sítí. Ka¾dému uzluireducibilní jednoduché triangulace pøiøadili reálné èíslo, tzv. náboj uzlu, tak,aby jen uzly stupnì 5 mìly kladný náboj a aby i celkový souèet v¹ech nábo-jù uzlù byl kladný. Pak uskuteènili vybíjení, pøi kterém se pøesouvaly nábojez vrcholù stupnì 5 na uzly vy¹¹ích stupòù tak, aby se nemìnil celkový sou-èet nábojù. Vìt¹inou není tì¾ké zjistit v¹echny mo¾nosti pro okolí uzlù, kterépo vybíjení zùstanou s kladným nábojem, a sestavit katalog tìchto kon�gura-cí s kladným nábojem nìkterého uzlu. Vybíjení je mo¾no de�novat takovýmzpùsobem, aby ka¾dá z tìchto kon�gurací byla reducibilní. Ty v¹ak nemohouv ireducibilní triangulaci existovat, a proto by mìlo dojít k vybití. To v¹ak nenímo¾né, nebo» souèet nábojù je konstantní. Tento spor by dokazoval, ¾e nemù¾eexistovat ireducibilní jednoduchá triangulace, a tedy hypotéza o ètyøech bar-vách je správná.Jde vlastnì stále o sestrojení nevyhnutelné mno¾iny reducibilních kon�gura-cí. S touto my¹lenkou pøi¹el ji¾ H. Heesch v roce 1969, kterému se tuto mno¾inu



61nepodaøilo najít. Appel s Hakenem sestrojili nevyhnutelnou mno¾inu reduci-bilních kon�gurací, která mìla nejprve 1936 prvkù. Postupnì se jim podaøilotento poèet sní¾it a¾ na 1405. Dal¹í podstatné sní¾ení ji¾ neoèekávali.4 Proprovìøování reducibility kon�gurací si stanovili zásadu, ¾e v¹echny kon�guracez nevyhnutelné mno¾iny musí mít øád men¹í ne¾ 14. Pøi kontrole kon�gura-cí s øádem men¹ím ne¾ 10 vycházeli z ji¾ døíve sestavených tabulek (pozdìjibyly publikované v práci [426]). Reducibilitu ostatních kon�gurací provìøovalina poèítaèích IBM. Pøíslu¹né programy vytvoøili ve spolupráci s J. Kochem.Výpoèty spotøebovaly asi 1200 hodin strojového èasu. Pøíprava metod, pro-gramu a samotná práce s poèítaèem trvaly ètyøi roky. Trvalo a¾ do roku 1978ne¾ byla pøekonána nedùvìra v poèítaèem provedený dùkaz. V pamìti byl je¹tìrok 1971, kdy dùkaz zalo¾ený na práci poèítaèù oznámil Y. Shimamoto. Chybuv programu tehdy nalezl WilliamT. Tutte, který dùkaz Appela a Hakena pøijals dùvìrou.Na závìr pøipomeòme význam tohoto problému pro matematiku. Pøivedlk teorii grafù celou øadu významných matematikù (Birkho�, Veblen, Whitney)a pøi jeho øe¹ení byla zavedena celá øada nových grafových pojmù (rovinnýgraf, duální graf, chromatický polynom ap.). Problém ètyø barev se nakonecstal první velkou vìtou, dokázanou pomocí poèítaèe, bez mo¾nosti pøíméhoovìøení jinými matematiky.3.1.5 Barvení uzlù grafuJak jsme ji¾ nìkolikrát zdùraznili, otázky barvení map lze snadno pøevést nabarvení uzlù grafu. Pøipomeòme, ¾e s touto my¹lenkou pøi¹el ji¾ A. B. Kempev roce 1879. V pøípadì mapy v rovinì nebo na kulové plo¹e dostáváme v¾dyrovinný graf, ale problém je mo¾no zobecnit i na grafy, které rovinné nejsou.Podaøí-li se nám obarvit uzly grafu G pomocí k barev tak, ¾e ¾ádná hranagrafu G není incidentní se dvìma stejnì obarvenými uzly, pak øekneme, ¾egraf G je uzlovì k-chromatický. Nejmen¹í poèet barev, které potøebujemek takovému obarvení uzlù grafu, nazveme uzlové chromatické èíslo a znaèímeje obvykle �(G). Vzhledem k tomu, ¾e budeme mluvit pouze o barvení uzlùgrafu, vynecháme pøívlastek uzlové a budeme mluvit pouze o chromatickémèísle �(G).Je zøejmé, ¾e chromatické èíslo úplného grafu Kn je n, chromatické èíslolibovolného stromu (s více ne¾ jedním uzlem) je 2. Kru¾nice mají chromatickéèíslo 2, resp. 3, podle toho, zda jejich délka je sudé, resp. liché èíslo. D. K}onigve své knize ukázal, ¾e �(G) = 2 právì tehdy, kdy¾ G neobsahuje kru¾nici lichédélky a je tedy bipartitní (str. 170).Podobnou charakteristiku grafù s �(G) � 3 neznáme. Je-li G graf s n uzly,pak jeho chromatické èíslo samozøejmì nepøevý¹í n. Obsahuje-li G jako podgrafnìjaký úplný podgraf Km, pak musí být �(G) � m.4V roce 1995 ameriètí matematici Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour amatematik èeského pùvoduRobinThomas výraznì sní¾ili poèet nevyhnutelnýchreducibilníchkon�gurací i poèet vybíjecích procedur. Své výsledky publikovali prostøednictvím poèítaèovésítì Internet (viz. ftp://ftp.math.gatech.edu/pub/users/thomas/fcdir/npfc.ps).



62 R. L. Brooks v roce 1941 odvodil v práci [427] následující vìtu:Nech» graf G má maximální uzlový stupeò %; pak �(G) � % a¾ na tyto dvìvýjimky:1) graf G má úplný graf K%+1 jako jednu ze svých komponent,2) % = 2 a graf G obsahuje kru¾nici liché délky jako jednu ze svých komponent.Významným podnìtem ke studiu barevnosti grafù se stala Hadwigerova hy-potéza z roku 1943. Hugo Hadwiger (1908{1981) de�noval v práci [428] jedno-duchou operaci elementární kontrakce. Tuto operaci zavedl tímto zpùsobem:V grafu G odstraòme dva sousední uzly u; v a nahraïme je novým uzlem wtak, ¾e w je incidentní se v¹emi uzly, se kterými byly incidentní uzly u; v.Hadwigerova hypotéza øíká:Ka¾dý souvislý graf G, který má chromatické èíslo rovno q, mù¾eme opako-váním elementárních kontrakcí transformovat na úplný graf Kq .Platnost hypotézy pro q � 4 dokázal G. A. Dirac v práci [429]. Pozdìji sev práci [430] zabýval pøípadem q = 5 a ukázal, ¾e pokud Hadwigerova hypotézaplatí pro q = 5, pak platí i hypotéza o ètyøech barvách. Ekvivalenci tìchtohypotéz dokázal Klaus Wagner v práci [431]. Po vyøe¹ení problému ètyø barevv roce 1976 tedy víme, ¾e Hadwigerova hypotéza platí pro q � 5. Pro obecné qje ov¹em známo velmi málo.V roce 1958 dokázal H. C. Grötzsch v práci [432], ¾e ka¾dý rovinný graf beztrojúhelníkù lze obarvit tøemi barvami. Silnìj¹í tvrzení pak odvodil B. Grün-baum v [433], kdy¾ ukázal, ¾e ka¾dý rovinný graf s ménì ne¾ ètyømi trojúhelníkyje 3-chromatický.Pøi zkoumání barevnosti grafù hrají velký význam grafy, které mají tu vlast-nost, ¾e jejich chromatické èíslo se sní¾í po odstranìní libovolného uzlu tohotografu. Takové grafy nazval G. A. Dirac v práci [429] kritické grafy. Jestli¾e Gje kritický graf a �(G) = k, pak G nazveme k-kritický graf. Je zøejmé, ¾e 1-kritickým grafem je K1. Jediným 2-kritickým grafem je K2 a v¹echny 3-kritickégrafy jsou kru¾nice liché délky. Struktura 4-kritických grafù je ji¾ znaènì slo-¾itá. Snadno se uká¾e, ¾e ka¾dý kritický graf G je souvislý, stupeò libovolnéhouzlu je nejménì k � 1. Takový graf G neobsahuje artikulaci ani nemù¾e býtporu¹ena jeho souvislost odstranìním mno¾iny uzlù, které tvoøí úplný podgrafgrafu G (viz. napø. [393]).G. A. Dirac se zúèastnil v roce 1963 mezinárodní konference ve Smolenicícha ve sborníku této konference nalezneme jeho pøíspìvek shrnující zejména jehovýsledky studia kritických grafù [364, str. 21{27]. Na stejné téma vystoupilna této konferenci i T. Gallai a podobným problémem barvení hran grafu sevìnoval H. Izbicki.Problémy barvení uzlù grafu se ve svých pracích zabýval i Karel Èulík.V práci On chromatic decompositions and chromatic numbers of graphs [328]v roce 1959 de�noval pojem V -graf:



63Graf G = (V;E) nazveme V -grafem, jestli¾e platíx; y; z 2 V; x 6= y 6= z 6= x; fx; yg 2 E ) buï fx; zg 2 E; nebo fy; zg 2 E:Èulík ukázal, ¾e V -grafy mají jednoduchou strukturu (Vìty 3 a 4, str. 182{183)a dokázal následující dùle¾itou vlastnost tìchto grafù (Vìta 5, str. 183):Nech» G je V -graf s chromatickým èíslem �(G). Pøidáme-li ke grafu G li-bovolnou hranu, dostaneme graf G0, který má chromatické èíslo �(G0) > �(G).V závìru své práce Èulík odvodil nutnou a postaèující podmínku, aby grafGmìl zvolené chromatické èíslo a vyslovil ekvivalentní formulaci problému ètyøbarev (Vìta 8, str. 184):Hypotéza ètyø barev je pravdivá právì tehdy, kdy¾ z ka¾dého koneèného ro-vinného grafu mù¾eme pøidáním jisté hrany vytvoøit V -graf, který neobsahujejako podgraf graf K5.V práci K jedné extremální úloze o chromatických èíslech koneèných grafù[336] zodpovìdìl Èulík v roce 1960 dvì spolu související otázky. Polo¾mem(n; k) = �n� k jnk k� jnk k+ k��nk �2 �;pak platí (Vìta 2, str. 16):1) Nejmen¹í poèet hran, které musíme pøidat ke k-chromatickému grafuG = (V;E), abychom dostali n-chromatický graf G0 = (V 0; E0), kde n je danépøirozené èíslo splòující nerovnosti k � n � �jV j2 �, je roven m(n; k).2) Pøidáme-li ke k-chromatickému grafu G = (V;E) m hran, kde m splòujenerovnost jEj+m � �jV j2 �, pak vznikne graf, jeho¾ chromatické èíslo je nejvý¹erovno n(m; k).3.2 Rovinné grafyVýznamnou èást teorie grafù pøedstavuje studium vlastností rovinných grafù.Rovinný graf je graf, který mù¾eme znázornit v rovinì takovým zpùsobem, ¾euzlùm odpovídají body roviny a hranám oblouky (lomené èáry) takové, ¾e ¾ádnédva nemají spoleèný vnitøní bod. Jedním z impulsù vzniku tohoto pojmu bylbezesporu problém ètyø barev. Graf, který pøiøadíme mapì znázornìné v rovinìnebo na kulové plo¹e tak, ¾e jednomu libovolnémuvnitønímu bodu ka¾dé oblastimapy odpovídá uzel grafu a dva uzly jsou spojeny hranou právì tehdy, kdy¾odpovídající si oblasti spolu sousedí, je rovinný.De�nujme nyní pojem pùlení hrany. Zvolme v grafu G = (V;E) nìjakouhranu xy. De�nujeme nový graf G0 = (V0; E0) takto: Zvolíme nový uzel znepatøící do V a polo¾íme V0 = V [fzg. Mno¾inu E0 dostaneme, odstraníme-li z mno¾iny E hranu xy a pøidáme-li místo ní hrany xz a zy. Øekneme, ¾e graf



64G0 vznikl z G pùlením hrany xy. Dále øekneme, ¾e graf G1 je homeomorfnís grafem G2, je-li buï G1 izomorfní s G2, nebo je-li mo¾no koneèným poètempùlení hran dosáhnout v tìchto grafech toho, ¾e vzniklé grafy jsou izomorfní.Pøi studiu rovinnosti grafù sehrál pojem homeomor�smu grafù dùle¾itouúlohu. V roce 1930 polský matematik Kazimierz Kuratowski (1896{1980) do-kázal v práci [223] následující vìtu:Graf je rovinný právì tehdy, neobsahuje-li ¾ádný podgraf homeomorfní s gra-fem K5 ani ¾ádný podgraf homeomorfní s grafem K3;3.
Obr. 3.3: Grafy K5 a K3;3Úplný graf K5 a úplný bipartitní graf K3;3 vidíme na obr. 3.3. Snadno sedoká¾e u¾itím Eulerova vztahujV j+ jF j = jEj+ 2pro poèet uzlù jV j, poèet hran jEj a poèet oblastí jF j libovolného rovinnéhografu, ¾e tyto dva grafy nejsou rovinné. Samotný dùkaz Kuratowského vìtyov¹em je znaènì slo¾itý. Novìj¹í dùkaz Kuratowského vìty, který pochází odG. A. Diraca a S. Schustera z roku 1954 nalezneme v Hararyho uèebnici [359,str. 133{137].Kuratowski svùj výsledek oznámil ji¾ v èervnu roku 1929, ale je¹tì døí-ve ne¾ jeho práce vy¹la v èasopise Fundamenta Mathematicae oznámili OrrinFrink (1901{?) a P. A. Smith v Bulletin of the American Mathematical Society,¾e také vyøe¹ili problém rovinných grafù. Výsledek, který získali nezávisle naKuratowském, publikován nebyl. V rusky psané literatuøe z teorie grafù (napø.ruský pøeklad Hararyho knihy [359]) se setkáváme s údajem, ¾e kritérium rovin-nosti grafù dokázal (ale nepublikoval) Lev Semjonoviè Pontrjagin (1908{1988)ji¾ v roce 1927.5Ve 30. letech se otázkami rovinnosti grafù zabýval americký matematikH. Whitney. Jeho zájem o tuto problematiku byl dán snahou vyøe¹it problémètyø barev. V roce 1931 v práci Non{separable and planar graphs [233] de�-noval poprvé kombinatorickou dualitu rovinných grafù. Znázorníme-li v rovinìnìjakou mapuM , mù¾eme se na ni dívat jako na rovinný graf G. Víme, jakýmzpùsobem lze této mapì pøiøadit jiný rovinný graf G0. O grafu G0 øekneme,5O tomto faktu v knize [367] zmínku nenajdeme.



65¾e je (geometricky) duální ke grafu G. Whitney de�noval dualitu grafù jinýmzpùsobem (viz. napø. [359, str. 139{140]). Dokázal, ¾e pokud jsou grafy G a G0geometricky duální, pak jsou duální i v kombinatorickém smyslu. Whitney vesvých pracech ukázal, ¾e graf G je rovinný právì tehdy, kdy¾ k nìmu existujeduální graf G0. V práci [249] dokázal, ¾e grafy K5 a K3;3 nemají duální grafy.Kuratowského vìta tedy mù¾e poslou¾it pøi dùkazu tvrzení, ¾e graf, ke kterémuexistuje duální graf, musí být rovinný. V práci [256] podal Whitney alternativnídùkaz Kuratowského vìty.K. Wagner v práci [434] v roce 1937 a nezávisle na nìm v 60. letech F. Ha-rary a W. T.Tutte v práci [435] ukázali ekvivalentní formulaci Kuratowskéhovìty pomocí pojmu elementární kontrakce. Platí:Graf G je rovinný právì tehdy, kdy¾ neobsahuje podgrafy, které by bylo mo¾-no opakováním elementárních kontrakcí pøevést na K5 nebo K3;3.W. T. Tutte v práci [436] vytvoøil algoritmus, který umo¾òuje kreslení grafuv rovinì bez prùseèíkù hran tak dlouho, dokud je to mo¾né. Tutteho algoritmusje jedním z prvních algoritmù, které umo¾òují rozhodnout zda zadaný graf jerovinný. Podrobnosti o dal¹ích star¹ích algoritmech pro stanovení rovinnostigrafù nalezneme napø. v Plesníkovì knize [421].Úplný graf K5 sehrál jistou roli pøi snaze vyøe¹it problém ètyø barev. Re-prezentuje toti¾ pøípad pìti navzájem sousedících oblastí, které v rovinì nelzesestrojit. Pøipomeòme pouze, ¾e pravdìpodobnì jako první se otázkou existence5 sousedících oblastí zabýval A. F. Möbius.Úplný bipartitní graf K3;3 je grafovým modelem známé úlohy o tøech do-mech a tøech studnách, kterou nacházíme opìt v knihách s rekreaèními mate-matickými problémy. V úloze po¾adujeme spojit ka¾dý ze tøí domù s ka¾dou zetøí studní tak, aby se cesty neprotínaly. Úloha není øe¹itelná, proto¾e graf K3;3není rovinný.Tuto úlohu v roce 1923 zobecnil v práci [180] Alfred Errera (1886{1960),kdy¾ dokázal následující vìtu:Jsou-li x1; x2; : : : ; xa1 ; y1; y2; : : : ; ya2 body roviny, pak z a1a2 mo¾ných hranxiyj lze sestrojit nejvý¹e 2a1+2a2� 4 hran tak, aby se ¾ádné dvì hrany nepro-tínaly ve vnitøním bodì.Nejmen¹í poèet prùseèíkù, které dostaneme, sestrojíme-li v¹ech a1a2 hranza pøedpokladu, ¾e se ¾ádné tøi hrany neprotínají v jednom vnitøním bodì,se pokusil urèit v roce 1954 Kazimierz Zarankiewicz (1902{1959) v práci Ona problem of P. Turan concerning graphs [437]. Samotný problém pochází odPála Turána (1910{1976) a je znám jako problém cihelny.6 Minimální poèetprùseèíkù nazýváme prùseèíkové èíslo grafu a znaèíme �(G).Zarankiewicz odvodil následující vztahy pro stanovení prùseèíkového èíslaúplného bipartitního grafu Kp;q (Vìta 1, str. 137):�(K2k;2n) = (k2 � k)(n2 � n);6Historické poznámky ke vzniku tohoto problému nalezneme v èlánku P. Erd}ose [438].



66 �(K2k;2n+1) = (k2 � k)n2;�(K2k+1;2n+1) = k2n2:Pøi dùkazu autor nejprve stanovil prùseèíkové èíslo pro úplný graf Kp;3.Zarankiewicz ukázal, ¾e pro libovolná èísla p; q je mo¾no snadno zkonstruovatgraf s prùseèíkovým èíslem �(Kp;q).Podle Zarankiewicze stejný výsledek získal i Kazimierz Urbanik, který uká-zal, ¾e vztah pro prùseèíkové èíslo úplného bipartitního grafu Kp;q je mo¾novyjádøit pomocí jediného vztahu�(Kp;q) = �p� 1� jp2k�jp2k�q � 1� jq2k� jq2k :Brzy se v¹ak ukázalo, ¾e jeden z pomocných Zarankiewiczových dùkazù ne-byl správný a tak uvedený vzorec pøedstavuje pouze horní odhad prùseèíkovéhoèísla (viz. [361, str. 127]).Otázky spojené s rovinnými grafy se objevily i v prvních pracech z teoriegrafù u nás. J. Sedláèek v práci O jednom extrémním rovinném grafu [306]navázal v roce 1956 na Errerovu práci [180]. Ukázal (Vìta 4, str. 428), ¾emaximální poèet neprotínajících se hran, které spojují uzlyxi; yj; zl (1 � i � a1; 1 � j � a2; 1 � l � a3; 2 � a1 � a2 � a3);pøi èem¾ se pøipou¹tìjí jen hrany xiyj ; xizl; yjzl, je rovenmin(3a1 + 3a2 + 3a3 � 6; 4a1+ 4a2 + 2a3 � 8):Sedláèek pøitom formuloval problém obecnìji pomocí pojmu mapa, který de-�noval následujícím zpùsobem:Budi¾ dáno k pøirozených èísel a1; a2; : : : ; ak, pro která platí 2 � a1 � a2 �� � � � ak; Pki=1 ai = n. Je-li v rovinì E2 zvoleno n rùzných bodù, sestrojmerozklad této mno¾iny na k podmno¾in A1; A2; : : : ; Ak, kde ai je poèet prvkùv mno¾inì Ai. Dále sestrojme rovinný graf, který má tyto vlastnosti:1. Mno¾inu jeho uzlù tvoøí zvolených n bodù.2. Je-li xy jeho hrana, pak pro ¾ádné i není souèasnì x 2 Ai, y 2 Ai.3. Graf je souvislý, nemá koncové hrany ani most.Takový graf nazveme mapou. Oznaème M mno¾inu v¹ech map, které jsou ur-èeny èísly a1; a2; : : : ; ak. Budi¾ �(M ) poèet hran mapy M 2M. Mapu o mini-málním (resp. maximálním) poètu hran nazýváme minimální (resp. maximální)a oznaèujeme Mmin (resp. Mmax).Sedláèek nejprve dokázal (Vìta 1, str. 427):�(Mmin) = max(2ak; n):



67Errerùv výsledek výsledek pak v této terminologii pøedstavuje skuteènost,¾e pro k = 2 má maximální mapa 2a1 + 2a2 � 4 hran. Pro k = 3 Sedláèekodvodil ji¾ zmínìný vztah:�(Mmax) = min(3a1 + 3a2 + 3a3 � 6; 4a1 + 4a2 + 2a3 � 8):Na poèátku 60. let se èlenové pra¾ského grafového semináøe zaèali zabývatprùseèíkovým èíslem úplného grafu Kn. J. Bla¾ek a M. Koman byli první,kdo v tomto smìru dosáhl zajímavých výsledkù. Nìkteré jejich výsledky bylypublikovány ve sborníku konference ve Smolenicích [439].Autoøi zde ukázali, ¾e horní odhad prùseèíkového èísla úplného grafu Kn je�(Kn) � hn = 2�6(n� 1)2(n� 3)2 pro n = 1; 3; 5; : : : ;�(Kn) � hn = 2�6n(n� 2)2(n� 4) pro n = 2; 4; 6; : : : :Dùkaz tohoto tvrzení byl proveden pomocí dvou konstrukcí, které umo¾òujínakreslit grafy Kn s hn prùseèíky.Pozdìj¹í rozsáhlou Komanovu práci [440] z roku 1969, která se zabýva-la prùseèíkovými èísly, citovali autoøi ruského pøekladu Hararyho knihy [359].V 11. kapitole této knihy nalezneme mnoho výsledkù týkajících se rovinnýchgrafù, které byly získány v 50. a 60. letech.Jednu zajímavou skuteènost o rovinných grafech dokázal v¹ak ji¾ v roce 1936K. Wagner. V práci [281] ukázal, ¾e rovinný graf mù¾eme v rovinì znázornitbez prùseèíkù dokonce tak, ¾e v¹echny hrany jsou úseèky. Wagnerovu vìtunezávisle formuloval a dokázal o 12 let pozdìji I. Fáry v práci [441]. V roce1951 pak stejného výsledku dosáhl i S. K. Stein v práci [442]. Dnes víme, ¾euvedené tvrzení platí i pro grafy nekoneèné.Nìkteré dal¹í práce, které se objevily v 50. a 60. letech v Èeskoslovensku,mù¾eme zaøadit do tzv. extremální teorie grafù. Vznik této teorie klademe doroku 1941, kdy maïarský matematik P. Turán vyøe¹il následující problém:Jsou dána kladná celá èísla 3 � k � n. Máme urèit maximální poèetM (n; k) hran grafu s n uzly, který neobsahuje jako podgraf Kk.Turánovo øe¹ení problému je následující:De�nujme èísla t a r vztahemn = (k � 1)t+ r; 1 � r � k � 1:Pak platí: M (n; k) = k � 22(k � 1)(n2 � r2) + �r2�:Maxima je pøitom dosa¾eno pro úplný (k�1)-chromatický grafKn1;n2;::: ;nk�1 ,kde n1 = n2 = � � � = nr = t + 1 a nr+1 = nr+2 = � � � = nk�1 = t.77Nový dùkaz tohoto tvrzení podali v roce 1965 T. S. Motzkin a E. G. Straus v práci [443](viz. [359, str. 33]).



68 Jako dùsledek dostáváme:Maximální poèet hran grafu G s n uzly, který neobsahuje trojúhelníky, jejn24 k.Tento Turánùv výsledek je èasto citován v literatuøe. Byl ov¹em znám ji¾na poèátku tohoto století (viz. [150, 151]).S øe¹ením stejného problému pøi¹el v roce 1947 K. Zarankiewicz. V práci[444] ukázal, ¾e pokud je l minimální stupeò uzlù grafu G s n uzly a platíl > k � 2k � 1n;pak graf G obsahuje podgraf Kk. Vzájemný vztah mezi obìma výsledky jediskutován v Turánovì práci [445].V roce 1951 Zarankiewicz formuloval v práci [446] jiný problém. Vyjádøemejej nejprve maticovì. Je dána ètvercová matice A øádu n, jejími¾ prvky jsoupouze èísla 0 a 1. Nech» j je pøirozené èíslo, pro které platí 2 � j � n � 1.Ptáme se, jaký nejmen¹í poèet kj(n) jednièek v A zaji¹»uje existenci ètvercovépodmatice øádu j, která neobsahuje ¾ádný nulový prvek.De�nujme si nyní pojem matice sousednosti bipartitního grafu. Bi-partitnímu grafu G = (V1; V2) s 2n uzly pøiøadíme ètvercovou matici M øádun tak, ¾e uzlùm tøídy V1 odpovídají øádky a uzlùm tøídy V2 sloupce maticeM .Prvek mij je roven poètu hran spojující uzly i a j.Díváme-li se pak na matici A jako na matici sousednosti nìjakého bipar-titního grafu G = (V1; V2), kde jV1j = jV2j = n, pak Zarankiewiczùv problémspoèívá v nalezení minimálního poètu hran, které v grafu G zaji¹»ují existenciúplného bipartitního podgrafuKj;j . Takto formulovali Zarankiewiczùv problémautoøi práce [447].K. Èulík se zabýval tímto Zarankiewiczovým problémem poprvé v roce 1955v práci Poznámka k problému K. Zarankiewicze [295].8 Problém zde formulovalzcela obecnì takto:Nech» symbol Amn (k) oznaèuje matici typu m=n vytvoøenou z k èísel rovnýchnule a z mn � k èísel rùzných od nuly (napø. reálných), tak¾e 0 � k � mn.Øekneme, ¾e matice Amn (k) má vlastnost z(i; j), jestli¾e existuje její podmaticeP ij (ij), tj. podmatice typu i=j a hodnosti nula. Koneènì nech» K je mno¾inav¹ech èísel k, pro nì¾ platí, ¾e ka¾dá matice Amn (k) má vlastnost z(i; j). Propøirozená èísla i; j;m; n, která splòují nerovnosti 1 � i � m, 1 � j � n,de�nujeme funkci Zi;j(m;n) = mink2K k:Problém spoèívá v nalezení hodnot této funkce.Èulík navázal na èlánek polského matematikaWaclawa Sierpi�nského (1882{1969), který odvodil nìkolik hodnot této funkce. Èulík urèil hodnoty Z3;3(m;n)pro 3 � m � 8, 3 � n � 8.8Tato práce je první Èulíkovou prací, kterou mù¾eme zaøadit k teorii grafù.



69Vzorec pro výpoèet hodnot funkce Zi;j(m;n) odvodil Èulík v roce 1956v práci Teilweise Lösung eines verallgemeinerten Problems von K. Zarankiewicz[301].Platí (str. 165):Zi;j(m;n) = (i � 1)n+ (j � 1)�mi �+ 1pro n � (j � 1)�mi �:Pøi øe¹ení problému Zarankiewicze má smysl zkoumat vlastnosti øe¹ení rov-nice Pki=1 ri = n. Èulík se touto otázkou zabýval v práci O jedné vlastnosticeloèíselných nezáporných øe¹ení rovnice Pki=1 ri = n [307] v roce 1957. Mo¾-nost zesílení nìkterých tvrzení, která jsou v této práci uvedena, ukázal LadislavKosmák v práci [320].
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