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Kapitola 3

Problém c¢étyr barev,
barveni grafii, rovinné grafy

V prvni ¢asti této kapitoly se podrobné zminime o historii problému ¢tyt ba-
rev. Budeme sledovat jeho vyvoj od roku 1852, kdy pravdépodobné vznikl, az
do soucasnosti. Pfitom vychézime z puvodnich praci, které jsou publikovany
v knize [367]. Tuto ¢ast zakoncéime prehledem nékterych vysledki, tykajicich
se otazek barveni uzlu grafu. Dals{ oblasti, kterou ovlivnilo hledani feseni pro-
blému ¢tyt barev, je studium vlastnosti rovinnych grafa. O této problematice
se zminime v druhé ¢ésti této kapitoly.

3.1 Problém c¢tyr barev

3.1.1 Vznik problému a Kempeho dukaz

Nejznaméjsim z problému, které po desetileti podnécovaly rozvoj teorie grafu,
byla néasledujici zdanlivé jednoducha otizka. Méme v roviné nebo na kouli
zndzornénu zemépisnou mapu s nékolika staty. Sousednimi staty rozumime ta
dvé fizemi, jez maji spolecnou hrani¢ni ¢aru. Maji-li dva staty spolecné jen
izolované body, nepokladdme je tedy za sousedni (staty Arizona a Colorado
v USA podle této definice nesousedi, protoze maji pouze jeden spoleény bod).
Budeme uvazovat jen takové mapy v roviné nebo na kulové plose, ve které
hranici kazdého statu tvofi jedind jednoduché uzaviena kiivka.

Necht M je libovolnd mapa; Fekneme, Ze mapa je obarvitelnd pomoci ¢tyf
barev, jestlize kazdy stat této mapy mtizeme obarvit jednou z téchto ¢tyt barev
tak, aby sousedni staty nebyly obarveny stejnou barvou. Otazka zni: je moz-
no obarvit libovolnou mapu v roviné ¢i na kulové plose pomoci ¢tyr barev?
Tento problém nazyvame problém ¢ty¥ barev. Praxe ukazuje, Ze ¢tyFi barvy
opravdu staci. Dokazat toto tvrzeni se vsak podarilo az v roce 1976, prestoze
se o dukaz béhem vice nez 100 let pokousela fada matematika.

Barveni mapy se da prevést na barveni uzla grafu, ktery ziskame takto:
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uvnitt kazdého statu zvolime libovolny bod a prohlasime ho za uzel grafu, jehoz
hrany dostaneme tak, ze spojime dva uzly pravé tehdy, kdyz jsou odpovidajici
staty sousedni. Barveni statd je pak mozno prevést na barveni prislusnych
uzld, pricemz dva uzly, které jsou spojeny hranou, obarvime riznymi barvami.
7 nazoru je ziejmé, ze graf odpovidajici zemépisné mapé je rovinny. Na obrazku
3.1 je znazornéna mapa v roviné a jeji graf. K obarveni této mapy staci pouhé
tf1 barvy.

& g

Obr. 3.1: Mapa a jeji graf

Prvni zminku o tomto problému nalézame v dopise Augusta de Morgana
(1806-1871) adresovaném W. R. Hamiltonovi ze dne 23. fijna 1852. De Mor-
gan seznamil Hamiltona s otazkou, kterou mu polozil jeden z jeho studentt na
University College v Londyné. Tento student se jmenoval Frederick Guthrie;
problém nevymyslel on, ale jeho bratr Francis Guthrie (1831-1899), ktery byl
pozdéji profesorem matematiky v Kapském Mésté a proslavil se nékterymi ob-
jevy v botanice. Oba si v§imli, ze nékdy jsou nutné k obarveni mapy skutecné
¢tyfi barvy. Nenasli pfipad, kdy ¢tyfi barvy nestaci, ale dokazat, ze staci, se
Jim nepodafilo. Frederick tedy polozil otazku de Morganovi. Ten dukaz také
neznal, a proto se obratil na Hamiltona. Hamilton odpovédél jiz 26. fijna, kdy
napsal, ze se touto otazkou nebude v nejblizsi dobé zabyvat.

Problém, ktery zacal de Morgan Sifit, se stal brzy soucasti matematického
folkléru. Uz v roce 1860 o ditkazu prednésel Charles Sanders Peirce (1839-1914)
v Harvardu. Tusime, Ze jeho diukaz nebyl spravny, i kdyz jeho znéni nezndme.
S problémem se seznamil 1 A. Cayley, ktery o ném v roce 1879 publikoval
kritkou praci [61]. Z jeho Gvah je zfejmé, Ze se domnival, ze dikaz tohoto
tvrzeni neni mozny. Pfedpokladdal, ze pro libovolné pfirozené ¢islo n mizeme
sestrojit mapu, na jejiz obarveni potfebujeme n riznych barev.

Dne 17. 7. 1879 oznamil v casopise Nature londynsky advokat Alfred Bray
Kempe (1849-1922) (byvaly student Cayleyho v Cambridge), ze se mu podafilo
problém vyfesit (viz. [63]). Na doporuceni Cayleyho byl Kempeho diikaz pub-
likovan v praci On the geographical problem of the four colours [64] ve druhém
ro¢niku casopisu American Journal of Mathematics. Diikaz vyvolal velké nad-
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Seni a Cayley navrhl autora za ¢lena Royal Society. Kempe zde pak mnoho let
zastaval funkci pokladnika. Brzy se objevily dalsi dikazy odvozené z Kempeho
dikazu a problém se zdal byt jasny.

Podivejme se, jakym zptisobem Kempe ve své praci postupoval. Nejprve si
uvédomil, zZe je postacujici dokdzat hypotézu ¢tyf barev pro tzv. trivalentni
mapy. Timto pojmem rozumime mapu, na které se vzdy stykaji pravé tii hra-
nicni kiivky v jednom bodé. Pokud dokdzeme, Ze pro trivalentni mapy ctyti
barvy staci, pak ¢tyfi barvy staci k obarveni libovolné mapy. Kempe ukézal, ze
libovolné trivalentni mapa obsahuje oblast, ktera sousedi s péti nebo méné ob-
lastmi. Dtikaz hypotézy pak provedl matematickou indukci vzhledem k poctu
oblasti mapy. Hypotéza samoziejmé plati pro mapu s jednou oblasti. Je tfeba
ukézat, ze pokud je mapa M, s r oblastmi obarvitelna ¢tyfmi barvami, pak
ctyti barvy staci 1 pro mapu M, 41 s r+ 1 oblastmi. Kempe uvazoval jednotlivé
pripady map, které obsahuji oblast sousedici s 2, 3, 4 nebo 5 oblastmi. Jeden
7 téchto pripadi musi vzdy nastat. Z mapy M,;1 obdrzel mapu M, tak, ze
odstranil jednu hranu uvazované oblasti. Dukaz necinil potize pro prvni dva
piipady. Pro oblasti se ¢tyfmi a péti sousedy pouzil Kempe néasledujici me-
todu Fetézcli (Kempe chains), kterd pak byla jesté mnohokrat pouzita dalsimi
autory. Pfedpokladejme, ze mame trivalentni mapu, ktera mé jiz obarveny vse-
chny oblasti pomoci ¢tyf barev, kromé jedné, ktera jesté obarvena neni, a ze
neobarvena oblast sousedi se ¢tyfmi oblastmi A,B,C a D, které jsou postupné
obarveny barvami zelenou, zlutou, ¢ervenou a modrou (viz. obr 3.2).
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| |

I
: A o C !
| green ’ red !
: |
| I
| I
| D :
| blue !

Obr. 3.2: Kempe chains

Ukazeme, ze v takovém pripadé muzeme obarveni zménit tak, aby ctyfi
barvy stacily. Soustifedme pozornost na oblasti A a C, které jsou obarveny
zelené a cervené. Mohou nastat dva pripady: bud existuje Fetézec A—C, ve
kterém se pravidelné stfidaji oblasti obarvené zelenou a ¢ervenou barvou, nebo
takovy fetézec neexistuje. Ve druhém pripadé mizeme zaménit barvy cervenou
a zelenou v téch cerveno—zelenych oblastech, které jsou spojeny s A, aniz by se
zménila barva oblasti C. Po této zaméné jsou obé oblasti A 1 C obarveny cervené
a na oblast doposud neobarvenou muzeme pouzit barvu zelenou. Protoze mame
mapu nakreslenou v roviné nebo na kulové plose, tak v pfipadé, ze existuje
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zeleno—Cerveny tetézec spojujici oblasti A a C, neexistuje zluto—modry retézec
spojujici oblasti B a D. Pak ovsem muzeme pfedchézejici ivahu provést pro
oblasti B a D.

Kempe ve své praci upozornil na to, ze pro mapy na jinych plochach ¢tyii
barvy nemusi stacit. Uvedl pfipad anuloidu, kde je nékdy potieba barev Sest.
Timto problémem se vSak nezabyval. Kempe dale uvedl, ze do kazdé oblasti
mizeme umistit bod a ten spojit s body téch oblasti, které sousedi s uvedenou
oblast{. Dostaneme rovinny graf' a nage filoha je pievedena na barveni uzli
tohoto grafu.

Po Kempeho praci nasledovaly prace, které potvrzovaly jeji vysledek a sna-
zily se jej modifikovat. Kritce se na tomto misté mizeme zminit o prici [74],
jejimz autorem je P. G. Tait. Prace souvisi s rozklady pravidelnych grafa a Tait
zde spravné formuloval ekvivalentni podobu problému ¢tyf barev. Ukazal (e-
Ceno dnesni grafovou terminologif), ze barven{ trivalentni mapy pomoci ¢ty
barev je ekvivalentni k pfifazeni tii barev hranam rovinného pravidelného gra-
fu tfetiho stupné tak, aby se v kazdém uzlu stykaly hrany rtznych barev. Tato
Taitova Givaha je spravné, ovsem jeho dalsi tvrzeni o tom, Ze tento problém
se snadno vyfesi indukci, vyvolava ismév. Tento problém je stejné slozity jako
ptvodni.

Jako zajimavost si na tomto misté mazeme uvést piiklady toho, ze Kempeho
dikaz byl pfijiman jako fakt. Vyteseni problému inspirovalo Charlese Lutwidga
Dodgsona? (1832-1898) k vytvofeni hry, pti které jeden z hract kresli mapu
a druhy ji barvi za pomoci ¢tyt barev. V roce 1886 vypsal feditel jedné anglické
chlapecké skoly soutéz pro své zaky v tom, kdo podé lepsi dikaz problému ¢tyt
barev. Pozadovany diikaz nemél mit rozsah vétsi nez jednu stranu textu a jednu
stranu obrazové piilohy.

3.1.2 Prace P. J. Heawooda a L. W. J. Hefftera

Na chybu, které se Kempe ve svych tivahach dopustil, upozornil jako prvni v ro-
ce 1890 Percy John Heawood (1861-1955). V praci Map—colour theorem [93]
ukézal, ze Kempeho metoda fetézcu selhdvé v pripadé, kdy jedinou neobar-
venou oblast trivalentni mapy obklopuje pét oblasti, na které jiz byly pouzity
vsechny ¢tyfi barvy. Vysledek jeho prace na zasedani London Mathematical So-
ciety oznamil samotny Kempe, ktery pfiznal svou chybu a uvedl, ze ji nedokaze
napravit. Jestlize Kempeho dukaz vyvolal nadseni, pak Heawoodova prace zu-
stavala dlouhou dobu bez odezvy. Kdyz v roce 1896 objevil chybu v Kempeho
dikazu Charles de la Vallée Poussin (1866-1962), ukazalo se, ze 0 Heawoodové
préaci vibec nevédél [115].

Heawoodova prace je vyznamna z nékolika duvodt. Autor v ni dokéazal, ze
k obarveni libovolné mapy v roviné nebo na kulové plose staci pét barev. Dlou-

zacal systematicky zkoumat barveni map na riznych plochéch. Doplnime-li ku-

1Kempe pouzil ve své praci oznadéeni linkage.
2Nematematické vefejnosti je zndm jako Lewis Carroll, autor knih Alenka v #isi divi
a Alenka za zrcadlem.
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lovou plochu p uchy, dostaneme jednoduchy model orientované plochy rodu p,
kterou budeme oznacovat S,. Kulovou plochu tedy oznac¢ime Sy a anuloid S;.
Pro danou mapu M na plose S, symbolem x(M) oznac¢ime chromatické éis-
lo mapy M. Timto pojmem rozumime nejmensi pocet barev, které jsou tfeba
k obarveni mapy M. Heawood ukézal, ze horni hranice tohoto ¢islo zavisi pouze
na plose Sp.

Kromé tohoto pojmu zavedl Heawood jesté pojem chromatické &islo plo-
chy:

Jestlize Sy je plocha, na které je libovolnd mapa obarvitelnd n barvams, ale
extstugi mapy, které se nedaji obarvit n — 1 barvami, vekneme, Ze plocha S, md
chromatické cislo n (zapiseme x(Sp) = n).

Heawood ukazal piiklad mapy na anuloidu, k jejimuz obarveni je zapotiebi
sedm barev. Potom dokézal, ze téchto sedm barev staci k obarveni libovolné
mapy na anuloidu (tedy x(S1) = 7). Heawood odvodil nésledujici nerovnost
pro chromatické éislo x(S,) orientované plochy rodu p > 1

(3.) W) < [,

Heawood se domnival, ze dokézal rovnost

(32) () = [P

Jak véak v roce 1891 ukézal Lothar Wilhelm Julius Heffter (1862-1962)
v praci Uber das Problem der Nachbargebiete [96], byla dokazana jen nerov-
nost (3.1). Heffter si uvédomil, ze pro kazdou plochu musime najit mapu, ktera

7+/1F48p
2

potfebuje k obarveni { J barev. Heawoodovi se to podafilo pouze pro

anuloid. Heffter tento problém fesil tak, Ze se rozhodl konstruovat mapy, na
kterych kazda oblast sousedi s kazdou. Takovou mapu nazval systém souse-
dicich oblasti.

Tato myslenka nebyla nova. Jiz v roce 1840 tesil stejny problém August
Ferdinand Mobius (1790-1868). Jeho pritel z univerzity v Lipsku, profesor fi-
lologie B. Weiske, mu polozil otazku, zda je mozné, aby umirajici kral rozdélil
své kralovstvi na pét ¢asti mezi své syny tak, aby kazda ¢ast sousedila se vemi
ostatnimi. Vyloucen byl piipad, kdy dvé oblasti maji jen spoleény bod. Slo
tedy o sestrojeni systému péti sousedicich oblasti v roviné. Snadno se ukaze, ze
takovy systém neexistuje. Heffter se o tomto problému dozvédél z prace Heinri-
cha Richarda Baltzera (1818-1887) [86]. Dlouhou dobu se tradovalo, ze Mdbius
byl prvni, kdo formuloval problém ¢tyf barev. Jiz Felix Klein (1849-1925) si
povsiml jisté podobnosti Mobiova problému s problémem c¢tyf barev. Pokud
bychom mohli sestrojit systém péti sousedicich oblasti, pak potfebujeme k je-
jich obarveni pét barev. Pokud ovsem takovy systém neexistuje, nedokazuje to,
7e ¢tyfl barvy staci.
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Heffter uvazoval dualni formulaci problému sousedicich oblasti. Zde byl in-
spirovan Kempem. Hledal systém bodu na plose S,, které jsou spojeny kazdy
s kazdym tak, aby se spojujici hrany neprotinaly. Tento systém nazval systém
sousedicich bodu; v grafové terminologii dnes hovofime o tplnych grafech,
které se daji zobrazit na plose S, tak, aby jedinymi spole¢nymi body hran byly
uzly grafu. V pozdéjsi literature byl nékdy tento problém oznacovan jako pro-
blém niti (ndzev pochézi od Davida Hilberta (1862-1943) a S. Cohn-Vossena)
Jde pouze o to, ze misto hran uvazujeme nité.

Heffteruv postup spocival v tom, ze pro pevny pocet sousedicich bodu hledal
nejmensi rod plochy, na které jde tento systém sestrojit. Oznacime-li toto ¢islo
Pn, pak lze ukazat, ze pro n > 3 plati vztah

(3.3) po 2 o) = | B0

12

Symbolem [#] je zde oznacena hornf celd ¢ast ¢isla .

Heffter dokazal vztah (3.3) pro vSechna n < 12 a pro velmi specidlni po-
sloupnost n = 19,31,55,67,139,175,199,.... Jedné se o ¢isla tvaru n = 12s+7
takova, ze ¢islo ¢ = 4s + 3 je prvocislem a fad prvku 2 v multiplikativni grupé
celych ¢cisel mod ¢ je roven ¢ — 1 nebo (¢ — 1)/2.

V roce 1952 Gerhard Ringel dokazal vztah 3.3 pro n = 13 a v roce 1954 pro
viechna n = 5 (mod 12). V roce 1961 pro n = 3,7,10 (mod 12). Pro n = 4
(mod 12) vztah dokdzal v roce 1963 W. Gustin. V roce 1963 C. M. Terry,
L. R. Welch a J. W. T. Youngs vyfesili pifipad n = 0 (mod 12). V letech
1963 az 1965 W. Gustin a J. W. T. Youngs dokdazali vztah (3.3) pro n = 1,9
(mod 12). J. W. T. Youngs v roce 1966 vyftesil pfipad n = 6 (mod 12). Na
podzim roku 1967 G. Ringel a J. W. T. Youngs spojili své sily na univerzité
v Santa Cruz a dokéazali zbyvajici pfipady pro n = 2,8,11 (mod 12).

Prehled téchto vysledkli nalezneme v knize [365], ve které je problém niti
podrobné rozebran.

V nésledujici tabulce jsou uvedena chromaticka ¢isla x(S,) pro nékolik prv-
nich hodnot p. Pro p = 0 byl vztah 3.2 dokéazan az v roce 1976, vyfesenim
problému ¢ty barev.

p (01234 |5 |6 |7 |89 |1011]|12]13
x(Sp) |4 | 7|89 10|11 12|12 |13 |13 |14 | 15| 15| 16

Kromé dvoustrannych ploch zacaly matematiky zajimat 1 plochy jedno-
stranné. Také na nich je mozno konstruovat mapy a ty obarvovat raznymi
barvami. Ozna¢me M, M&bitv list rodu ¢. V roce 1910 Heinrich Franz Fried-
rich Tietze (1880-1964)3 v préaci [152] ukazal, ze chromatické &islo Mébiova
listu M; je 6. Pokusil se 1 o nalezeni chromatického ¢isla plochy Ms, ale to se
mu nepodafilo. V roce 1934 dokézal Philip Franklin (1898-1965) v préci [260],
ze plati x(Msz) = 6.

3Heinrich Tietze ptisobil v letech 1910-1919 na némecké technice v Brné. Otazkou barveni
jednostrannych ploch se oviem zabyval jesté ve Vidni.
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V roce 1954 odvodil G. Ringel v praci [422] obecny vztah

7+ I+ 24q
2

(5.4) o) = | | proa s

Vztah (3.4) byl pro nékteré specidlni hodnoty dokazan jiz difve, jak ukazuje
nasledujici tabulka:

g=1 Tietze H. 1910
qg=2 Franklin P. 1934
g=3,46 Kagnol. N. 1935
g=>5 Coxeter H. S. M. 1943
qg="17 Bose R. C. 1939

Obtizny Ringeltv dikaz vztahu (3.4) zjednodusil v roce 1967 J. W. T. Youn-
gs, ktery uzil pfi dikazu toku v grafech.

3.1.3 Prace americkych matematiku

Jak jsme jiz uvedli, prvni alternativni formu problému ¢ty barev ukazal jiz
P. G. Tait. Se druhou prisel v roce 1898 Heawood. Jeho prace On the four—
colour map theorem [125] zacin4 zjisténim, ze pokud je pocet hran kazdé oblasti
trivalentni mapy délitelny 3, pak tuto mapu mizeme obarvit pomoci ¢tyt ba-
rev. Tento vysledek Heawood zobecnil nasledujicim zptsobem:

Predpoklddeyme, Ze kazdému uzlu trivalentni mapy miazZeme pfiradit hodnoty
+1, —1 takovym zptsobem, Ze soucet ohodnoceni uzld kaZdé oblasti je délitelny)
tremi, pak je mapa obarvitelnd étyrma barvama.

Toto tvrzeni plati 1 obracené. Dukaz pfitom vychézi z Taitovy ekvivalence
problému. Heawood formuloval problém déle takto:

Oznacéme uzly trivalentni mapy vi,ve, - - -, vy, pak mdme systém kongruenci,
které odpovidaji jednotlivgm oblastem mapy, tvaru

zit+xj+--+ax, =0 (mod3),

kde kazdd nezndmd nabyvd hodnot +1 nebo —1. x; je obsaZeno v kongruen-
ct prdvé tehdy, kdyz v; leZi na hranici odpovidajici oblasti. ProtoZe mapa je
trivalentnt, je kazZdd nezndmd obsaZena prdvé ve trech kongruencich. Problém
ctyr barev je tedy ekvivalentni problému, zda pro kaZdou trivalentni mapu md
odpovidajici systém kongruenct fesent.

Heawood vénoval témto kongruencim hodné ¢asu a energie. Publikoval né-
kolik ¢lanku zabyvajicich se touto otazkou az do roku 1950, kdy mu bylo jiz
témér 90 let.

Po roce 1912, kdy publikoval svou prvni praci o problému ¢tyt barev O. Ve-
blen [156], nastalo ve Spojenych statech obdobi zvyseného zajmu o problém
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Ctyt barev. Jiz dfive se zde problémem zabyvali C. S. Peirce, W. E. Story (re-
digoval ¢lanek, ve kterém Kempe podal svij ,dtikaz“) a J. J. Sylvester. Dvé
prace o tomto problému publikoval také Paul Wernicke [122, 144]. Vebleniv z4-
jem o topologii a jeho znalost novych algebraickych metod, které objevil Jules
Henri Poincaré (1854-1912), jej pFivedly k Feseni problému, ktery odol4val sna-
zen{ mnoha matematiku jiz vice nez 50 let. Jeho prace z roku 1912 se zabyvala
otazkami finitni geometrie a matic incidence nad konecnym télesem. V zavéru
Veblen ukézal jisté zobecnéni systému Heawoodovych kongruenci.

V téze dobé byl Veblenovym kolegou na Princeton University Georg David
Birkhoff (1884-1944). Jeho prace A determinant formula for the number of
ways of coloring a map [155] vysla ve stejném roéniku Annals of Mathematics
jako Veblenova prace [156]. Birkhofl' pfinesl do problému nové myslenky. Pro
dané prirozené ¢islo A a danou mapu M zavedl éfslo P(A), které oznacuje pocet
zpusobu, kterymi mtzeme mapu M obarvit, je-li k dispozici A barev. Birkhoff
ukézal, ze funkce P(A) je vzdy polynom v A. Pomérné komplikované odvodil
vztah pro vypocet koeficienti téchto polynomi. Necht mapa M obsahuje n
oblasti. Symbolem (¢, k) oznacme pocet zpusobi, jak je mozno vytvofit z ma-
py M mapu o i oblastech pomoci k splynuti dvou oblasti tak, ze odstranime
vsechny jejich spolecné hranice. Birkhoft ukazal, ze plati

P(\) = Z/\ Z_:(_M(i,k).

Birkhoffova druhé prace o barveni map nesla nazev The reducibility of maps
[157]. V této préci autor revidoval dosavadni vysledky mnoha autort a zformo-
val systematickou metodu dalsiho zkoumani, ktera pak ovlivnila vyvoj v dalsich
desetiletich a vedla nakonec k vyfeseni problému ¢tyt barev. Zakladni myslenka
spociva v tom, ze pokud existuji mapy, které vyzaduji k obarveni pét barev,
pak mezi nimi existuji mapy, které maji nejmensi pocet oblasti. Takové mapy
nazveme ireducibilni. Jde o to, hledat stéile dalsi a dalsi omezujici podminky
pro takové mapy, az ireducibilni mapu sestrojime, nebo dokazeme, Ze neexis-
tuje. Prvni vysledky v tomto sméru prinesl P. Wernicke jiz v roce 1904 v praci
[144], kdyZz ukdzal, Ze ireducibilni mapa musi obsahovat bud dva sousedici pé-
tithelniky, nebo pétithelnik sousedici s Sestitthelnikem.

Birkhoff nejprve ukazal, ze ireducibilni mapa musi byt trivalentni a nemuze
obsahovat oblast ohranicenou méné nez péti hranami. Déle aplikoval meto-
du Kempeho tetézct na ,prstenec oblasti R, ktery obepina mapu M; a je
obklopen mapou M. Ukézal, ze ireducibilni mapa nemuze obsahovat prstenec
tvofeny ¢tyrmi nebo péti oblastmi. Kromé toho odvodil jesté celou fadu dalsich
vlastnosti ireducibilni mapy.

V roce 1922 P. Franklin v préici [173] ukdzal, ze hypotéza ¢ty barev plati
pro vSechny mapy, které maji nejvyse 25 oblasti. Podobné jako Birkhoff ukazal,
které konfigurace oblasti nemohou v ireducibilni mapé nastat. Podobnou cestou
se vydali 1 dalsi matematici. Jejich vysledky ukazuje nasledujici tabulka:
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1922 P. Franklin 25
1926-27 N. Reynolds 27
1938 P. Franklin 31
1940 C. E. Winn 35
1970 O. Ore, J. Stemple 39
1970 A. Donéc, W. Stromquist 44
do 1974 J. Mayer 51,71,95

Problémem se zabyvali 1 nematematici, o cemz svédéi vysledky J. Mayera,
ktery ptisobil jako profesor francouzské literatury na univerzité v Montpellier.
Jeho posledni vysledek prisel v dobé, kdy se blizil okamzik vyfeseni problému
CtyT barev.

Na konci 20. let se Birkhoff vratil k problému ¢tyf barev a pod jeho vedenim
na ném zacal pracovat i Hassler Whitney (1907-1989). Jejich prace vyznamné
ovlivnily rozvoj teorie graft. Birkhoff v praci [221] dokézal, ze pro vSechny
mapy s n > 3 oblastmi plati

PA) 2 AA =)A= 2)(A=3)" 77,

kde A je libovolné pfirozené ¢islo rizné od 4. Kdyby tento vztah platil 1 pro
A =4, byl by dokédzan problém c¢tyf barev.

Whitney ve svych pracich nemluvil o problému barveni map, ale prevedl
Jjej do teci teorie grafi. Kromé Kempeho zminky se touto problematikou do
roku 1930 v podstaté nikdo nezabyval. Whitney uzil oznac¢eni M (A) pro pocet
zpusobu obarveni daného grafu, je-li k dispozici A barev. V pfipadé ze jde
o graf, ktery odpovid4 mapé, je funkce M (A) polynom proménné A, ktery dnes
nazyvame chromaticky polynom grafu. Pomoci principu exkluze a inkluze
odvodil Whitney v préci [248] vatah pro koeficienty tohoto polynomu. Whitney
problému ¢ty barev vénoval i dalsi prace. Uvedme zde napfiklad praci [231], ve
které ukazal, ze dudlni graf k rovinné trivalentni mapé musi byt hamiltonovsky.

V roce 1934 se Birkhoff v praci [259] vénoval ohranicen{ kofenii chroma-
tickych polynomit. Doufal pfitom, ze timto zptasobem by bylo mozno problém
CtyT barev vyftesit.

3.1.4 Vyreseni problému

V této casti si ve strucnosti naznacime, jakym zpusobem byl problém ¢tyf ba-
rev v roce 1976 vyfesen. K tomu potfebujeme zavést nékolik pojmi. Souvisly
rovinny graf nazyvame konfiguraci, jestlize jsou véechny jeho vnitin{ oblasti
trojiihelnikové. Konfiguraci nazyvame triangulaci, jestlize je i jejf vnéjsi oblast
trojihelnikova. Prikladem triangulace je tedy graf na obrazku 3.2. Triangulaci
nazveme jednoduchou, pokud nemé dvojtihelniky, uzly stupné < 4 a trojtihel-
niky, které netvori hranici zadné oblasti. Z Eulerova vzorce pro rovinné grafy
snadno odvodime, ze kazda jednoduché triangulace ma alespon 12 uzlt patého
stupné.

Jak jiz vime, pro feseni problému ctyf barev ma smysl uvazovat jen tri-
valentni mapy. Tém odpovida rovinny graf, ktery je konfiguraci. Ukéze se, ze
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pro ditkaz hypotézy ¢tyt barev staci zkoumat jen jednoduché triangulace. Ire-
ducibilni mapé v nasem novém oznaceni odpovida ireducibilni jednoducha tri-
angulace, tedy jednoduché triangulace, jejiz uzly neni mozno obarvit pomoci
ctyt barev a ze vsech jednoduchych triangulaci s touto vlastnosti ma nejmensi
pocet uzlu. Hypotéza ¢ty barev je pak pravdiva, jestlize neexistuje ireducibilni
jednoducha triangulace.

Pokud v triangulaci zvolime néjaky n-thelnik a vynechame vsechny jeji
uzly a hrany lezici vné tohoto n-tihelnika (ponechdme pouze uzly lezici na n-
tihelniku), vznikne konfigurace. Cislo n nazveme fadem této konfigurace.

Dilezitou roli maji konfigurace, které nejsou izomorfni s zadnym podgrafem
ireducibilniho grafu. Ty nazveme reducibilni konfigurace. Vime, ze tyto kon-
figurace hledali jiz Birkhoff, Wernicke a Franklin. Jejich pocet neustale rostl
a ukazovalo se, ze je tfeba néjaky systém jejich klasifikace. Nejpfirozenéjsim
zpusobem se ukdazalo jejich roztfidéni podle fadu. Ziejmé kazda konfigurace,
ktera obsahuje jako podgraf reducibilni konfiguraci, je reducibilni, proto se uka-
zuje vyhodné zkoumat pouze tzv. minimalni reducibilni konfigurace (které uz
nemayji jako podgraf reducibilni konfiguraci). Usilim mnoha matematikti se po-
datilo do poloviny 70. let najit vSechny reducibilni konfigurace fadu mensiho
nez 12.

Pro dalsi tivahy musime definovat jesté jeden novy pojem. Méjme dvé mno-
ziny grafi My a Ms, fekneme, ze mnozina M; je nevyhnutelnd (unavoidable)
vzhledem k mnoziné Ms, kdyz kazdy graf z My ma alespon jeden podgraf
izomorfni s nékterym grafem z M;. Budeme zkoumat mnoziny nevyhnutelné
vzhledem k mnoziné vsech ireducibilnich jednoduchych triangulaci, které bude-
me struéné nazyvat nevyhnutelné mnoziny. Hypotéza ¢tyt barev je pak spravna,
kdyz existuje nevyhnutelnd mnozina reducibilnich konfiguraci.

Jakym zpusobem rozhodneme, ze dana konfigurace je reducibilni? Metody
dikazu reducibility jsou zaloZeny na metodé Kempeho fetézct a na nahrazeni
konfigurace konfiguraci s mensim poc¢tem uzli (tzv. reducérem). Existuje celd
fada redukci, které uzivaji ruznych reducéru.

Kenneth Appel a Wolfgang Haken pouzili pii feseni problému c¢tyt barev
v pracich [423, 424, 425] terminologii z teorie elektrickych siti. Kazdému uzlu
ireducibilni jednoduché triangulace ptifadili realné ¢islo, tzv. naboj uzlu, tak,
aby jen uzly stupné b mély kladny ndboj a aby 1 celkovy soucet vsech nébo-
ju uzld byl kladny. Pak uskutecnili vybijeni, pii kterém se presouvaly ndboje
z vrcholu stupné b na uzly vyssich stupni tak, aby se neménil celkovy sou-
cet ndboju. Vétsinou neni tézké zjistit vSechny moznosti pro okoli uzlua, které
po vybijeni ziustanou s kladnym nabojem, a sestavit katalog téchto konfigura-
ci s kladnym nabojem nékterého uzlu. Vybijeni je mozno definovat takovym
zpusobem, aby kazda z téchto konfiguraci byla reducibilni. Ty vsak nemohou
v ireducibilni triangulaci existovat, a proto by mélo dojit k vybiti. To vsak neni
mozné, nebot soucet nadboju je konstantni. Tento spor by dokazoval, Ze nemize
existovat ireducibilni jednoduché triangulace, a tedy hypotéza o ¢tyrech bar-
véch je spravna.

Jde vlastné stale o sestrojeni nevyhnutelné mnoziny reducibilnich konfigura-
ci. S touto myslenkou pfisel jiz H. Heesch v roce 1969, kterému se tuto mnozinu
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nepodarilo najit. Appel s Hakenem sestrojili nevyhnutelnou mnozinu reduci-
bilnich konfiguraci, kterd méla nejprve 1936 prvka. Postupné se jim podafilo
tento pocet snizit a# na 1405. Dalsi podstatné snizeni jiz neocekévali.* Pro
provérovani reducibility konfiguraci si stanovili zdsadu, ze vsechny konfigurace
z nevyhnutelné mnoziny musi mit fad mensi nez 14. Pf1 kontrole konfigura-
cf s FAdem mensim nez 10 vychézeli z jiz difve sestavenych tabulek (pozdéji
byly publikované v préci [426]). Reducibilitu ostatnich konfiguraci provéfovali
na pocitacich IBM. Prislusné programy vytvorili ve spolupraci s J. Kochem.
Vypocty spotiebovaly asi 1200 hodin strojového ¢asu. Pfiprava metod, pro-
gramu a samotna prace s pocitacem trvaly ¢tyti roky. Trvalo az do roku 1978
nez byla prekonana nedavéra v poc¢itacem provedeny dikaz. V paméti byl jesté
rok 1971, kdy dukaz zalozeny na praci poc¢itacu oznamil Y. Shimamoto. Chybu
v programu tehdy nalezl William T. Tutte, ktery dukaz Appela a Hakena pfijal
s duvérou.

Na zavér pripomenme vyznam tohoto problému pro matematiku. Privedl
k teorii grafi celou fadu vyznamnych matematiki (Birkhoff, Veblen, Whitney)
a pii jeho FeSeni byla zavedena celd fada novych grafovych pojmu (rovinny
graf, dudlni graf, chromaticky polynom ap.). Problém ¢tyf barev se nakonec
stal prvni velkou vétou, dokdzanou pomoci pocitace, bez moznosti piimého
ovéfeni jinymi matematiky.

3.1.5 Barveni uzlu grafu

Jak jsme jiz nékolikrat zduraznili, otazky barveni map lze snadno prevést na
barveni uzlt grafu. Pfipomenme, ze s touto myslenkou pfisel jiz A. B. Kempe
v roce 1879. V pfipadé mapy v roviné nebo na kulové plose dostavame vidy
rovinny graf, ale problém je mozno zobecnit 1 na grafy, které rovinné nejsou.

Podafi-li se nam obarvit uzly grafu G pomoci & barev tak, ze zadna hrana
grafu G neni incidentni se dvéma stejné obarvenymi uzly, pak tekneme, ze
graf G je uzlové k-chromaticky. Nejmensi pocet barev, které potiebujeme
k takovému obarveni uzli grafu, nazveme uzlové chromatické ¢éislo a znacime
je obvykle x(G). Vzhledem k tomu, 7Ze budeme mluvit pouze o barveni uzld
grafu, vynechdme privlastek uzlové a budeme mluvit pouze o chromatickém
cisle x(G).

Je zieymé, ze chromatické ¢islo Gplného grafu K, je n, chromatické cislo
libovolného stromu (s vice nez jednim uzlem) je 2. Kruznice maji chromatické
c¢islo 2, resp. 3, podle toho, zda jejich délka je sudé, resp. liché ¢islo. D. Konig
ve své knize ukdzal, ze x(G) = 2 pravé tehdy, kdyz G neobsahuje kruznici liché
délky a je tedy bipartitni (str. 170).

Podobnou charakteristiku grafi s x(G) > 3 nezndme. Je-li G graf s n uzly,
pak jeho chromatické ¢islo samoztejmé neprevysi n. Obsahuje-li GG jako podgraf
néjaky tplny podgraf K,,, pak musi byt x(G) > m.

4V roce 1995 ameriéti matematici Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour a
matematik ¢eského ptiivodu Robin Thomas vyrazné snizili pocet nevyhnutelnychreducibilnich
konfiguracii pocet vybijecich procedur. Své vysledky publikovali prostifednictvim pocitacové
sité Internet (viz. ftp://ftp.math.gatech.edu/pub/users/thomas/fcdir/npfc.ps).
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R. L. Brooks v roce 1941 odvodil v praci [427] nasledujici vétu:

Necht graf G md maximdlni uzlovy stupen ¢; pak x(G) < ¢ aZ na tyto dvé
vygimky:
1) graf G md dplny graf K,41 jako jednu ze svgeh komponent,
2) ¢ = 2 a graf G obsahuje kruznici liché délky jako jednu ze svjch komponent.

Vyznamnym podnétem ke studiu barevnosti grafu se stala Hadwigerova hy-
potéza z roku 1943. Hugo Hadwiger (1908-1981) definoval v praci [428] jedno-
duchou operaci elementarni kontrakce. Tuto operaci zavedl timto zptsobem:

V grafu G odstranme dva sousedni uzly u,v a nahradme je novgm uzlem w
tak, Ze w je incidentni se vsemi uzly, se ktergmi byly incidentni uzly u,v.

Hadwigerova hypotéza rika:

Kazdy souvisly graf G, ktery md chromatické ¢islo rovno q, muZeme opako-
vdnim elementdrnich kontrakci transformovat na dplny graf K.

Platnost hypotézy pro ¢ < 4 dokézal G. A. Dirac v préci [429]. Pozdéji se
v praci [430] zabyval pFipadem ¢ = 5 a ukézal, ze pokud Hadwigerova hypotéza
plati pro ¢ = 5, pak plati 1 hypotéza o ctyfech barvach. Ekvivalenci téchto
hypotéz dokdzal Klaus Wagner v préci [431]. Po vyFeseni problému ¢tyf barev
v roce 1976 tedy vime, ze Hadwigerova hypotéza plati pro ¢ < 5. Pro obecné ¢
je oviem znamo velmi mélo.

V roce 1958 dokézal H. C. Grotzsch v praci [432], ze kazdy rovinny graf bez
trojahelnikt lze obarvit tfemi barvami. Silnéjsi tvrzeni pak odvodil B. Griin-
baum v [433], kdyz ukézal, ze kazdy rovinny graf s méné nez ¢tyimi trojahelniky
Jje 3-chromaticky.

Pfi zkoumani barevnosti grafa hraji velky vyznam grafy, které maji tu vlast-
nost, ze jejich chromatické ¢islo se snizi po odstranéni libovolného uzlu tohoto
grafu. Takové grafy nazval G. A. Dirac v préci [429] kritické grafy. Jestlize G
je kriticky graf a x(G) = k, pak G nazveme k-kriticky graf. Je ziejmé, ze 1-
kritickym grafem je K;. Jedinym 2-kritickym grafem je Ky a vSechny 3-kritické
grafy jsou kruznice liché délky. Struktura 4-kritickych grafa je jiz znacné slo-
zita. Snadno se ukaze, ze kazdy kriticky graf G je souvisly, stupen libovolného
uzlu je neyméné k — 1. Takovy graf GG neobsahuje artikulaci ani nemuze byt
porusena jeho souvislost odstranénim mnoziny uzla, které tvori Gplny podgraf
grafu G (viz. napft. [393]).

G. A. Dirac se zcastnil v roce 1963 mezinarodni konference ve Smolenicich
a ve sbornfku této konference nalezneme jeho prispévek shrnujici zejména jeho
vysledky studia kritickych grafti [364, str. 21-27]. Na stejné téma vystoupil
na této konferenci 1 T. Gallai a podobnym problémem barveni hran grafu se
vénoval H. Izbicki.

Problémy barveni uzli grafu se ve svych pracich zabyval i Karel Culik.
V préaci On chromatic decompositions and chromatic numbers of graphs [328]
v roce 1959 definoval pojem V-graf:
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Graf G = (V, E) nazveme V -grafem, jestlize plati
g€V ety date ley) € B bud{e 2} €, nebo {y, 2} € .

Culik ukéazal, ze V-grafy maji jednoduchou strukturu (Véty 3 a 4, str. 182-183)
a dokézal nésledujici dilezitou vlastnost téchto grafi (Véta b, str. 183):

Necht G je V-graf s chromatickym cislem x(G). Priddme-li ke grafu G li-
bovolnou hranu, dostaneme graf G', ktery md chromatické cislo x(G') > x(G).

V zéavéru své prace Culik odvodil nutnou a postacujici podminku, aby graf
G mél zvolené chromatické ¢islo a vyslovil ekvivalentni formulaci problému ¢tyt

barev (Véta 8, str. 184):

Hypotéza ctyr barev je pravdivd prdvé tehdy, kdyZ z kaZdého konecného ro-
vinného grafu muzeme priddanim jisté hrany vytvorit V -graf, ktery neobsahuje
jako podgraf graf Ks.

V praci K jedné extremdlni dloze o chromatickych éislech konecnych grafu
[336] zodpovédél Culik v roce 1960 dvé spolu souvisejici otazky. Polozme

o= (o= 1) 3] 4(15),

pak plati (Véta 2, str. 16):

1) Nejmensi pocet hran, které musime pridat ke k-chromatickému grafu
G = (V, E), abychom dostali n-chromaticky graf G' = (V', E'), kde n je dané
prirozené cislo spliugici nerovnosti k < n < (lgl), Jje roven m(n, k).

2) Priddme-li ke k-chromatickému grafu G = (V, E) m hran, kde m spliiuje
nerovnost |E|+m < (l‘gl), pak vznikne graf, jehoZ chromatické ¢islo je nejvyse
rovno n(m, k).

3.2 Rovinné grafy

Vyznamnou ¢ast teorie grafi predstavuje studium vlastnosti rovinnych grafa.
Rovinny graf je graf, ktery mizeme zndzornit v roviné takovym zptisobem, ze
uzlim odpovidaji body roviny a hranam oblouky (lomené éary) takové, ze zadné
dva nemaji spole¢ny vnitini bod. Jednim z impulst vzniku tohoto pojmu byl
bezesporu problém c¢tyt barev. Graf, ktery pfifadime mapé znazornéné v roviné
nebo na kulové plose tak, ze jednomu libovolnému vnitinimu bodu kazdé oblasti
mapy odpovida uzel grafu a dva uzly jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz
odpovidajici si oblasti spolu sousedi, je rovinny.

Definujme nyni pojem puleni hrany. Zvolme v grafu G = (V, E) néjakou
hranu zy. Definujeme novy graf Gy = (Vo, Eg) takto: Zvolime novy uzel z
nepatfici do V' a polozime Vo = V' U{z}. Mnozinu Ey dostaneme, odstranime-
li z mnoziny £ hranu 2y a pfiddme-li misto nf hrany zz a zy. Rekneme, 7e graf
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Gy vznikl z G pilenim hrany xy. Déle fekneme, ze graf G; je homeomorfni
s grafem G, je-li bud G4 izomorfni s G5, nebo je-li mozno konecnym poctem
puleni hran dosdhnout v téchto grafech toho, ze vzniklé grafy jsou izomorfni.

Pfi studiu rovinnosti grafi sehral pojem homeomorfismu grafi dilezitou
tlohu. V roce 1930 polsky matematik Kazimierz Kuratowski (1896-1980) do-
kézal v praci [223] nésledujici vétu:

Graf je rovinny prdavé tehdy, neobsahuge-li Zadny podgraf homeomorfni s gra-
fem Ky ani Zddny podgraf homeomorfni s grafem Kz 3.

Obr. 3.3: Grafy K5 a K33

Uplny graf K5 a aplny bipartitni graf K3 3 vidime na obr. 3.3. Snadno se
dokaze uzitim Eulerova vztahu

VI+I[Fl=E]+2

pro pocet uzlt |V, pocet hran |E| a pocet oblasti |F| libovolného rovinného
grafu, ze tyto dva grafy nejsou rovinné. Samotny dikaz Kuratowského véty
ovsem je znacné slozity. Novéjsi dukaz Kuratowského véty, ktery pochézi od
G. A. Diraca a S. Schustera z roku 1954 nalezneme v Hararyho ucebnici [359,
str. 133-137].

Kuratowski sviij vysledek oznamil jiz v cervnu roku 1929, ale jesté dii-
ve nez jeho prace vysla v casopise Fundamenta Mathematicae oznamili Orrin
Frink (1901-7) a P. A. Smith v Bulletin of the American Mathematical Society,
ze také vytesili problém rovinnych grafi. Vysledek, ktery ziskali nezéavisle na
Kuratowském, publikovdn nebyl. V rusky psané literatufe z teorie grafti (napf.
rusky preklad Hararyho knihy [359]) se setkdvame s Gdajem, ze kritérium rovin-
nosti grafi dokazal (ale nepublikoval) Lev Semjonovi¢ Pontrjagin (1908-1988)
ji# v roce 1927.5

Ve 30. letech se otdzkami rovinnosti grafu zabyval americky matematik
H. Whitney. Jeho zajem o tuto problematiku byl dan snahou vyfesit problém
Ctyt barev. V roce 1931 v praci Non—separable and planar graphs [233] defi-
noval poprvé kombinatorickou dualitu rovinnych grafi. Znazornime-li v roviné
néjakou mapu M, muzeme se na ni divat jako na rovinny graf GG. Vime, jakym
zplsobem lze této mapé priradit jiny rovinny graf G’. O grafu G’ fekneme,

50 tomto faktu v knize [367] zminku nenajdeme.
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ze je (geometricky) dudlni ke grafu . Whitney definoval dualitu grafi jingm
zpusobem (viz. napf. [359, str. 139-140]). Dokazal, ze pokud jsou grafy G a G’
geometricky duélni, pak jsou dudlni 1 v kombinatorickém smyslu. Whitney ve
svych pracech ukazal, ze graf GG je rovinny pravé tehdy, kdyz k nému existuje
dudlni graf /. V préaci [249] dokézal, ze grafy K5 a K33 nemaji dudlni grafy.
Kuratowského véta tedy muze poslouzit pii dikazu tvrzeni, ze graf, ke kterému
existuje dudln{ graf, musi byt rovinny. V praci [256] podal Whitney alternativn{
dikaz Kuratowského véty.

K. Wagner v praci [434] v roce 1937 a nezdvisle na ném v 60. letech F. Ha-
rary a W. T.Tutte v praci [435] ukézali ekvivalentn{ formulaci Kuratowského
véty pomoci pojmu elementarni kontrakce. Plati:

Graf G je rovinny prdve tehdy, kdyz neobsahuje podgrafy, které by bylo moz-
no opakovdnim elementdrnich kontrakci prevést na Ky nebo Ks 3.

W. T. Tutte v prici [436] vytvoril algoritmus, ktery umoziuje kreslenf grafu
v roviné bez priseciku hran tak dlouho, dokud je to mozné. Tutteho algoritmus
je jednim z prvnich algoritmu, které umoznuji rozhodnout zda zadany graf je
rovinny. Podrobnosti o dalsich starsich algoritmech pro stanoveni rovinnosti
grafti nalezneme nap¥. v Plesnikové knize [421].

Uplny graf Ky sehral jistou roli pfi snaze vyfesit problém étyF barev. Re-
prezentuje totiz pripad péti navzajem sousedicich oblasti, které v roviné nelze
sestrojit. Pfipomenme pouze, ze pravdépodobné jako prvni se otazkou existence
5 sousedicich oblasti zabyval A. F. M&bius.

Uplny bipartitni graf K3 3 je grafovym modelem znamé tlohy o ti¥ech do-
mech a tfech studnach, kterou nachizime opét v knihach s rekreacnimi mate-
matickymi problémy. V tloze pozadujeme spojit kazdy ze tii domu s kazdou ze
t¥i studni tak, aby se cesty neprotinaly. Uloha neni fesitelna, protoze graf K33
neni rovinny.

Tuto Glohu v roce 1923 zobecnil v praci [180] Alfred Errera (1886-1960),

kdyz dokéazal nasledujici vétu:

Jsou-li x1, 29, ... Zay; Y1, Y2, . .., Yay DOy roviny, pak z ajas mozZnych hran
T;y; lze sestrojit nejuyse 2a; + 2a2 — 4 hran tak, aby se Zddné dve hrany nepro-
tinaly ve vnitinim bodé.

Nejmensi pocet prusecikil, které dostaneme, sestrojime-li vSech ajas hran
za predpokladu, ze se zddné tii hrany neprotinaji v jednom vnitinim bodé,
se pokusil uréit v roce 1954 Kazimierz Zarankiewicz (1902-1959) v praci On
a problem of P. Turan concerning graphs [437]. Samotny problém pochézi od
Pala Turdna (1910-1976) a je znam jako problém cihelny.® Minimalni pocet
prisecikl nazyvame prasecikové &islo grafu a znacime o(G).

Zarankiewicz odvodil nasledujici vztahy pro stanoveni prusecikového c¢isla
tplného bipartitniho grafu K, , (Véta 1, str. 137):

a(Kop on) = (k2 — ]{7)(712 —n),

8 Historické poznéamky ke vzniku tohoto problému nalezneme v &lanku P. Erdése [438].
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a(Kok,ont1) = (k* — k)n?,
a(Kogy1 2nt1) = k2n?.

P1i dtikazu autor nejprve stanovil priisecikové ¢islo pro fplny graf K, 3.
Zarankiewicz ukdazal, ze pro libovolna ¢isla p, ¢ je mozno snadno zkonstruovat
graf s prisecikovym cislem o (K, ).

Podle Zarankiewicze stejny vysledek ziskal 1 Kazimierz Urbanik, ktery uka-
zal, ze vztah pro priisecikové ¢islo Giplného bipartitniho grafu K, ; je mozno
vyjadrit pomoci jediného vztahu

o= 1= B 2] 6-1- 2]) 3]

Brzy se vsak ukézalo, ze jeden z pomocnych Zarankiewiczovych dikazi ne-
byl spravny a tak uvedeny vzorec predstavuje pouze horni odhad prusecikového
cisla (viz. [361, str. 127]).

Otazky spojené s rovinnymi grafy se objevily 1 v prvnich pracech z teorie
grafi u nas. J. Sedlac¢ek v praci O jednom extrémnim rovinném grafu [306]
navézal v roce 1956 na Errerovu praci [180]. Ukdzal (Véta 4, str. 428), ze
maximalni pocet neprotinajicich se hran, které spojuji uzly

L, Yj, <l (1§Z Sala 1§j§a2a 1§l§03, 2§a1§a2§a3)a
pri ¢emz se piipoustéji jen hrany Z;y;, Tz, y; 21, je roven
min(3a; + 3az + 3az — 6;4a1 + 4as + 2a3 — 8).

Sedlacek pritom formuloval problém obecnéji pomoci pojmu mapa, ktery de-
finoval nasledujicim zptsobem:

Budiz ddno k prirozenych cisel ay,as, ... ag, pro kterd plati 2 < ay < as <
< ag; Zle a; = n. Je-li v roviné Ey zvoleno n ruznych bodu, sestroyme
rozklad této mnoZiny na k podmnoZin Ay, As,... Ay, kde a; je pocet prvkid
v mnozin€ A;. Ddle sestroyme rovinng graf, ktery md tyto vlastnosti:

1. Mnozinu jeho uzlu tvori zvolengch n bodd.

2. Je-li Ty jeho hrana, pak pro Zddné i neni soucasné x € A;, y € A;.

3. Graf je souvisly, nemd koncové hrany ani most.
Takovy graf nazveme mapou. Oznacme M mnoZinu vsech map, které jsou ur-
éeny Cisly a1, as, ... ,a,. Budiz x(M) pocet hran mapy M € M. Mapu o mini-

mdlnim (resp. mazimdlnim) poctu hran nazgvdme minimaln{ (resp. maximalni)
a oznacujeme Mpin (resp. Mumaz ).

Sedlacek nejprve dokdzal (Véta 1, str. 427):

X(Mpmin) = max(2ag, n).
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Erreruv vysledek vysledek pak v této terminologii predstavuje skutecnost,
ze pro k = 2 ma maximalni mapa 2a; 4+ 2a2 — 4 hran. Pro & = 3 Sedlacek
odvodil jiz zminény vztah:

X(Mmae) = min(3ay + 3az + 3as — 6;4a; + 4daz + 2a3 — 8).

Na pocatku 60. let se ¢lenové prazského grafového seminare zacali zabyvat
prusecikovym cislem Gplného grafu K,,. J. Blazek a M. Koman byl prvni,
kdo v tomto sméru dosahl zajimavych vysledku. Nékteré jejich vysledky byly
publikovény ve sborniku konference ve Smolenicich [439].

Autofi zde ukézali, ze horni odhad priisecikového ¢isla tiplného grafu K, je

a(Ky) <h, =2"%n-1)>*n-3? pro n=135,...,

a(Kp) < hy =27 %0(n — 2)%(n — 4) pro n=24.6,....

Diikaz tohoto tvrzeni byl proveden pomoci dvou konstrukei, které umoznuji
nakreslit grafy K,, s h, priseciky.

Pozdéjsi rozsahlou Komanovu préici [440] z roku 1969, kterd se zabyva-
la prisecikovymi éisly, citovali autofi ruského prekladu Hararyho knihy [359].
V 11. kapitole této knihy nalezneme mnoho vysledki tykajicich se rovinnych
graft, které byly ziskany v 50. a 60. letech.

Jednu zajimavou skutecnost o rovinnych grafech dokazal vsak jiz v roce 1936
K. Wagner. V praci [281] ukézal, Ze rovinny gral miizeme v roviné znézornit
bez pruseciki dokonce tak, ze vSechny hrany jsou tsecky. Wagnerovu vétu
nezavisle formuloval a dokdzal o 12 let pozdégji 1. Fary v praci [441]. V roce
1951 pak stejného vysledku dosdhl i S. K. Stein v préci [442]. Dnes vime, Ze
uvedené tvrzeni plati i pro grafy nekonecné.

Nékteré dalsi prace, které se objevily v 50. a 60. letech v Ceskoslovensku,
muzeme zatadit do tzv. extremdlni teorie grafi. Vznik této teorie klademe do
roku 1941, kdy madarsky matematik P. Turan vyresil nasledujici problém:

Jsou ddna kladnd celd cisla 3 < k < n. Mdme urcit mazimdlni pocet
M (n, k) hran grafu s n uzly, kterg neobsahuje jako podgraf Ky,.

Turénovo feseni problému je nasledujici:

Definugme cislat a r vztahem
n=(k —1)t+r, 1<r<k-1.

Pak plati:

M(n, k) = 2(]‘7];7_21)(712 — )+ (;)

Mazima je pritom dosaZeno pro dplng (k—1)-chromaticky graf Kn, ny, . np 1,
kdeni=na=---=n,=t+1an,qp1 =npya=---=ng_1=1=1.

"Novy diikaz tohoto tvrzeni podali v roce 1965 T. S. Motzkin a E. G. Straus v praci [443]
(viz. [359, str. 33]).
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Jako dusledek dostavame:

Mazimadlni pocet hran grafu G s n uzly, ktery neobsahuje trojihelniky, je
2
kit
Tento Turdniv vysledek je casto citovan v literature. Byl ovem znam jiz
na pocatku tohoto stolet{ (viz. [150, 151]).

S tfesenim stejného problému piisel v roce 1947 K. Zarankiewicz. V préci
[444] ukézal, ze pokud je ! minim&ln{ stupenn uzli grafu G s n uzly a plati

k—2

l>mn,

pak graf GG obsahuje podgraf K. Vzajemny vztah mezi obéma vysledky je
diskutovan v Turdnové praci [445].

V roce 1951 Zarankiewicz formuloval v préci [446] jiny problém. Vyjddieme
J€] nejprve maticové. Je dana ctvercova matice A fadu n, jejimiz prvky jsou
pouze ¢isla 0 a 1. Necht j je pfirozené ¢fslo, pro které plati 2 < j < n — 1.
Ptéame se, jaky nejmens{ pocet k;(n) jednicek v A zajistuje existenci étvercové
podmatice fadu j, ktera neobsahuje zadny nulovy prvek.

Definujme si nyni pojem matice sousednosti bipartitniho grafu. Bi-
partitnimu grafu G = (V1,V2) s 2n uzly piifadime ¢tvercovou matici M fadu
n tak, ze uzlum t¥idy V; odpovidaji fadky a uzlum tfidy Vo sloupce matice M.
Prvek m;; je roven poctu hran spojujici uzly 7 a j.

Divame-li se pak na matici A jako na matici sousednosti néjakého bipar-
titniho grafu G = (11, Va), kde |Vi| = |Va| = n, pak Zarankiewicztiv problém
spociva v nalezeni minimalniho poétu hran, které v grafu G zajistujf existenci
uplného bipartitniho podgrafu K; ;. Takto formulovali Zarankiewicziiv problém
autofi prace [447].

K. Culik se zabyval timto Zarankiewiczovym problémem poprvé v roce 1955
v praci Pozndmka k problému K. Zarankiewicze [295].% Problém zde formuloval
zcela obecné takto:

Necht symbol AT (k) oznacuje matici typu m/n vytvotenou z k cisel rovngceh
nule a z mn — k cisel rizngch od nuly (napt. redlngeh), takie 0 < k < mn.
Rekneme, Ze matice AT (k) md vlastnost z(i, j), jestlize existuje jeji podmatice
PJZ(Z]), tj. podmatice typu i/j a hodnosti nula. Koneéné nechl K je mnozina
vsech Cisel k, pro néz plati, Ze kazdd matice AT (k) md vlastnost z(i,j). Pro
prirozend cisla 1,3, m,n, kterd spliugi nerovnosti 1 < ¢ < m, 1 < j < n,
definujeme funkci

Z; j(m,n) = mink.
keK

Problém spocivda v nalezeni hodnot této funkce.
Culik navazal na ¢lanek polského matematika Waclawa Sierpiniského (1882

1969), ktery odvodil nékolik hodnot této funkce. Culik uréil hodnoty Z3 3(m, n)
pro3<m<8,3<n<8

8 Tato prace je prvni Culikovou praci, kterou miizeme zafadit k teorii grafi.
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Vzorec pro vypocet hodnot funkce Z; ;(m,n) odvodil Culik v roce 1956
v praci Teilweise Losung eines verallgemeinerten Problems von K. Zarankiewicz
[301].

Plati (str. 165):

Zi i(m,n) = (i_1)n+(j—1)<7?) +1

nzu—l)(T).

Pii feSeni problému Zarankiewicze ma smysl zkoumat vlastnosti feseni rov-
nice y ., r; = n. Culik se touto otdzkou zabyval v praci O jedné vlastnosti

pro

celociselngeh nezdaporniyjch fesent rovnice Zle r; = n [307] v roce 1957. Moiz-
nost zesileni nékterych tvrzeni, kterd jsou v této praci uvedena, ukézal Ladislav
Kosmék v préaci [320].
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