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Kapitola 4

Faktorizace graft

V této kapitole se budeme zabyvat rozkladem grafi na faktory. V prvni casti
vénujeme pozornost pracem P. G. Taita a zejména J. Petersena, na kterého
na pocatku 20. stoleti navazali autori, ktefi usilovali o zjednoduseni dikazu
Petersenovy véty o rozkladu pravidelnych grafa 3. stupné.

V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme vénovat zejména problematice rozkla-
du pravidelnych bipartitnich grafa, ke které vyznamnym zplsobem pfispél
D. Kénig, ktery vénoval rozkladum grafu celé ti1 kapitoly své knihy. Zde kromé
vysledki svych pfedchidci prezentoval 1 vysledky své prace.

Ve treti ¢asti naznacime vyvo) ve 40. az 60. letech tohoto stoleti. Soustiedi-
me se pritom hlavné na prace tykajici se vlastnosti graft s linearnim faktorem.

V posledni a nejrozsahlejsi casti se seznamime s dilem A. Kotziga, jehoz
prace v 50. a 60. letech pfimo navazovaly na klasické prace z konce 19. a pocatku
20. stoleti.

4.1 Rozklady pravidelnych grafi

4.1.1 Problém ¢tyr barev

Prvni prace, ve kterych mutzeme najit problémy rozkladu pravidelnych graft,
jsou préce [14] a [31]. V prvni T. P. Kirkman studoval rozklad Gplnych grafi
K, na trojthelniky, v druhé M. Reiss odvodil vysledek tykajici se rozkladu
aplnych grafi Ks, na linearni faktory.

Dalsim z matematiku, ktefi se zabyvali otdazkami rozkladu pravidelnych gra-
fu na pravidelné faktory byl P. G. Tait. Jeho zdjem o tuto problematiku tizce
souvisel s fesenim problému ¢tyt barev. Vime, ze tento problém se zdal po pub-
likovani Kempeho ,dukazu® v roce 1879 vytesen. Tait byl jednim z téch, ktefi
se pokouseli o jednodussi ditkazy tohoto problému. Uz A. Cayley a A. B. Kem-
pe si uvédomili, ze pro feSeni problému je dilezity pouze ten pripad map, na
kterych se stykaji pravé tfi hrani¢éni ¢ary oblasti v jednom bodé. Tait s1 v praci
[74] vsiml, Ze barven{ takovych map pomoci étyF barev je ekvivalentni problé-
mu obarveni pravidelného grafu 3. stupné tfemi barvami tak, ze kazdy uzel
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grafu je incidentni s hranami tii ruznych barev. Tato myslenka je spravna, ale
uz ne dalsi Taitovy Gvahy o tom, ze diikaz existence tohoto obarveni je mozno
provést snadno indukci. Je to stejné slozity problém, jako ten pavodni.

Ve své druhé praci [75], kterou mizeme zafadit k tématu rozkladu grafa,
Tait v roce 1880 pise:

Méjyme 2n bodi spojenych pomoci 3n éar takovym zpusobem, Ze se v kaZdém
bod€ stietdvaji prdve tvi édry. Pak muZeme tyto édry rozdélit (obvykle mnoha
rdzngmi zpasoby) do t¥i skupin po n Cardch tak, Ze v kaZdém bodé konéi z kazdé
skupiny pouze jedna édra.

G L1 L2 L3

Obr. 4.1: Rozklad grafu na linearni faktory

Sam Tait si byl védom toho, ze tato ,véta“ vzdy neplati. Uvedl ale déle
tvrzeni, které podle néj plati vidy:

Hrany mnohosténu, ktery md vsechny vrcholy tretiho stupné, muZeme roz-
délit do t7#i skupin takovym zpusobem, Ze v kaZdém wvrcholu konci pouze jedna
hrana kazdé skupiny.

V tomto pripadé jsou pro uvazované grafy dany implicitné dvé podminky.
Jak v roce 1922 dokdzal Ernst Steinitz (1871-1928) [448], je graf, ktery od-
povida konvexnimu mnohosténu, rovinny a 3-souvisly. V dalsi ¢asti prace se
Tait pokusil toto své tvrzeni dokézat, protoze by se z néj dalo odvodit feseni
problému ¢ty barev.

V préci [85] vénoval Tait pozornost podobné otazce. Predpokladal, ze kazdy
mnohostén, ktery mé vSechny vrcholy tfetiho stupné, ma hamiltonovskou kruz-
nici. Kdyby to byla pravda, bylo by mozné jeho hrany obarvit tfemi barvami.
Tato Taitova hypotéza vsak nenf pravdiva. V roce 1946 ji v praci [449] vyvratil
W. T. Tutte, ktery nalezl pravidelny 3-souvisly rovinny graf se 46 uzly, ktery
hamiltonovskou kruznici nema.!

4.1.2 Petersenova véta

Meznikem v teorii rozkladu pravidelnych grafi, ale 1 v teorii grafu vubec, je
rozsahla prace Die Theorie der reguliren graphs® [99] danského matematika

I Nejmensi znamy protipiiklad s 38 uzly nalezli nezévisle na sob& J. Lederberg, J. Bosdk
a D. Barnette (viz. [359]).

2Petersen vychézel ze Sylvesterova pojmu graph a v celém textu jej uvadél kurzivou s ma-
Ilym podatednim pismenem.
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J. Petersena z roku 1891. V Gvodu této prace Petersen ukézal néasledujici pro-
blém teorie binarnich forem, ktery pak grafové interpretoval.

Pro proménné zq, zs, - - -, x, uvazujme vsechny souciny tvaru
0
[ [ (@i — @)™,
i<j

ve kterych je stupeni o kazdé proménné z; stejny. Paul Albert Gordan (1837-
1912) dokézal, ze existuje pouze koneény pocet soucini (Petersen je nazyval
Grundfactoren), pomoci kterych ziskdme vSechny ostatni.

Na moznost grafové interpretace tohoto algebraického problému upozornil
Petersena v roce 1889 J. J. Sylvester.® Petersen pfifadil proménnym z1, - - - , z,
uzly grafu a clenu (x; —2;)*% «;; hran, které spojuji uzel z; s uzlem z;. V tom-
to pripadé tak obdrzel pravidelny graf stupné a. Gordanovu vétu pak muzeme
grafové interpretovat tak, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje pouze konecny
pocet koneénych pravidelnych grafa s n uzly, které jsou primitivni. Primitiv-
nimi grafy (primitiv graphs) Petersen nazval takové grafy, které nemaji zadny
pravidelny faktor. V Gvodu déle obvyklym zptisobem definoval pojmy pravi-
delny graf (reguldr graph), pocet uzli grafu (Ordnung) a stupen pravidelného
grafu (Grad).

Vlastni Petersenova prace je rozdélena do dvou ¢asti. V prvni ¢asti se Peter-
sen vénoval rozkladum pravidelnych graft sudého stupné. Jak sam konstatoval,
Jje tento problém mnohem jednodussi nez zkoumani rozkladt pravidelnych grafa
lichého stupné, kterym vénoval druhou ¢éast prace.

V tvodu ¢asti vénované rozkladum pravidelnych grafa sudého stupné Peter-
sen vyfesil otazku rozkladu pravidelnych grafi druhého stupné. Konstatoval,
ze graf druhého stupné se sklddad z uzavienych polygoni (dnes bychom fekli
kruznic). Jsou-li véechny tyto polygony tvofeny sudym poctem hran, pak mu-
zeme tento graf rozlozit na dva linearni faktory; ve vSech dalsich pfipadech je
tento graf primitivn{ (str. 195). Petersen ukazal, 7ze v pfipadé grafu tvofeného
p polygony, které maji vSechny sudy pocet hran, mtizeme tento graf rozlozit na
dva linearni faktory 2°~1 riiznymi zpiisoby.

Petersen pak zavedl pojmy Wechselpolygon, Wechsellinie a Wechselweg,
které pozdéji pouzila vétsina autoru, ktefi se zabyvali rozkladem grafu. Pred-
pokladejme, ze pravidelny graf stupné a + 3 je mozno rozlozit na pravidelny
faktor stupné a a faktor stupné . Obarvime hrany prvniho faktoru modre
a hrany druhého faktoru cervené. Kruznici grafu (polygon), ve které se pra-
videlné stiidaji modré a cervené hrany nazval Petersen st¥idava kruZnice
(Wechselpolygon).*

Zaménou barev hran v néjaké takové kruznici dostaneme jiny rozklad grafu.
Petersen dokézal vétu (str. 196):

8Samotny Sylvester se podobnymi otdzkami zabyval jiz diive (nap¥. prace [48]). Zachovala
se rozsahld korespondence J. Petersena se J. J. Sylvesterem, D. Hilbertem a F. Kleinem
o téchto otazkach (viz. prace [450]).

4D. Kénig pouzil pro Wechselpolygon ve své knize nazev alternierenden Kreis [275,
str. 187]. Také A. Kotzig pouZival ve svych pracich ndzev alternujica kruznica.
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Mizeme-li libovolny graf rozlozit nékolika zpisoby na dva faktory (jeden
modry a druhy cerveny), pak kazdy rozklad dostaneme z kazdého jiného zdmeé-
nou barev hran jistych stridavijch kruznic.

V dalsi ¢asti Petersen dokazal, ze kazdy pravidelny souvisly graf sudého
stupné muzeme nakreslit jednim tahem. Konstatoval, ze stejnym zptsobem by
bylo mozné dokéazat podobnou vétu pro grafy, které nejsou pravidelné, ale maji
viechny uzly sudého stupné. Petersen tak vlastné podal dukaz starého Eulerova
tvrzeni, které nedlouho pfedtim poprvé dokdzal C. Hierholzer v praci [45]. Zda
Petersen znal Hierholzeriv dikaz neni ziejmé (viz. prace [372]).

V tomto okamziku Petersen dokazal, ze kazdy pravidelny graf 4. stupné
mizeme rozlozit na dva kvadratické faktory (str. 198).5

Dalgim pojmem, ktery Petersen zavedl, byl pojem sdruzené grafy (gepaar-
ten graphs). Z pravidelného grafu GG sudého stupné odstranil dvé nestykajici se
hrany ab a cd a nahradil je bud dvéma novymi hranami ac a bd, nebo hranami
ad a be. Vnikly graf oznacil G’ a dvojici grafi G a G’ nazval sdruZené gra-
fy. Petersen ukazal, 7ze pokud je jeden graf z této dvojice rozlozitelny na dva
kvadratické faktory, pak je mozné takto rozlozit i druhy graf (str. 198). Déle
dokéazal, ze kazdy graf je mozno transformovat opakovanim konstrukce popsané
v definici sdruzenych grafii® na libovolny jiny graf stejného stupné a se stejnym
poctem uzli (str. 199).

Na zékladé predchazejicich Gvah dokazal Petersen hlavni vysledek prvni
Casti své prace (str. 200):

Kazdy pravidelny graf sudého stupné je rozloZitelny na faktory 2. stupné.

Jak napsal pozdéji D. Kénig [275, str. 162], je tato véta Fesenim celé Fady
kombinatorickych tloh. Novy dukaz této véty podal ve 30. letech tohoto stoleti
Kurt Werner Friedrich Reidemeister (1893-1971) v préci [241].

7, ptredchazejicich vysledki vyplyva, ze pomoci stfidavych kruznic muzeme
ziskat vSechny kvadratické faktory pravidelného grafu 4. stupné. Petersen v za-
véru prvni casti prace fesil otazku, kdy maji dvé hrany stejnou nebo riaznou
barvu v kazdém rozkladu na kvadratické faktory. Pravidelny graf 4. stupné
G s m hranami nakreslil jednim tahem. Tento tah znazornil jako m-tihelnik
(' (Petersen tento graf nazyval ausgestreckten graph), ve kterém se viechny
uzly grafu G nachdzely dvakrat. V grafu G’ spojil dvojice uzlt, které odpo-
vidaly stejnému uzlu puvodniho grafu. Kazda takova thlopricka rozdélila G’
bud na dvé sudé, nebo dvé liché cesty (podle poc¢tu jejich hran na obvodu
m-tihelnfka). Vzhledem k tomu Petersen délil tyto ahlopticky na sudé nebo
liché. Nyni vedl pfimku, ktera protinala vSechny liché thlopficky a zddnou su-
dou. Hrany m-thelnika, které tato pfimka protnula, mély stejnou nebo riznou
barvu v kazdém rozkladu grafu G na kvadratické faktory.

Druha cast Petersenovy prace byla vénovana pravidelnym grafim lichého
stupné. Petersen nefesil trividlni pfipad rozkladu pravidelnych grafa prvniho

5Poznamenejme na tomto misté, ze problematikou rozkladt pravidelnych grafa 4. stupné&
se v praci [312] zabyval A. Kotzig.
6 Petersen nemél pro uvedenou konstrukei zadny nazev.
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stupné, které samy predstavuji linearni faktor. Nejvyznamnéjsim vysledkem
této Casti a vlastné celé prace je Petersenova véta, kterd tesi pripad pravi-
delnych grafu 3. stupné. Petersen se ale nejprve vénoval pravidelnym graftim
lichého stupné obecné. Zatimco primitivni grafy sudého stupné 2« (a > 1) ne-
existuji, mizeme pro libovolné ¢islo 2a+1 (o > 1) najit pravidelny graf stupné
2ac + 1, ktery je primitivni. Petersen ukézal jednoduchou konstrukei takovych
grafi pro libovolné pfirozené ¢islo a. Na obrazku 4.2 vidime graf, ktery touto
konstrukci dostal pro o« = 1. Z Petersenovy korespondence je zfejmé, ze s timto
grafem Petersena seznamil v roce 1889 J. J. Sylvester.

Obr. 4.2: Sylvesteruv graf

Petersen dale ukazal, ze existuje pouze konecény pocet pravidelnych primi-
tivnich grafi s 2n uzly. Dokazal totiz, ze pravidelny graf s 2n uzly, jehoz stupen
je vétsi nez %" + 1, nemftize byt primitivni (str. 208).7

Nyni si ukdzeme, jakym zpusobem Petersen vyftesil problém rozkladu pra-
videlnych grafi 3. stupné, kde mohou nastat pouze tyto moznosti: Pokud graf
3. stupné neni primitivni, pak existuje jeho rozklad na kvadraticky faktor a li-
nearni faktor. V pripadé, ze kazda kruznice kvadratického faktoru je tvofena
sudym poctem hran, muzeme takovy pravidelny graf 3. stupné rozlozit na tii
linearni faktory.

Petersen dokézal platnost tvrzeni, které dnes oznacujeme jako Peterseno-
va véta. Ve své préci ji formulovat takto (str. 218):

Primativni graf 3. stupné musi obsahovat neyméne tii listy.

Petersen pojem list (Blatt) pouzil jako prvni a rozumél timto pojmem ¢ést
grafu, ktera je se zbytkem grafu spojena jedinou hranou.® Peterseniiv diikaz
této véty byl komplikovany a v literatufe se témér neobjevuje. Proto mu bude-
me v nasi praci vénovat vétsi pozornost. Jednodussi dikazy podali na pocatku

20. stoleti H. R. Brahana [162], A. Errera [168, 172], O. Frink [199] a T. Schén-

"Pii dikazu tohoto tvrzeni pou#il Petersen p&kné myslenky, kterd v podstaté odpovida
vét& o maximalnim parovani v grafu G, kterou jako prvni vyslovil C. Berge v roce 1957 [451]
a o které budeme mluvit v dalsi ¢asti této kapitoly.

8D. K&nig definoval list ve své monografii na str. 180. Listem oznadil ¢4st grafu, kterd
neobsahuje zadny most a se zbytkem grafu je spojena jedinou hranou (mostem). Tato definice
pochézi od H. R. Brahany [162]. Z Petersenovych tuvah je oviem patrné, Ze chipal pojem list
stejné. Pouze se pfi definici listu nepresné vyjadril.



75

berger [263]. O téchto pracech budeme hovorit v dalsf ¢asti.

Naznacme alespon ve strucnosti jakym zptsobem Petersen dokazal svoje
tvrzeni. Jeho postup je dilezity v tom, ze fada myslenek v ném obsazenych
byla pozdéji dale vyuzivana pti studiu faktorizace grafu. V této ¢asti rozumime
grafem G primitivni souvisly pravidelny graf 3. stupné s 2n uzly a tedy 3n
hranami.

Petersen zavedl pojem tah (Kette), kterym oznacil stejné jako dnes my sled
hran, ve kterém je kazda hrana obsazena nejvyse jednou. Na str. 210 ukézal,
ze hrany grafu G mizeme rozlozit do n tahi, které nazval sudé, resp. liché
podle poétu hran v nich obsazenych.® Pokud by vsechny tahy byly liché, pak
by graf G nemohl byt primitivni. K dukazu tohoto tvrzeni obarvil hrany tahu
stiidavé modrou a cervenou barvou tak, aby obé krajni hrany byly modré.
Pokud bychom spojenim téchto tahu vytvorili opét graf (G, bylo by vidét, ze
kazdy uzel je incidentni se dvéma modrymi a jednou cervenou hranou. Modré
hrany by tvofily kvadraticky a cervené hrany linearni faktor grafu G. Protoze
graf GG je primitivni, musi tedy v rozkladu existovat 1 sudé tahy, které maji
jednu svoji koncovou hranu obarvenu cervené. Kazdy takovy tah ma praveé
jeden koncovy uzel incidentni se dvéma Cervenymi hranami a je tedy pocet
téchto sudych tahi roven poctu takovych uzla v grafu.

Petersen uvazoval takovy rozklad hran grafu GG na n taht, ve kterém pocet
sudych tahu je nejmensi mozny. Nyni vybral libovolny sudy tah T' zac¢inajici
cervenou hranou v uzlu a, ktery je incidentni se dvéma cervenymi hranami.
Hrany tahu T orientoval ve sméru prochéazeni od uzlu a. Déle uvazoval dalsi
stiidavé tahy, které zacinaji ¢ervenou hranou v uzlu a a maji lichy pocet hran.
Spolecné s tahem T' vytvari orientovany systém, ve kterém nékteré hrany jsou
orientovany pouze v jednom sméru a nékteré v obou smérech. Tento systém
vytvaiime postupné v jednotlivych krocich. Po kazdém kroku Petersen nazval
modrym uzlem takovy uzel systému, ktery je z uzlu a dosazitelny pouze po
modré hrané. Uzel dosazitelny z a 1 po hrané cervené nazval cerveny. Nékteré
modré uzly se po dalsim kroku stanou cervenymi. Uzly, které jsou incidentni
s neorientovanymi hranami Petersen nazval nenasycené.

Po urcitém poctu kroku vzniknou podsystémy, které maji vSechny hrany
orientované v obou smérech a které maji vSechny uzly cervené. Nahradime-
li kazdy takovy podsystém jedinym uzlem (mize pfedstavovat také pivodni
uzel @), obdrzime tak novy graf G'. Na graf G aplikujeme vy8e popsany po-
stup (stale vychdzime z uzlu a). Pfi tomto postupu Petersen zkoumal rozdil
mezi poctem mnenasycenych modrych uzli a poctem nenasycenych cervenych
uzla. Proces konci, kdyz jiz neexistuji nenasycené cervené uzly. Rozborem vsech
moznych pripadu Petersen ukézal, ze primitivni graf G musi obsahovat nejméné
3 listy.

Petersen se zamyslel 1 nad tim, jak je to s rozkladem pravidelnych grafa
lichého stupné vyssiho nez tfi. Vyslovil presvédceni, ze tuto otazku je mozno
fesit podobnym zpusobem jako problém pravidelnych grafu 3. stupné.

Kromé této prace se J. Petersen zabyval otdzkou rozkladu pravidelnych

?Existence t&chto n taht vyplyva z Listingovy véty. Touto vétou se ve svych pracech
zabyval v souvislosti s rozkladem grafu na linearn{ faktory A. Kotzig. (viz. [303, 321]).
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graft jesté ve dvou dalsich pracech. V préici Sur le théoréme de Tait [128], pub-
likované v roce 1898, Petersen reagoval na prace P. G. Taita. Pfipomnél své
predchozi vysledky z roku 1891 a formuloval Taitovu ,vétu“ takto:

Pravidelny graf 3. stupné bez listd mizZe byt rozloZen na tri faktory 1. stupné.

Petersen zkonstruoval graf, pro ktery Taitovo tvrzeni neplati. Je to znamy
Peterseniiv graf, ktery vidime na obrazku 4.3. Edouard Goursat (1858-1936)
v praci [124] ukdzal, ze Petersen dokézal pouze skutecnost, ze neplati obecné
Taitovo tvrzeni (coz v&dél samotny Tait), ale protoze Petersentiv graf neni
rovinny, nevyvratil Taitovu hypotézu pro grafy odpovidajici mnohosténam.

Obr. 4.3: Petersentuv graf

V préci [131] z roku 1899 Petersen reagoval na Goursativ komentaf své
predchézejici price a vénoval se nékterym otazkam souvisejicim se vztahem
rozkladu pravidelnych graft 3. stupné na linearni faktory a problému 4 barev.
Je zajimavé, ze dosel k nazoru, ze véta o 4 barvach zrejmé neplati.

4.1.3 Dalsi dukazy Petersenovy véty

Petersenovy prace z 90. let minulého stoleti vyvolaly pozornost o vice jak 20 let
pozdéji. Alternativni dukaz Petersenovy véty podal jako prvni v roce 1917 Hen-
ry Roy Brahana [162], ktery byl Zdkem americké topologické skoly J. W. Ale-
xandera a O. Veblena. Brahanuv dikaz byl veden matematickou indukei.

V roce 1922 publikoval svoji dizertacni praci o problému ¢tyt barev A. Erre-
ra [168]. Diskutoval v ni Brahantv diikaz Petersenovy véty a zjednodusil né-
které jeho kroky. Cést této prace byla pozdéji publikovana v [172].

Primocary dikaz Petersenovy véty pak podal v roce 1926 O. Frink v préci
A proof of Petersen’s theorem [199]. O jeho dikazu se zminime podrobnéji.

Frink nejprve definoval zakladni pojmy a pak vyjadfil Petersenovu vétu. Ci-
toval prace svych pfedchudcu a pak postupné dokézal t¥1 véty, z kterych Peter-
senova véta vyplyva. Pod ndzvem prosty graf (simple graph) rozumél souvisly
pravidelny graf 3. stupné bez listi. Frink zavedl v téchto grafech nasledujici
konstrukei, kterou D. Kénig ve své knize (str. 183) nazval $tépeni hrany (Spal-
ten der Kante):

7 grafu odstranime libovolnou hranu a ¢tyrt hrany s ni incidentni spojime
po dvojicich jednim ze dvou moZnych zpiusobu.
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Frink nyni dokazal, ze z kazdého prostého grafu, ktery ma vice nez dva
uzly, dostaneme prosty graf s mensim poctem uzld pomoci $tépeni nékteré
hrany (Véta I). Toto tvrzeni je zdkladem celého Frinkova diikazu Petersenovy
véty. Frink dale pouzil stejné myslenky jako Petersen a aniz tento nazev zavedl,
definoval pojem stfidava kruznice. Prosty graf rozlozil na kvadraticky a linearni
faktor. Hrany linearniho faktoru obarvil ¢ervené a kvadratického modfe. Tento
graf pak nazval obarveny. Z Petersenovy prace Frink védél, ze zaménou barev
v nékteré stiidavé kruznici dostaneme nové obarveni a tedy 1 novy rozklad
grafu. Frink ukazal, ze kazd4 hrana obarveného prostého grafu lezi na uzaviené
Cerveno—modré cesté a proto mize byt jeji barva zménéna (Véta IT). Na zavér
dokazal, 7e kazdy prosty graf je obarvitelny (Véta III). Z uvedenych vét pak
ihned vyplynula platnost Petersenovy véty.

Kratce predtim nez vysla Konigova kniha podal dalsi dikaz Petersenovy
véty T. Schénberger v praci [263]. Jeho dikaz vychézel z Frinkovy definice
prostého grafu, obarveni grafu a z véty III. Schonberger nejprve ukazal, ze
kazdy prosty graf muze byt obarven tak, ze dvé libovolné vybrané hrany jsou
modré. Potom uz jen stacilo dokéazat, ze pravidelny souvisly graf GG 3. stupné se
dvéma listy mé odpovidajici rozklad na cerveny linearni a modry kvadraticky
faktor.

4.1.4 Rozklady bipartitnich grafu

D. Kénig vénoval ve své monografii rozkladu pravidelnych grafi pomérné znac-
nou pozornost. V kapitole XI se zabyval rozkladem pravidelnych grafu sudého
stupné a rozkladem bipartitnich grafi. Pravé v této oblasti dosahl sam Konig
vyznamnych vysledktu. Témto otdzkam se zde také budeme vénovat podrobnéji.

Bipartitni graf Kénig definoval jako koneény nebo nekonecény graf, jehoz
kazd4 kruznice je tvofena sudym poc¢tem hran.'® Kénig ve své knize ukéazal
znamou skutecnost, ze graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz mutzeme jeho uzly
rozdélit do dvou tfid tak, ze pouze uzly raznych tfid jsou spojeny hranou
(Véta 12, str. 170).

Je-li bipartitni graf konecny a pravidelny, pak maji obé tyto tiidy stej-
ny pocet uzli. Kénig se fadu let zabyval otazkou existence linearnich faktora
v bipartitnich grafech. V roce 1914 vystoupil s timto problémem na Congreés
de Philosophie Mathématique v Pafizi a ukézal, ze kazdy konecny pravidelny
bipartitni graf obsahuje linearni faktor a kazdy konecny pravidelny bipartitni
graf g-tého stupné se d4 rozlozit na g linedrnich faktora. ([275, Véty 13 a 14,
str. 171]).

Pii{spévek z pafizského kongresu byl publikovin az v roce 1923 [184], ale
uz v roce 1916 vysla prace [160], ve které K&nig ukdzal, ze pokud je kazdy
uzel koneéného bipartitniho grafu nejvyse g-tého stupné, pak mizeme hrany

10Misto nadzvu bipartitni graf pouzival D. Kénig ndzev sudy graf (paarer Graph, graphe
& circuits pairs). Nazev bipartie uzil poprvé Sainte-Lagué v praci [186]. V nasi literature se
v 50. a 60. letech setkdvame také s ndzvem sudy graf. Richard Rado (1906-1989) v praci
[452] zaved] pojem zobecnény bipartitni graf, ktery mize obsahovat i smycky.
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tohoto grafu rozdélit do g t¥id tak, ze dvé hrany, které jsou incidentni se stej-
nym uzlem, patii do riznych tfid (viz. [275, Véta 15, str. 171]). Posledni véta
hraje dilezitou roli pti feseni raznych kombinatorickych tloh a tiloh teorie mno-
zin. Je mozno ji odvodit z Mengerovy véty o souvislosti grafi a Hallovy véty
o systému riznych reprezentantu. Tyto dvé véty patii k zdkladnim a soucasné

Karl Menger (1902-1985) v roce 1927 ukazal v praci Zur allgemeinen Kur-
ventheorie [210] vztah mezi souvislosti grafu a poc¢tem disjunktnich cest, kte-
ré spojuji dva ruzné uzly grafu. Dnes existuje celd fada variant této véty.
Prevedeme-li puvodni Mengertv vysledek do dnesniho jazyka teorie graft, mi-
zeme Mengerovu vétu formulovat takto:'!

Neymensi pocet uzlu, které musime odstranit z grafu G, aby se dva ruzné
hranou nespojené uzly u a v nachdzely v ruznych komponentdch takto vytvore-
ného grafu, je roven mazimdlnimu poctu disjunktnich cest, spojujicich v grafu
G uzly u,v.

Hallova véta publikovana v roce 1935 v praci On representatives of subsets
[264] Philipem Hallem (1904-1982) je dnes vétsinou uvadéna takto:!?

Bud G = (A, B) bipartitni graf s rozkladem uzld na dvé stejné pocetné tridy
A a B. Necht X C A a T'(X) oznacuje mnoZinu uzld z B, které jsou alespon
jednou hranou spojeny s nékterym uzlem mnoziny X. Plati:

Bipartitni graf G ma linearni faktor prdave tehdy, kdyz pro libovolnou mno-
Zinu X C A plati |T(X)| > | X|.

Hledame-li linearni faktor néjakého grafu ¢, hledame vlastné podmnozinu
L mnoziny hran grafu G, kterd méa tu vlastnost, ze kazdy uzel grafu G je in-
cidentni pravé s jednou hranou mnoziny L. Pokud linearni faktor neexistuje,
ma Casto smysl hledat mnozinu hran M, pro kterou plati, ze kazdy uzel grafu
G je incidentni nejvyse s jednou hranou mnoziny M. Takovou mnozinu hran
nazyvame parovani v grafu GG. Parovani s nejvétsim poctem hran pak nazy-
vame maximalni parovani. Je ziejmé, ze pokud ma graf G linearni faktor,
pak tento faktor predstavuje jedno z maximalnich parovani v grafu G'.

D. Kénig v pracech [230, 252] ukézal, ze pro libovolny bipartitni graf plati:

Velikost mazimdlniho pdrovdni v bipartitnim grafu G je rovna minimdlnimu
poctu uzlu grafu G, které jsou dohromady incidentni se vsemi hranam: grafu G'.

Je nutno zdiraznit, ze Koénig ziskal své vysledky tykajici se otazek existence
linearnich faktoru v bipartitnich grafech pri studiu vlastnosti matic. Grafové
vyjadfeni umoznovalo nazornéjsi dukazy a interpretaci nékterych vysledk.

V predchazejici kapitole jsme definovali matici sousednosti M bipartitniho
grafu GG. Pokud v rozvoji determinantu matice M existuje alespon jeden ne-
nulovy c¢len, pak graf G ma linearni faktor. D. Kénig ve své knize upozornil
na moznosti grafového vyjadreni celé fady vysledkii teorie matic a determi-
nantG. Nékteré z nich odvodil ve svych pracech Ferdinand Georg Frobenius

11K, Menger vyslovil tuto vétu pro rovinné kiivky.
12D, Kénig ji podobnym zptisobem formuloval ve své knize na str. 234-235.
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(1849-1917), ktery znal Kénigovy prace, ale o moznosti vyuziti{ grafii pfi stu-
diu determinantu se vyjadioval skepticky.

V kapitole XII se D. Kénig zabyval rozkladem pravidelnych grafa 3. stupné
a podal pritom rozbor vysledku ziskanych pti dikazu Petersenovy véty. Kénig
se zamyslel 1 nad problémem rozkladu pravidelnych grafi lichého stupné vyssiho
nez tfi. Ukazal pritom, ze kazdy faktor lichého stupné néjakého pravidelného
kone¢ného grafu GG obsahuje vSechny mosty grafu G. Na str. 193 pak ukazal,
ze konecny pravidelny graf, ktery ma most, neni mozno rozlozit na tii linearni
faktory.!® Kénig poznamenal, ze tato véta neplati pro grafy nekonecné.

V kapitole XIII se pak Kénig vénoval rozkladu nekonecnych pravidelnych
grafi. Nejprve studoval vlastnosti nekoneénych pravidelnych grafi, jejichz uzly
maji konecny sudy stupen. Ukézal, ze takové grafy mtzeme podobné jako pra-
videlné konecné grafy sudého stupné vidy rozlozit na faktory druhého stupné
(Véta 2, str. 204). Podobné jako pro grafy konecné plati, ze pro kazdé liché ¢is-
lo 2 4+ 1 existuje souvisly primitivni nekonecny pravidelny graf stupné 2a + 1
(Véta 5, str. 209). Cast této kapitoly Kénig vénoval nekoneénym bipartitnim
grafim a ukazal, ze kazdy pravidelny bipartitni graf konecného stupné muzeme
rozlozit na linedrni faktory (Véta 7, str. 212).

4.2 Vyvoj po roce 1936

4.2.1 Kritérium existence linearniho faktoru

Jednim z nejvyznamnéjsich vysledku teorie grafu po druhé svétové vilce je véta
o existenci linearniho faktoru, kterou odvodil v roce 1947 William T. Tutte
v praci The factorization of linear graphs [453]. Préice je zajimava tim, ze pfi
diikazu prvni pomocné véty vyuzil Tutte vlastnosti antisymetrickych matic.!?
V roce 1952 ukdzal F. G. Maunsell v [454], ze Tutteho dikaz bylo mozno provést
cely pomoci stiidavych cest.

Méjme konecny souvisly graf G s mnozinou uzlt ay, as, ..., a,. Necht S =
{ai,aj,...,a,} je jeji podmnozina. Ozna¢me Gs graf, ktery dostaneme z G
odstranénim uzld mnoziny S a hran, které jsou s nimi incidentni. Pocet vSech
komponent grafu Gg ozna¢me A(S) a pocet komponent s lichym poétem uzla

hy (S). Tutte ukdzal (Véta 4, str. 110):

Graf G neobsahuje linedrni faktor prdvé tehdy, kdyz existuje podmnoZina S
Jjeho uzlid takovd, Ze plati hy(S) > |S|

V roce 1953 odvodil jiné kritérium existence linearniho faktoru v grafech
B. Kaluza [455], ktery ukézal, ze v libovolném grafu G existuje linedrni faktor
pravé tehdy, kdyz graf G nemuzeme dostat z jisté cesty Gy liché délky pomo-
ci dvou jednoduchych operaci, pfipadné jejich opakovanim. Prvni operace je
pripojeni nové cesty sudé délky k nékterému uzlu grafu a druha spojeni dvou

13 Tuto vétu ve svych pracech pouzival A. Kotzig.
14 Na moZnost vyuZiti antisymetrickych matic p¥i studiu linedrnich faktor grafu upozornil
Jjiz G. Brunel v praci [109]. Pozndmku o tom nalezneme v K8nigové knize (str. 237).
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uzla grafu pomoci cesty liché délky. Uziti tohoto kritéria je pro slozité grafy
samoziejmé obtizné.

V praci The I-factors of oriented graphs [456] odvodil Tutte pomoci ori-
entovanych cest nutnou a postacujici podminku existence linearnfho faktoru
v koneéném orientovaném grafu (Véta 5.1, str. 928) a pak v lok4lné koneéném?®
orientovaném grafu G (Véta 6.2, str. 929).

Mezi zakladni prace v oblasti faktorizace grafu patii piispévek T. Gallaiho
z roku 1950 On factorization of graphs [457]. V této préci rozvinul Gallai me-
tody vypracované J. Petersenem [99] a F. Baeblerem [458].1¢ Vysledky téchto
autoru byly vétsinou dokazény metodami, které zavisely na tom, zda studovany
graf byl lichého ¢i1 sudého stupné a na tom, jakého stupné byl hledany faktor.
Gallaimu se podafilo najit obecnou metodu, kterou je mozno pouzit ve vsech
pripadech. Jeho metoda vychazi z Petersenovy metody stiidavych cest, kterou
ovSem vyraznym zpusobem rozvinul.

Gallai nejprve dokézal Tutteho vétu'? a pak ukazal, jakym zptisobem mii-
zeme tuto vétu vyjadiit pomoci novych pojmi, které zavedl. Rekneme, 7e dva
podgrafy G, G5 grafu G, které nemaji spolecné uzly, jsou spojené (connected),
Jjesthize existuje hrana, ktera ma jeden koncovy uzel v (G; a druhy koncovy uzel
v G2. Mnozinu podgrafi grafu (¢ nazveme nezévislou (independent subgraphs),
jesthize zadné dva podgrafy této mnoziny nemaji spolecny uzel a soucasné ne-
jsou spojené. Tutteho vétu pak Gallai formuloval takto (str. 143):

Nutnou a postacugici podminkou erxistence linedrntho faktoru v konecném
grafu je, aby pocet uzli spojenych s kteroukoli mnoZinou nezdvisljch podgrafu
obsahugicich lichy pocet uzli nebyl mensi nez pocet podgrafi v této mnoziné.

V dalsi ¢asti Gallai dokazal Kénigovu—Hallovu vétu o existenci linearniho
faktoru v pravidelném bipartitnim grafu, kde je situace velmi jednoduché. Neni
treba uvazovat mnozinu nezavislych podgrafi, ale jen systém nezavislych uzla.
Gallai ukézal, ze pokud bipartitni graf nema linearni faktor, pak existuje systém
nezévislych uzla, které jsou spojeny s mnozinou uzli, kterd ma méné prvku nez
je pocet uzlu v tomto systému. Na druhé strané je zieymé, ze pokud linearni
faktor existuje, pak takovy systém nenajdeme.

V dalsi casti této rozsahlé prace se Gallai zabyval problémem existence
pravidelnych faktort stupné n > 1, ktery byl do té doby studovan pouze pro
pravidelné grafy. Gallai odvodil nékolik nutnych podminek existence takovych
pravidelnych faktoru a ukézal, Ze z nich vyplyvaji nékterd jiz diive zndma
tvrzeni.

V posledni ¢asti pak Gallai ukazal, ze predchazejici vysledky plati 1 v pii-

15Lokalné koneénym grafem rozumime nekoneény graf, ve kterém mé kazdy uzel koneény
stupen. Linearnim faktorem v orientovaném grafu @G Tutte rozumél podgraf grafu é, ktery
obsahuje v8echny uzly grafu G a ve kterém vstupni a vystupni stupen kazdého uzlu je rovny 1.

16F. Baebler ukazal, 7e pravidelny graf stupné r, ktery je hranové (r —1)-souvisly a obsahuje
sudy podet uzld, ma linedrn{ faktor. C. Berge ve své knize [357] a v 70. letech J. Plesnik v praci
[459] dokazali, ze v takovém piipadg existuje linedrni faktor, ktery obsahuje zvolenou hranu.
Plesnik soucasné ukazal, Ze existuje linearni faktor, ktery neobsahuje zvolenych » — 1 hran.

17V roce 1963 podal Gallai novy diikaz Tutteho véty v préci [460]. Existuje mnoho dalsich
dtikazt Tutteho véty (viz. [370, str. 5]). Jeden podal i Plesnik [461] v roce 1975.
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padé lokalné konecnych grafi. Jen je tteba vzdy uvazovat systémy uzld nebo
podgrafi s konecnym poctem prvka.

4.2.2 Pravidelné faktory

Podivejme se v zavéru na nékteré dalsi prace, které v 50. a 60. letech ovlivnily
vyvo] faktorizace grafi. Pozornost vénujeme zejména pracem, ve kterych je
studovana existence linearniho faktoru. V literature je mozno najit nékolik
prehlednych ¢lank, které se vénuji problému faktorizace. Jednéa se napf. o prace
[370, 372, 371].

Hans Boris Belck v roce 1950 nalezl kritérium existence pravidelného fak-
toru n-tého stupné. Jeho dikaz v praci [462] byl ovSem zna¢né komplikovany.

W. T. Tutte v praci The factors of graphs [463] zobecnil v roce 1952 pojem
faktor n-tého stupné tim, ze definoval f-faktor grafu:

Necht f je funkce, kterd kaZdému uzlu a lokdlné konecného grafu G prirazuje
kladné celé cislo f(a). Faktor F' grafu G nazveme f-faktor, jestlize pro kazdy
uzel a plati dp(a) = f(a) (dp(a) oznacuje stuperi uzlu a ve faktoru F').

Faktor n-tého stupné je potom f-faktor, ve kterém pro kazdy uzel a plati
f(a) = n. Tutte odvodil nutnou a postacujici podminku existence f-faktoru
(a tedy také faktoru n-tého stupné) v lokalné konecénych grafech G (Véta XV,
str 324). K jejimu dikazu uzil Tutte Gallaiho metody zalozené na stiidavych
cestach v grafu GG. Ovéreni existence f-faktoru v daném grafu je vSak podle
tohoto kritéria velmi slozité.

Tutte se k problému existence f-faktoru vratil v roce 1954 v praci [464]. Uk4-
zal, jakym zptsobem je mozno podminku existence f-faktoru odvodit z nutné
a postacujici podminky existence linedrniho faktoru. Ani tim se ovsem praktické
ovéfeni existence f-faktoru prilis nezjednodusilo. Tutte si byl této skutecnosti
védom a o zjednoduseni dale usiloval. Jiné kritérium existence f-faktoru podal
v roce 1957 O. Ore v praci [465].

Vsimnéme si nyni alespon struc¢né praci spojenych s problematikou maxi-
malniho parovani v grafech.

V roce 1955 studoval O. Ore v préaci [466] problém maximalniho parovan{
v bipartitnim grafu G = (A4, B). Ozna¢me v(G) pocet hran maximalniho pa-
rovani v grafu G a definujme v'(G) = Min{|A| + |['(X)| — | X|} pro vsechny
X C A, kde T'(X) € B opét predstavuje mnozinu uzld, které jsou spojeny
hranou s alespon jednim uzlem mnoziny X. Ore ukézal, ze plati

V'(G) = v(G).
O dvaroky pozdéji C. Berge Fesil v préici [451] otdzku maximdalnfho parovan{
v libovolném grafu G = (V, ). Oznacime-li stejné jako v Tutteho praci [453]
hy (S) pocet lichych komponent grafu G a polozime-li v"(G) = %Mm{|V| —
hy(S) + |S|} pro véechny S C V| pak plati

V'(G) = v(G).
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Také pt1 problému maximéalniho parovani hraji vyznamnou tlohu stfidavé
cesty. Stfidavou cestou vzhledem k parovani M nazveme cestu, ve které se
pravidelné stiidaji hrany patfici do M s hranami, které do M nepatti. Berge
ukazal, ze M je maximalni parovani pravé tehdy, jestlize v grafu G neexistuje
stiidava cesta vzhledem k parovani M, kterd spojuje dva uzly, které nejsou
incidentni s zddnou hranou parovani M. Kdyby takova cesta existovala, mohli
bychom zdménou hran parovani M, které lezi na této cesté, za hrany cesty,
které v M nejsou, ziskat nové parovani, které by mélo vétsi pocet hran. Proto
takovou stiidavou cestu nazyvame zvétSujici cesta. Pojem zvétsujicici cesty
znali jiz J. Petersen, D. Kénig, E. Egervary a pravdépodobné 1 dalsi.

Bergeho véta se stala zdkladem algoritmi, které hledaji maximalni paro-
vani v grafech. Nejprve byly studovany algoritmy pro bipartitni grafy. V roce
1956 Marschal Hall (1910-1990) v préci [467] nalezl algoritmus pro konstrukci
systému ruznych reprezentantu, ale svuj vysledek na bipartitni grafy nezobec-
nil. H. W. Kuhn po prostudovani praci Kéniga a Egervaryho pouzil metod
linedrntho programovéini a v praci [468] nalezl algoritmus pro feSeni problému
maximalntho parovani v ohodnocenych bipartitnich grafech. Na pocest svych
predchidct jej nazval madarsky algoritmus.

Poznamenejme, ze otdzky maximalnfho parovani (a tedy také existence li-
nearnfho faktoru v grafech) pomaha vyznamnym zplsobem Fesit teorie tokd
v sitich. L. R. Ford a D. R. Fulkerson v knize Flows in Networks [469] v ro-
ce 1962 ukazali, jak lze jejich znackovaci algoritmus pro nalezeni maximéalniho
toku v siti aplikovat na hledani maximéalniho parovani v bipartitnich grafech.
V roce 1965 J. Edmonds nalezl algoritmus pro nebipartitni grafy. Podrobnosti
o tomto a dalsich algoritmech lze nalézt v Plesnikové knize [421]. Plummerova
prace [371] pod4va prehledny historicky vyvoj téchto algoritmi.

4.3 Prace Antona Kotziga

Problémy spojené s rozklady konec¢nych pravidelnych grafa upoutaly jiz v 50. le-
tech pozornost bratislavského matematika A. Kotziga. Ve svych pracech vychéa-
zel predevsim z Kénigovy monografie a znal také prace J. Petersena, O. Frinka
a T. Schonbergera, které u nas byly snadno dostupné. V obdobi let 1954-1961
napsal fadu praci vénujicich se zejména vlastnostem pravidelnych grafii s linear-
nimi faktory. Své prace psal vétsinou ve slovenském jazyce a proto byly dlouhou
dobu pro matematiky ve svété nedostupné. Az v 70. letech se objevily zminky
o jeho vysledcich zejména v pracech madarského matematika L. Lovésze (viz.
[371, str. 194]).

V nasledujici ¢asti nasi prace podame prehled Kotzigovych praci vénova-
nych problému faktorizace grafi. Nazvy jednotlivych ¢asti odpovidaji ndzvim
Kotzigovych praci.

4.3.1 O istych rozkladoch grafu

V praci [298] studoval A. Kotzig v roce 1955 vlastnosti takovych souvislych
pravidelnych graft n-tého stupné, které je mozno rozlozit na n linearnich fak-
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toru.

Kotzig nejprve definoval fadu vSeobecné znamych pojmi. Zejména definoval
pojem stupen souvislosti mezi uzly wu, v, ktery oznacoval og(u, v). Kotzig
timto pojmem oznacoval minimalni pocet hran, po jejichz odstranéni z grafu G
lezi uzly u, v v ruznych komponentéach takto vytvoreného grafu. Polozil pfitom
oc(u,u) = 400 a definoval tak funkei og(u,v) pro kazdou dvojici uzli u, v
souvislého grafu G.

Pro pfirozené ¢islo k& pak Kotzig definoval relaci (é) Dva uzly u,v jsou

v relaci (é) pokud og(u,v) > k. Kotzig ukédzal, ze takto definovand relace

(é) je relace ekvivalence. Proto mtzeme provést rozklad mnoziny uzla U grafu
G podle relace (é) na tiidy ekvivalentnich prvki Ul(k), Uz(k), Cel UM, Tento
rozklad Kotzig oznaéil U(*),

Kotzig pak pro piirozené &slo i definoval pomoci rozkladu U*) mnozinu
H{(i,i4+1) v8ech takovych hran grafu G, ve kterych pro dvojici uzli u, v, s kte-
rymi je hrana incidentni, plati:

1. Uzly u, v patif ke dvéma riznym mnozinam rozkladu U+,
2. uzly u, v patii do stejné mnoziny rozkladu U ().

Kotzig odvodil nékteré vlastnosti mnozin H (4,74 1) (Véty 2, 3, 4). Ukazal
napf., ze hrana h je prvkem mnoziny H (7,7 4+ 1) pravé tehdy, kdyz pro uzly u
a v, s kterymi je hrana h incidentni, plati og(u, v) = i (Véta 3, str. 147).

Po téchto pripravnych tGvahich se Kotzig vénoval vySetfovani vlastnosti
pravidelnych souvislych grafi G n-tého stupné, ve kterych existuje rozklad
R ={Ly,Ly,...,L,} grafu na linedrn{ faktory. Kotzig ukéizal, ze pokud je n
liché &islo, pak pro libovolné dva uzly «, v tohoto grafu G plati, ze &islo og(u, v)
je bud é&islo sudé, nebo og(u,v) = n (Véta 11, str. 151). V takovém grafu
je libovolnd hrana bud hranou mnoziny H(n,n + 1), nebo je hranou nékteré
7z mnozin H(2i,2i+ 1), kde ¢ = 1,2,.... (Véta 12, str. 151).

4.3.2 Poznamky k Listingovej vete o rozklade grafu na
otvorené tahy

V této praci [303] A. Kotzig v roce 1956 odvodil kritérium existence linearniho
faktoru v pravidelném grafu 3. stupné. Vysel pfitom z Listingovy véty, podle
které v pravidelném grafu G (2n + 1)-niho stupné (n > 0) o 2m uzlech musi
existovat Listingiv systém otevienych tahta {71, T5, ..., T;n}, tedy systém, ve
kterém je kazda hrana grafu G hranou pravé jednoho tahu. Kotzig ukazal, ze
pokud mé takovy graf GG alespon jeden linearni faktor L, pak existuje Listinguv
systém otevienych tahu, ve kterém kazdy tah systému obsahuje stejny pocet
(2n+41) hran a pravé jednu hranu faktoru L, kterd je svym potradim prostiedni
hranou tahu (Véta 1, str. 397).

Kotzig pak odvodil kritérium existence linedrniho faktoru v pravidelnych
grafech 3. stupné (Véta 2, str. 400):
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Necht G je konecény prawvidelny graf 3. stupné o 2m uzlech a necht v grafu
G existuje Listingtiv systém oteviengch taht T = {T1, Tz, ..., T}, ve kterém
kazdy tah obsahuge prave t¥i hrany, pak v grafu G existuje alespon jeden linedr-
ni faktor L.

Podobna véta pro pravidelné grafy lichého stupné vétsiho nez 3 neplati.
Kotzig tento fakt ukazal na konkrétnim prikladu pravidelného grafu 5. stup-
né, ktery neobsahuje linearni faktor, 1 kdyz existuje jeho rozklad na Listingtuv
systém otevienych taht, ve kterém kazdy tah obsahuje pravé pét hran.

V zavéru prace Kotzig dokazal, ze nutnou podminkou proto, aby pravidelny
graf G (2n+1)-niho stupné bylo mozno rozlozit na Listingv systém otevienych
tahi, ve kterém je kazdy tah tvofen (2n+1) hranami, je, aby graf GG neobsahoval
uzel, ktery je incidentni s vice nez n mosty (Véta 3, str. 401).

4.3.3 Rozklad kone¢ného pravidelného grafu neparného
stupna na dva faktory

Na predchézejici vysledky A. Kotzig navdzal v roce 1958 v praci [321]. V krat-
kém historickém tvodu zde Kotzig pripomenul vysledky L. Eulera, C. Hierhol-
zera, J. B. Listinga, E. Lucase a J. Petersena.

Pak dokézal (str. 28):

Pravidelny graf G (2n + 1)-niho stupné (kde n je libovolné pFirozené ¢islo)
s 2m wuzly se dd rozloZit na faktor n-tého a faktor (n 4 1)-niho stupné prdvé
tehdy, kdyz v G existuje Listinguv systém tahd, jehoZ kazdy tah md lichy pocet
hran.

Pokud ovsem v pravidelném grafu (2n 4+ 1)-niho stupné G neexistuje takovy
Listinguv systém otevfenych tahu, neznamena to jesté, ze G je primitivni graf.
Tuto skutecnost Kotzig demonstroval na prikladu jistého pravidelného grafu
7. stupné, ktery muzeme rozlozit na faktory 5. a 2. stupné, ale nemuzeme
rozlozit na faktory 4. a 3. stupné.

4.3.4 Eulerovské ¢iary a rozklady pravidelného grafu par-
ného stupna na dva faktory rovnakého stupna

V této praci [304] A. Kotzig ukdzal v roce 1956 moznost zobrazeni systému
vsech eulerovskych taht souvislého pravidelného grafu G sudého stupné na
systém vsech rozkladu grafu GG na dva faktory stejného stupné. Dostatecnou
pozornost jsme jeho vysledkim vénovali v kapitole 1.

4.3.5 Z teorie kone¢nych pravidelnych grafov tretieho
a Stvrtého stupna

V dalsf své praci [312] vénované rozkladtim pravidelnych grafti na linedrni fak-
tory zavedl A. Kotzig v roce 1957 pojem tihel grafu. Uhlem grafu s vrcholem
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v uzlu u a s rameny hq, hy rozumél trojici prvki grafu {u, hy, ho}, kde u je uzel
a hi # ho hrany grafu, které jsou obé incidentni s uzlem w.
Kotzig ukazal (Véta 4, str. 79):

V libovolném souvislém grafu G se sudym poctem hran existuje takovy sys-
tém 0 ahld grafu G, Ze kazda hrana grafu G je ramenem prave jednoho uhlu
systému W a systém Ghld s touto vlastnosti existuje jen tehdy, kdyz G ma sudy
pocet hran.

V dalsi ¢asti pak Kotzig vénoval pozornost souvislym pravidelnym grafim
3. stupné se sudym poctem hran. Ukazal, ze v téchto grafech existuje takovy
systém thla, ve kterém je kazda hrana grafu ramenem pravé jednoho dhlu
systému (Véta 5, str. 80). Poté odvodil nékteré vlastnosti pravidelnych graft
3. stupné se sudym poctem hran, které maji linedrni faktor (Véta 6, str. 80),
resp. jdou rozlozit na t¥i linedrni faktory (Véta 7, str. 81).

Kotzig pak zavedl jisté zobrazeni, které pravidelnému grafu 3. stupné G
pritazuje pravidelny graf 4. stupné G*, ktery nazval 9-obrazem grafu G:

Graf G* = (V*, E*) nazveme ¥-obrazem souvislého pravidelného grafu
3. stupné G = (V, F), jestlize plati:
1) Ezistuje prosté zobrazeni o mnoZiny hran E na mnoZinu uzli V™,
2) erxistuje prosté zobrazeni B systému thli 90 grafu G na mnoZinu hran E*,
3) uzel v* = a(hy) je incidentni s hranou h* = B(W;) v grafu G* prdvé tehdy,
kdyZ hrana h; € E je hranou <hlu W; € 20.

Kotzig odvodil nékteré vlastnosti téch grafi G* = J(G), které maji sudy
pocet uzli. Ukézal, ze kazdy takovy graf graf G* m4 linedrni faktor (Véta 8,
str. 83). Pokud m4 graf G linearni faktor, pak graf G* ma kvadraticky faktor,
ktery je mozno rozlozit na dva linedrni faktory (Véta 9, str. 83). Pokud je
mozno rozlozit graf GG na tfi linearni faktory, pak muzeme rozlozit graf G* na
¢tyfi linedrni faktory a naopak (Véty 10 a 11, str. 84).

V posledni ¢asti A. Kotzig ukazal souvislost mezi hamiltonovskymi kruz-
nicemi v pravidelnych grafech 3. stupné a rozlozenim jejich #-obrazi na dvé
hamiltonovské kruznice.

4.3.6 Suvislost a pravidelnd stvislost koneénych grafov

Kotzigova préce [305] z roku 1956 je rozdélena do étyF kapitol a desiti ¢asti.
Autor v prvni kapitole nejprve na nékolika stranédch definoval zakladni pojmy.
V druhé kapitole se zabyval rozklady grafu, které charakterizuji jeho souvislost.
V treti kapitole se zaméril na souvislost v pravidelnych grafech. Zde také na-
lezneme problémy tykajici se rozkladu pravidelnych grafa na linearni faktory.
V posledni kapitole pak Kotzig doplnil a systematizoval predchéazejici vysledky
a navéazal na praci [302].

My se zde soustfedime na osmou cast Kotzigovy prace, kterd ma nazev
Rozklady pravidelného grafu na linedrne faktory a jeho suvislost. Kotzig zde
uvedl nékteré vysledky tykajici se rozkladu pravidelnych grafi na linearni fak-
tory, které jiz byly publikovdny v [298] a kde byla zavedena relace ekvivalence
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(é) a rozklad U®) mnoziny uzli grafu G podle této relace. Tyto vysledky pak
dale vyznamnym zpusobem rozsitil.

Kotzig dokézal, ze pokud muizeme rozlozit pravidelny graf G n-tého stupné
na n linedrnich faktort, pak G neobsahuje zddnou artikulaci (Véta 53, str. 92).
Ukazal déle, ze v pravidelném grafu n-tého stupné existuje rozklad na linearni
faktory jen tehdy, kdyz kazd4 z tifd rozkladu U() obsahuje sudy poéet uzli
(Véta 58, str. 96). Tato podminka neni postacujici. Napiiklad znamy Peterse-
nuv graf ji spliiuje, ale rozklad na tii linearn{ faktory nema.

Kotzig se pak vénoval otazce kompozice linearnich faktort néjakého pravi-
delného grafu. Dokazal v této souvislosti tuto vétu (Véta 60, str. 99):

Necht G je pravidelny graf n-tého stupné (n > 1), ve kterém existuje tako-
vy rozklad F = {Ly, La, ..., L,} na linedrni faktory, Ze kompozice libovolngch
dvou riznych linedrnich faktori z F je hamiltonovskd kruznice grafu G'8, pak
G je pravidelné souvisly graf.'®

Na tomto misté se A. Kotzig zminil o praci [455], ve které odvodil B. Kaluza
nutnou a postacujici podminku existence linearniho faktoru v libovolném grafu,
ale o pracich W. T. Tutteho a T. Gallaiho se nezminil.

Kotzig pak jesté odvodil zajimavou vétu (Véta 61, str. 101), kterd zarucuje
existenci pravidelnych grafi n-tého stupné (n > 3) neobsahujici zadny linearni
faktor, které nejen ze neobsahuji zidny most, ale ve kterych se nevyskytuje ani
fez mohutnosti mensi nez n — 2. To ovsem nevyvraci Petersenovu domnénku
o pravidelnych grafech lichého stupné, protoze graf lichého stupné vyssiho nez
tfetiho, ktery neobsahuje linearni faktor, nemusi byt jesté primitivni.

4.3.7 Poznamka k rozkladom kone¢nych parnych pravi-
delnych grafov na linearné faktory

V této praci [322] se A. Kotzig zabyval v roce 1958 existenci rozkladu koneé-
nych bipartitnich pravidelnych grafa na linearni faktory. Vime, ze libovolny
bipartitni pravidelny graf n-tého stupné se da rozlozit na n linearnich fakto-
ri [275, str. 171]. Necht tedy G je libovolny bipartitni pravidelny graf n-tého
stupné n > 1 a necht 8 = {Ly, Lo, ..., L,} je libovolny rozklad grafu G na
linedrni faktory. Graf @; ;, ktery je kompozici linedrnich faktora L;, L; (kde
i< gii,j €{1,2,...,n}; Qi; = L; x Lj) je ziejmé kvadratickym faktorem
grafu (. Kotzig se ovSem zabyval jen tim pfipadem, kdy pro vsechny dvoji-
ce i < j;i,5 € {1,2,...,n} je graf Q; ; souvisly a tvoif tedy hamiltonovskou
kruznici grafu G.

Vznika otazka, zda pfi daném poc¢tu uzlu a daném stupni existuje alespon
jeden takovy pravidelny bipartitni graf, ktery ma uvedenou vlastnost. Kotzig
ukdzal, ze plati (Véta 2, str. 352):

Necht G je bipartitni pravidelny graf m-tého stupné (m > 2) s 2n uzly. Ta-
kovy rozklad R = {Ly, Lo, ..., Ly} grafu G na linearni faktory, Ze kompozice

18 Takové grafy existuji a Kotzig je pozdé&ji v préaci [354] nazval hamiltonovské grafy.
19Definici pravideln& souvislého grafu jsme uvedli na strané 38.
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libovolnygch dvou linedrnich faktord rozkladu je hamiltonovskou kruznici grafu
G, muZe existovat jen tehdy, kdyz n je liché cislo.

Tato véta dopliuje vyse citovanou vétu 60 z prace [305], ve které Kotzig
ukazal, ze tento graf je pravidelné souvisly.

4.3.8 O rovnovazne orientovanych koneénych grafoch

Prace [330] z roku 1959 je vénovéana zejména urcéeni poctu rovnovaznych orienta-
ci eulerovskych grafii, poc¢tu rovnovazné orientovanych podgraft orientovanych
grafi. Tyto vysledky jsou v zavéru aplikovany na otazky urceni poctu linear-
nich faktoru bipartitnich grafa. Podrobné se o této praci zminime v kapitole 5
vénované orientovanym grafm.

4.3.9 Z tedrie koneénych grafov s linearnym faktorom I,
IT, TI11

V této rozsihlé préici [331, 332, 339] se A. Kotzig zabyval zkoumanim zakladnich
spolecnych vlastnosti grafii, které obsahuji linearni faktor. Tyto vlastnosti mo-
hou pomoci pti hledani kritérii existence linedrniho faktoru. Kotzig zde citoval
vysledky praci J. Petersena [99], B. Kaluzy [455], O. Frinka [199], T. Schén-
bergera [263] a samoziejmé také vysledky, které nalezl v K&nigové monografii.
Navdzal pFitom na své predchézejici prace [303, 305, 312, 321].

V Gvodu prvni ¢asti Kotzig definoval zndmé pojmy stiidava cesta a stii-
dava kruZnice vzhledem k linedrnimu faktoru L:2°

Necht G je libovolny graf, ve kterém existuje linedrni faktor L. Kruznici K
grafu G nazveme stiidavd kruinice (zkrdcené a-kruinice) vzhledem k L, kdyz
libovolny uzel z K je incidentni prdvé s jednou takovou hranou z K, kterd patii
do L.

Cestu C' grafu G budeme nazgvat stiidavd cesta (a-cesta) vzhledem k L,
kdyz kazZdy uzel cesty C' je incidentni prdvé s jednou hranou cesty C', pat¥ici do

L.

Kotzig ukazal, ze pomoci stridavych kruznic vzhledem k néjakému faktoru
Lo muzeme ziskat ostatn{ linedrni faktory tohoto grafu (Véty 1 a 2, str. 76-77).
Jak vime, tuto skutecnost znali jiz J. Petersen a O. Frink. Z Kotzigovy dalsi
Gvahy vyplynulo, ze mnozina H téch hran grafu GG, které jsou hranou alespon
jedné a-kruznice vzhledem k néjakému linearnimu faktoru, nezavisi na volbé
linearniho faktoru (Véta 4, str. 78). Kotzig tak mohl definovat pojem jadro
grafu G-

Podgraf grafu G (obsahujictho alespori jeden linedrni faktor), ktery je tvo-
fen prdve z téch hran, které jsou hranou alesporn jedné a-kruzinice v G a z uzlu
s témato hranam wncidentnich, nazveme jadrem grafu G.

20Kotzig uvedl, #e pro specialni piipad pravidelnych graft 3. stupné odpovida pojem stii-
dava kruznice Petersenovu Wechselpolygonu.
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Jadro grafu G Kotzig oznacoval G. Jadrem grafu mize byt i nulovy graf.
Pokud je jadro G nenulovy graf, pak v G existuje linearni faktor. Jadrem ne-

nulového jadra G je jadro G. Tedy G = G (Véta 6, str. 79). Kotzig ukézal, 7e
libovoln4 hrana grafu G, ktery obsahuje alespon jeden linearni faktor, je bud
hranou jadra G, nebo nepatii do z4dného linearniho faktoru grafu GG, nebo patfi
do kazdého linearniho faktoru grafu G a tyto tfi pfipady se navzajem vylucuji.

Poznatky, které ziskal v predchézejici ¢asti, mu umoznily definovat relaci ©
a relaci A a studovat jejich zakladni vlastnosti :

Necht G je libovolny graf, ve kterém existuje linedrni faktor. Definujeme na
mnozin€ uzld grafu G relaci Q takto: uzly u, v jsou v relaci Q (zapiseme uQv)
prave tehdy, kdyz u = v, nebo kdyZ existuje v G takovd cesta spojujict uzly u
a v, jejiz kazdd hrana je hranou alespon jednoho linedrniho faktoru grafu G.

Definujeme ddle relaci A takto: uzly u, v jsou v relaci A (zapiSeme uAv)
prdve tehdy, kdyz neeristuje v G takovd a-cesta (vzhledem k libovolnému linedr-
nimu faktoru), kterd by spojovala uzly u a v.

Kotzig dokazal, ze relace € je v grafu obsahujicim linearni faktor relace
ekvivalence (Véta 8, str. 80). Rozklad mnoziny Ug uzlt grafu G (obsahujiciho
linearni faktor) na tiidy uzla, které jsou v relaci © oznagcil Ug

Pro relaci A plati nésledujici véta (Véta 11, str. 83):

Necht G je libovolny graf, ve kterém existuje linedrni faktor L a necht Ug
jge rozklad mnoziny Ug uzld grafu G na tridy uzla, které jsou v relaci 2.
Plati: v libovolné t¥ide U; € Ug je relace A relaci ekvivalence.

Protoze relace A je relace ekvivalence v libovolné tfidé U; rozkladu Ug,
muzeme kazdou z téchto t¥id jesté dale rozdélit na tiidy uzla, které jsou jak
v relaci © tak v relaci A. Tento rozklad Kotzig oznacil U

Ve druhé ¢asti své prace Kotzig definoval pojem nasyceny graf:

Graf G, ve kterém existuge linedrni faktor, budeme nazgvat nasycenym gra-
fem, kdyz libovolné dva jeho uzly, které jsou v relaci A, jsou v G spojeny alespon
jednou hranou.

Napr. kazdy Gplny graf se sudym poctem uzlid je nasyceny. Existuji ale
1 nasycené grafy, které nejsou tplné. Kotzig odvodil fadu vlastnosti nasycenych
graft. Ukazal napfiklad, ze nasyceny graf je vidy souvisly (Véta 15, cast II,
str. 138). Velky vyznam nasycenych grafi pro studium zakladnich vlastnosti
graft s linearnim faktorem vyplyva ze skutecnosti, ze libovolny nenasyceny graf
G s linearnim faktorem je podgrafem alespon jednoho grafu, ktery ma stejnou
mnozinu uzli a stejné jadro jako graf G (Véta 19, ¢ést II, str. 19).

7 dalsich Kotzigovych vysledkt vyplynulo, ze libovolny graf G s linearnim
faktorem, ktery neni nasyceny, mizeme piidanim hran spojujicich uzly z ruz-
nych tiid rozkladu UZ = {U;,Us, ..., U,} doplnit na nasyceny graf jen tehdy,
kdyz libovolny z jeho podgrafi Gy (graf G; je tvoren uzly mnoziny U; a z téch
hran grafu G, které spojuji dva uzly z U;) je nasycenym grafem.

V dukazu vét 24 a 25 (Cast 11, str. 145-151) ukézal Kotzig zptsob, jakym



89

muzeme spojit jednotlivé nasycené podgrafy (; hranami nepatficimi do zad-
ného linearniho faktoru tak, aby vznikl nasyceny graf . Tato skutecnost pak
umoznila v ¢asti 1T zGzit pozornost na vlastnosti a konstrukci nasycenych gra-
fu, ve kterych jsou libovolné dva uzly v relaci €.

V zavéru druhé casti zkoumal Kotzig grafy s linearnim faktorem, které
maji nulové jadro. V téchto grafech existuje pravé jeden linearni faktor a plati
i obracené tvrzeni: graf s jedinym linedrnim faktorem ma nulové jadro (Véta 26,
¢ast 1, str. 152). V libovolném nasyceném grafu GG s nulovym jadrem existuje
alespon jeden most a tento most patii do jediného linearniho faktoru grafu G
(Véta 28, cast 11, str. 152).

Kotzig pak ukézal, ze libovolny graf, ve kterém existuje jediny linearni fak-
tor L, obsahuje alespon jeden most patiici do L (Véta 29, ¢ast II, str. 153).
Disledkem predchazejici véty je fakt, ze libovolny eulerovsky graf, ve kterém
existuje linedrni faktor, m4 nenulové jidro (protoze nemuze obsahovat most
[275, str. 194] a graf s nulovym jadrem vzdy obsahuje most). Z toho ihned ply-
ne, ze pravidelny graf sudého stupné s linedrnim faktorem méa nenulové jadro.

Kotzig ukazal, ze tento zavér je mozno rozsitit na vSechny grafy s linearnim
faktorem, které jsou pravidelnymi grafy stupné vyssiho nez prvniho. Nasledujici
véta je vyznamnym obohacenim teorie faktorizace pravidelnych grafi (Véta 30,
cast 11, str. 155):

Necht G je libovolny pravidelny graf vyssiho stupné nez pruniho, ve kterém
existuje linedrni faktor. Pak G md nenulové jddro; t. j. v G existuji neyméné
dva linedrni faktory.

Kotzigova véta 29 je citovana v historickém prehledu praci zabyvajicich se
rozklady graft [370, str. 11]. Mizeme ji formulovat takto:

Libovolny hranove 2-souvisly graf, ktery ma linedrni faktor, md alespon dva
linedrni faktory.

Stejny vysledek odvodili v roce 1967 L. W. Beineke a M. D. Plummer v préci
[470]. V roce 1978 B. Bollobés v knize [471] ukédzal, ze kazdy hranové k-souvisly
graf s linedarnim faktorem ma nejméné k linearnich faktort. G. Hetyei v praci
[472] v roce 1964 zase dokézal, ze graf s 2n uzly, ktery obsahuje linedrn{ faktor
a ve kterém plati E(G) > n?, obsahuje minimélné dva linearn{ faktory.

L. Lovasz, ktery se seznamil s Kotzigovymi vysledky, v roce 1972 v préci
[473] ukézal, Ze graf s jedinym linedrnim faktorem musi mit maly minimaln{
stupen. Dokazal, ze graf s n uzly, ktery ma linearni faktor a minimalni stupen
J(G) > |loga(n + 2)] mé nejméné dva linedrni faktory. Dale ukézal, ze pro
hranové k-souvisly graf s linearnim faktorem plati, ze pocet linearnich faktora
v tomto grafu je véts{ nebo roven n!, nebo pro libovolnou dvojici uzli u, v grafu
G mé graf G\ {u, v} linedrni faktor.

Ve treti casti Kotzig studoval grafy s linearnim faktorem, ve kterych je
libovolna dvojice uzla v relaci €. Takové grafy nazval Q-grafy.

Hlavnim vysledkem této ¢éasti je véta, kterd ukazuje zpusob, jakym muzeme
libovolny nasyceny Q-graf prevést na graf G*, jehoz kazdy ¢len ma nasycené
jadro (Véta 36, ¢ast IT1, str. 213):
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Necht G je libovolny nasyceny Q-graf. Necht graf G* wvznikne z grafu G
tak, Ze nechdme splynout jednotlivé tridy rozkladu Ug, a to kazdou z nich do
gediného nového uzlu.

Plati:

(1) libovolny uzel z G*, ktery vznikl splynutim takové tridy z Ug, kterd obsahuge
n uzld, patii praveé do n élenu grafu G*;

(2) libovolny élen grafu G* je nasycenym jddrem;

(3) tvar grafu G* nezdvisi na pofadi, ve kterém nechdme splynout jednotlivé
tridy z Ug

4.3.10 Postrojenije gamiltonovskich grafov tretjej stépeni

V této praci [354] Kotzig v roce 1962 navézal na své predchdzejici price, ve
kterych se zabyval otazkou existence hamiltonovskych kruznic v grafech s li-
nedrnimi faktory. V praci [305] se zabyval otdzkami pravidelné souvislosti pra-
videlnych grafi n-tého stupné, jejichz rozklad na n linearnich faktori ma tu
vlastnost, ze kompozice libovolnych dvou rtznych linearnich faktori tvofi ha-
miltonovskou kruznici grafu. Nyni pro tyto grafy pouzil nazev hamiltonovsky
graf. V prici [322] se zabyval bipartitnimi hamiltonovskymi grafy.

Tato prace je pak Kotzigovym piispévkem k teorii rozkladu pravidelnych
grafi 3. stupné. Popsal zde metodu konstrukce vsech hamiltonovskych grafa
3. stupné z nejjednodussiho mozného takového grafu, tedy grafu, ve kterém
jsou dva uzly spojeny tfemi hranami (Véta 2, str. 161). Pfitom pouzil dvou
konstrukénich prvki, které nazval g-rozsiteni a m-rozsifeni.

V zavéru prace se Kotzig zabyval rovinnymi hamiltonovskymi grafy. Dokéa-

zal (Véta 3, str. 163):

Jedingm pravidelngm rovinngm bipartitnim hamiltonovskym grafem 3. stup-
né je graf, ktery tvoit dva uzly a tri hrany, které tyto uzly spojuji.

Kotzig tento vysledek dale zobecnil na pravidelné grafy 3. stupné, které ne-
musi byt bipartitn{ ani hamiltonovské (v Kotzigové smyslu). Necht K = L1 x Lo
je libovolnd hamiltonovsk4 kruznice pravidelného grafu 3. stupné (pfitom neni
nutné, aby Ly X Lz; La x Lz byly hamiltonovskymi kruznicemi grafu G). Kotzig
zobrazil dany graf tak, ze hamiltonovskou kruznici zobrazil jako kruznici rozdé-
lenou jednotlivymiuzly a mnozinu H3 hran linearniho faktoru Lz predstavovaly
Gsecky, které spojovaly odpovidajici body kruznice. Hamiltonovskou kruznici
K nazval Kotzig vyznamnou hamiltonovskou kruznici pravé tehdy, kdyz
mnozinu Hz bylo mozné rozlozit na dvé t¥idy 17, 15 tak, ze se zaddné dvé tsecky
predstavujici hrany stejné t¥idy neprotinaly.

Kotzig dokazal, ze pravidelny graf 3. stupné, ktery obsahuje alespon jednu
hamiltonovskou kruznici K, je rovinny tehdy a jen tehdy, kdyz K je vyznamnéa
hamiltonovsk4 kruznice (Véta 4, str. 163).

A. Kotzig o téchto vysledcich referoval na mezinarodni konferenci ve Smole-
nicich v roce 1963. Jeho prispévek Hamilton graphs and Hamilton circuits [474]
najdeme ve sborniku konference.
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