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VIII. GRASSMANNOVA LINEARNI ALGEBRA

Hermann Grassmann was a brilliant mathematician, whose creations
in vectorial analysis can only be compared to those of Hamilton.

([Crowe, 1967], str. 54)

Radu vyznamnych myslenek linedrni algebry prezentoval ve svém dile
némecky matematik Hermann Giinther Grassmann, stfedoskolsky ucitel, ktery
nikdy neptisobil na vysoké skole. Byl to vSestranny ucenec a myslitel, jehoz
rozsahlé dilo vzbuzuje dnes obrovsky respekt. Jeho matematické myslenky vsak
vyrazné predbéhly dobu, proto nedosédhl béhem zivota v matematice témér
zéddného uznani. I dalsi Grassmannovy aktivity jsou pozoruhodné.

1. Hermann Giunther Grassmann

Hermann Giinther Grassmann se narodil 15. dubna 1809 ve Stétiné v teh-
dejsim Prusku (dnes Polsko) jako t¥eti z dvandcti déti. Jeho otcem byl Justus
Glinther Grassmann (1779-1852), gymnazialni profesor a mistni vzdélanec,
matkou Johanne Friederike Luise Medenwaldt (1785-1841), dcera duchovniho
z Klein-Schonfeldu. Rodina méla hluboky vztah ke vzdélanosti, véddm, uméni
a teologii. Hermanna spojovalo po cely zivot silné pouto s mladsim bratrem
Robertem (1815-1901).

Hermanna nejprve vzdélavala matka, potom navstévoval soukromou skolu
a nakonec gymnézium ve Stéting. V letech 1827 az 1830 studoval na univerzité
v Berliné teologii, klasické jazyky, filozofii a literaturu, nenavstévoval vSak
zaddné prednasky z matematiky a fyziky. Vyrazné ho svymi pfednaskami
ovlivnil filozof Friedrich Ernst Daniel Schleiermacher (1768-1834), tehdejsi
vyznamny predstavitel protestantské liberdlni teologie. Po ukonceni studii
se H. Grassmann vratil do Stétina, zadal se zajimat o matematiku, fyziku,
mineralogii a botaniku, pod vlivem otce usiloval o ucitelskou drahu. Studoval
proto zejména matematiku a pfipravoval se na zkousku ucitelské zpiusobilosti.

Roku 1831 se této zkousce podrobil v Berliné, ale uspél jen castecné,
nebot zejména jeho doméaci prace nemély dobrou troveri. Ziskal proto pouze
opravnéni k vyuce na nizsi stfedni skole. V té dobé piisobil jako ucitelsky
asistent na gymnéziu ve Stétiné. Roku 1833 slozil zkousku z teologie, mél
se stat ¢lenem luteranského sboru ve Stétiné a pastorem. V letech 1834 az
1835 byl ucitelem matematiky na tzv. Gewerbeschule v Berliné.! Béhem svého
ucCitelského putisobeni v Berliné dochézel na nékteré univerzitni prednasky
z matematiky.

I Toto misto ptevzal po matematiku Jakobu Steinerovi (1796-1863), ktery se stal roku
1834 profesorem berlinské univerzity.
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Roku 1836 se stal ucitelem matematiky na nové zalozené skole ve Stéting
(Otto-Schule), uéil na jejim niz$im stupni matematiku, fyziku, némcéinu, latinu
a nabozenstvi. O tfi roky pozdéji slozil druhou zkousku z teologie a stal
se Clenem S$tétinského luterdanského sboru. S bratrem Robertem intenzivné
studoval Schleiermacherovu Dialektiku, ktera vysla roku 1839.2

Roku 1840 vykonal v Berliné druhou zkousku ucitelské zpiisobilosti a zis-
kal opravnéni uc¢it matematiku, fyziku, chemii a mineralogii na vyssi stfedni
skole. K této zkousce ptfedlozil domaci praci o teorii prilivu a odlivu nazvanou
Theorie der Ebbe und Flut. Pti jeji pripraveé vysel z klasickych dél — z Lagran-
geovy monografie Mécanique analytique (2 dily, 1788, 2. vydani: 1811-1815)
a z Laplaceova dila Traité de Mécanique céleste (5 dilit, 1799-1825). P¥i sepi-
sovani domaci préace si dobfe uvédomil, Ze je schopen tspésné aplikovat metody
vektorového poctu, které postupné rozvijel od roku 1832. Jednalo se o séitani
a odéitani tsecdek, a dokonce o jejich nasobeni.?

V letech 1842 a7z 1843 vydal ucebnice pro stiedoskolské studenty (nékteré
mély vice vydani) — Grundriss der deutschen Sprachlehre (1842), Leitfaden fir
den ersten Unterricht in der lateinischen Sprache (1843) a s bratrem Robertem
ucebnici Leitfaden fir den ersten Unterricht in der deutschen Sprache (1843).

Roku 1844 vydal H. Grassmann monografii Die lineale Ausdehnungslehre,
ein neuer Zweig der Mathematik dargestellt und durch Anwendungen auf
die ubrigen Zweige der Mathematik, wie auch auf die Statik, Mechanik, die
Lehre vom Magnetismus und die Krystallonomie erldutert, knihu plnou novych
a zavaznych matematickych myslenek, ktera vSak nevzbudila témér zadnou
pozornost, nebot byla napsina pfili§ abstraktné a filozoficky. Uvadi se, Ze
asi Sest set exemplaiu této knihy Slo do stoupy. H. Grassmann v ni rozvinul
myslenky, jez zacal podrobné promyslet jiz pocatkem tticatych let. Jednalo se
zejména o ideje vektorové algebry a vektorové analyzy, které vyuzil i v ¢lanku
Neue Theorie der Elektrodynamik publikovaném o rok pozdéji. H. Grassmann
se marné snazil presvédcit A. F. Mobia, aby napsal na jeho knihu recenzi,
nakonec ji napsal sam.

Roku 1846 vydal spolu s W. Langbeinem ¢itanku Deutsches Lesebuch fiir
Schiler von acht bis zwélf Jahren (L. Oehmigke, Berlin, 394 stran), ktera byla
velmi Uspésna. Jeji sedmé vydani vyslo v nakladatelstvi bratra Roberta ve
Stéting roku 1877 (xii+420 stran).

2 Viz A. C. Lewis: H. Grassmann’s 1844 Ausdehnungslehre and Schleiermacher’s Dia-
lektik, Annals of Science 34(1977), 103-162.

3 H. Grassmann nebyl v prvni poloviné 19. stoleti jediny, kdo rozvijel myslenky vekto-

rového poctu. V této souvislosti je tfeba pfipomenout nasledujici jména: August Ferdinand
Mobius (1790-1868), Giusto Bellavitis (1803-1880), Comte de Saint-Venant (1797-1886),
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), Matthew O’Brien (1814-1855); nékteré ideje lze vSak
nalézt i diive. Napfiklad Isaac Newton (1643-1727) uzil myslenku vektorového rovnobéz-
nika jiz roku 1687 ve svém slavném dile Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Viz
[Crowe, 1967].
H. Grassmann uvadél, ze pocatky jeho ideji sahaji az k tvaham o kladnych a zapornych
¢islech; myslenka nasobeni geometrickych veli¢in se objevila jiz v ucebnicich jeho otce Justa
Gilinthera Grassmanna — geometricky soucin dvou vektort byl orientovanou plochou témito
vektory uréenou a linedlni soucin v podstaté skalarnim soucinem.
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Na Mobiav podnét H. Grassmann sepsal praci Geometrische Analyse
gekniipft an die von Leibniz erfundene Geometrische Charakteristik, v niz vyfe-
§il, a to bez pouziti geometrickych postupt, geometricky problém, ktery pred-
lozil Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Za tuto praci ziskal 1. dervence
1846 cenu Fiirstliche Jablonowki’schen Gesellschaft. Navrh na Grassmannovo
ocenéni podal pravé A. F. Mdbius; kritizoval vSak zptisob, jakym H. Grassmann
vylozil své abstraktni ideje. Pozadoval jakési ,,intuitivni hacky“, na nichz by se
¢tenaf mohl ,, zachytit, porozumét a pokracovat v dalsim studiu“.

Roku 1847 se H. Grassmann stal ucitelem reformované skoly Friedricha
Wilhelma ve Stéting. Ziskal sice lepsi postaveni (Oberlehrer), ale citil se
nedocenén. Byl si védom, ze vytvari ,novou“ matematiku, ale pfitom uci
na nizsi stfedni skole. Pozadal proto ministra skolstvi pruské vlady, aby byl
zahrnut do seznamu kandidati na uvolnénad univerzitni mista. Ministr se
dotézal Ernsta Eduarda Kummera (1810-1893) na Grassmannovu védeckou
produkci a na jeho odbornost.* Ten viak Grassmannovy prace charakterizoval
jako mimorddné dobry materidl vyjadreny v nedostatecné formé, coZ pro
H. Grassmanna znamenalo konec nadéji na univerzitni kariéru.

V revolucnich letech 1848 az 1849 vydavali Hermann a Robert Grassmannovi
politicky casopis Deutsche Wochenschrift fir Staat, Kirche und Volksleben,
Norddeutsche Zeitung. Podporovali sjednoceni Némecka, vytvoreni konstituéni
monarchie a publikovali ¢lanky o konstituénim zakonu. Pozdéji své myslenky
opustili a ¢asopis zanikl.

V dubnu roku 1849 se H. Grassmann oZenil, jeho Zenou se stala Marie The-
rese Knappe (1824-1889), dcera statkare. Méli jedenédct déti, z nichz sedm do-
sahlo dospélého véku. Nejstarsi syn Karl Justus (1851-1909) studoval matema-
tiku a pfirodni védy v Géttingen, v Lipsku, v Konigsbergu a v Berliné. Stal se
stiedoskolskym profesorem, pozdéji feditelem gymnézia. Syn Hermann Ernst
(1857-1922) ziskal roku 1893 doktorit na univerzité v Halle-Wittenbergu za
praci Anwendung der Ausdehnungslehre auf die allgemeine Theorie, roku 1904
se stal mimoifadnym profesorem matematiky v Giessenu. Je autorem obsahlé
ucebnice Projektive Geometrie der Ebene unter Benutzung der Punktrechnung
dargestellt (1909, 1913, 1927).°

Roku 1852 zemiel Justus Giinther Grassmann a syn Hermann ziskal jeho
misto na gymnéaziu a titul fddného stiedoskolského profesora.

V padesatych letech se H. Grassmann intenzivné vénoval starym jazykum.
Meél pocit, ze ztratil moznost ziskat sldvu v matematice, a obratil se proto
ke svym dal$im zdjmum. Zah&ajil detailni studium starych jazykt a stal se
uznavanym odbornikem na sanskrt.

Roku 1853 publikoval praci Zur Theorie der Farbenmischung; barvy repre-
zentoval hmotnymi body umisténymi na kulové plose (jejich poloha odpovidala

Mvey

4 E. E. Kummer byl jednim z recenzentii Grassmannovy ocenéné prace.
5 Viz G. Wolff: Hermann Grassmann 1, Zeitschrift fiir mathematische und naturwis-
senschaftliche Unterricht 54(1923), 51-53.
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Jeho teorie byla ve sporu s predstavami Hermanna Ludwiga Ferdinanda von
Helmholtze (1821-1894), ktery se rovnéz otazce skladani barev vénoval. H. von
Helmholtz po urcitém vahani Grassmanniv pfistup pochopil.

O rok pozdgji H. Grassmann vydal Ubersicht der Akustik und der niederen
Optik. Experimentoval s generatorem nahrazujicim lidsky hlas, vyuzil svého
perfektniho sluchu a rozpoznal, ze kazdy samohlaskovy zvuk vznikd z presné
definovanych tént. Studoval rovnéz problémy kvality generatoru zvuka.

Roku 1854 se H. Grassmann vratil k matematice. Rozhodl se 1épe propra-
covat svoji ,, teorii“. Domnival se, Ze jeji nepochopeni je ddno tim, Ze je napsana
modernim jazykem a stylem.

Grassmannovy aktivity byly vSestranné. Roku 1856 se stal pokladnikem
Stétinské 16ze svobodnych zednait (zednéfem byl jiz od studii), o rok pozdéji
Clenem vedeni spolku Pomersche Hauptverein fir die Evangelisierung Chinas,
ktery vydaval asopis a piilezitostné vysilal misionafe do Ciny. Pod Grassman-
novym vedenim se spolek roku 1873 spojil se spole¢nosti Rheinische Missions-
Gesellschaft in Barmen.

Roku 1862 H. Grassmann vydal zcela pfepracovanou verzi své monografie
z roku 1844 pod nazvem Die Ausdehnungslehre. Vollstandig und in strenger
Form bearbeitet. Tato kniha je jiz napsana matematickym jazykem a symboli-
kou, vyklad je podstatné lepsi a srozumitelnéjsi, nez v knize z roku 1844. Presto
nevzbudila vétsi pozornost.

Kromé toho napsal ucebnice Lehrbuch der Arithmetik fiir héhere Lehran-
stalten (Berlin, 1861, viii+221 stran) a Lehrbuch der Trigonometrie fiir héhere
Lehranstalten (Berlin, 1865, vii4+115 stran).

V nésledujicim obdobi se H. Grassmann opét od matematiky odvratil a véno-
val se starym jazykim. Studoval hlavné sanskrt, staroindické hymny Rig- Veda
a tvrdil, ze komparativni lingvistika musi vychéazet ze studia staroindickych
jazykd. Vénoval se téz dalsim jazyktun (gothic, stard prustina, stard perstina,
litevStina, rustina, cirkevni slovanstina) a sepisoval prace o fonetice zalozené
na historickém studiu jazyk.

S bratrem Robertem a Svagrem Ch. Hessem napsal knihu Deutsche Pflan-
zennamen (1870); rozhodl se pfedstavit némecka jména vSech rostlin rostou-
cich v némecky mluvicich zemich, ukéazat jejich souvislosti s fectinou a latinou
a popsat vznik téchto termint. Véril v uzitecnost takovéto prace pro botaniky
i lingvisty.

V letech 1873 az 1875 vydal H. Grassmann obrovsky Wérterbuch zum Rig-
Veda (Brockhaus, Leipzig, celkem 1776 stran), ktery je dodnes cenénym dilem.
Na tuto praci navézal v letech 1876 az 1877 skvélym prekladem a vykladem
hymni Rig-Veda (Brockhaus, Leipzig, viii+589+ii+524 stran) s bohatymi
komentari.

Grassmannovy filologické prace mély uspéch a v odbornych kruzich byly
a stéale jsou velice cenény. H. Grassmann byl roku 1876 zvolen ¢lenem American
Oriental Society a obdrzel estny doktorat Univerzity v Tiibingen.® Grassman-

6 Grassmanntv uspéch na tomto poli byl umocnén srovnanim s neuspé&nym piekladem
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nuv Worterbuch zum Rig-Veda vySel v 6. pfepracovaném vydani ve Wiesbadenu
roku 1996.

V letech 1876 az 1877 se H. Grassmann opét vratil k matematice. Zacal
pripravovat do tisku druhé vydani své knihy Die lineale Ausdehnungslehre ...
z roku 1844. Nedockal se jej vSak, zem¥el 26. za¥i 1877 ve Stéting. Druhé vydéani
jeho knihy vyslo ve Wigandové nakladatelstvi v Lipsku roku 1878.

Ocenéni Grassmannova matematického dila pfinesl az konec devatenactého
stoleti a hlavné stoleti dvacaté.

2. Grassmannova Die lineale Ausdehnungslehre z roku 1844

Od pocatku tficatych let rozvijel Hermann Grassmann myslenky vektoro-
vého poctu, roku 1840 je velmi tspésné vyuzil v praci Theorie der Ebbe und
Flut. V plném rozsahu se je snazil vylozit az v monografii Die lineale Ausdeh-
nungslehre, kterou vydal roku 1844. V ttvodu mimo jiné napsal:

Schon lange war es mir ndmlich einleuchtend geworden, dass die Geometrie
keinesweges in dem Sinne wie die Arithmetik oder die Kombinationslehre
als ein Zweig der Mathematik anzusehen sei, vielmehr die Geometrie schon
auf ein in der Natur gegebenes (ndmlich den Raum) sich beziehe, und dass
es daher einen Zweig der Mathematik geben miisse, der in rein abstrakter
Weise dahnliche Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geometrie an den
Raum gebunden erscheinen. Durch die neue Analyse war die Mdglichkeit,
einen solchen rein abstrakten Zweig der Mathematik auszubilden, gegeben; ja
diese Analyse, sobald sie, ohne irgend einen schon anderweitig erwiesenen Satz
vorauszusetzen, entwickelt wurde, und sich rein in der Abstraktion bewegte, war
diese Wissenschaft selbst. (|[Grassmann, 1844], str. vii)

H. Grassmann se kratce zminil i o myslenkdch Mobiova barycentrického
poctu a jejich vztahu ke svym vysledkiim:

Die Auffassung des Schwerpunktes als Summe veranlasste mich, den bary-
centrischen Kalkil von Mobius zu vergleichen, ein Werk, das ich bis dahin
nur dem Titel nach kannte; und zu meiner nicht geringen Freude fand ich
hier denselben Begriff der Summation der Punkte vor, zu dem mich der Gang
der Entwickelung gefihrt hatte, und war somit zu dem ersten, aber wie die
Folge lehrte, auch zu dem einzigen Beriuhrungspunkte gelangt, welchen die neue
Analyse mit dem schon anderweitig bekannten darbot. ...

([Grassmann, 1844], str. vi)

Ve vlastnim textu Grassmannovy monografie se objevila jména Euklei-
des, I. Newton, J.-L. Lagrange, P. S. Laplace, P. Varignon, C. F. Gauss,
A. F. Mobius, J. Pliicker, J. V. Poncelet, H. L. F. von Helmholtz, B. G. F. Rie-

mann. 7

indickych hymnii od Alfreda Ludwiga (1832-1912), ktery byl vydan v letech 1876 az 1888.

7V predmluvé druhého vydani z roku 1878, kterou H. Grassmann napsal v 16t& 1877, se
vyskytuji jména H. Hankel, A. Clebsch, J. Pliicker, V. Schlegel, H. Noth, R. Sturm, W. Preyer,
W. R. Hamilton, C. T. Reye.
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Grassmannova monografie Die lineale Ausdehnungslehre z roku 1844 ob-
sahuje nové myslenky (n-dimenziondlni prostor, Sestnact typt soudint véetné
vné&jstho, vnitfniho a vektorového atd.®), ale velmi nejasné formulované, navic
podané spise filozofickou Fecéi. Zdiuraznéna jsou hlavné filozofickd vychodiska,
je znat, ze byl autor ovlivnén svymi univerzitnimi studiemi, zejména pisobe-
nim F. E. D. Schleiermachera, studiemi, v nichz zcela chybéla matematika.
H. Grassmann nebyl vychovan matematiky své doby, jeho soukromé studium
matematiky nestacilo k exaktnimu a srozumitelnému formulovani matematic-
kych myslenek a na sepsani textu, ktery by byl pochopitelny soucasnikim.
K nesrozumitelnosti jeho dila velmi podstatné prispéla novost myslenek, které
ve své monografii prezentoval.

O Schleiermacherové vlivu na svoji tvorbu H. Grassmann napsal:

Ebensowenig will ich hier behaupten, daf$ ich die Schleiermacherschen
Ansichten ganz zu meinem Eigentume gemacht hditte (da ich ja vieles davon
nicht verstand), indessen gewann er doch einen so machtigen Finfluf$ auf meine
Entwickelung, ich habe thm in geistiger Hinsicht so unendlich viel zu danken,
daf$ ich nur ihn an die Spitze dieses Abschnittes stellen kann. —

Schon im zweiten Semester hatte ich Kollegia bei Schleiermacher gehort, die
ich aber nicht verstand; dagegen fingen seine Predigten an, Finfluf§ auf mich
zu gewinnen. Doch erst im letzten Jahre zog mich Schleiermacher ganz an;
und obwohl ich damals schon mich mehr mit der Philologie beschdftigte, so
erkannte ich doch nun erst, wie man von Schleiermacher fir jede Wissenschaft
lernen kann, weil er weniger Positives gibt, als er geschickt macht, eine jede
Untersuchung von der rechten Seite anzugreifen und selbstindig fortzufihren,
und in den Stand setzt, das Positive selbst zu finden. — Zugleich hatten auch
seine Ideen selbst mich angeregt, seine Predigten mein Gemait erweckt, und dies
konnte nicht ohne Einfluff auf meine Grundsdatze und meine ganze Denkweise
bleiben. (Werke II1.2, str. 21-22; anglicky pieklad [Lewis, 1977], str. 109)

Desmond Fearnley-Sander, ktery se Grassmannovu dilu podrobné vénoval,
studoval nékteré aspekty obou verzi jeho knihy Ausdehnungslehre a zafadil
je do prehistorie univerzalni algebry.® V ¢lanku Hermann Grassmann and the
prehistory of universal algebra napsal:

... In the Ausdehnungslehre of 1844 Grassmann plainly wanted to develop
his theory in axiomatic "modern algebra” style, but this he was unable to do.
To find a modern parallel to the constructive approach which he adopted in the
second Ausdehnungslehre one must go, I think, to a text in Universal Algebra.
([Fearnley-Sander, 1982], str. 164)

H. Grassmann vyrazné predbéhl dobu, svymi soucasniky zustal nepochopen.
Tuto situaci vnimal jako vyrazny netspéch, ktery ho trapil. Ohlas jeho knihy
Die lineale Ausdehnungslehre byl mizivy, vétSina matematikti dlouho nechépala
vyznam myslenek, které byly v knize vyloZeny. Pfi¢inami tohoto nepochopeni

8 Dnes lze v této knize nalézt ideje moderni vektorové analyzy.
9 Univerzalni algebrou je minéna disciplina charakterizovana monografiemi P. M. Cohna
a G. Gritzera z let 1965, resp. 1968, které nesou stejny nazev Universal algebra.
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byla naprosta novost ideji, s nimiz H. Grassmann priSel, jejich filozofické podani
a nedostateéna matematickéd prezentace.

H. Grassmann se snazil propagovat myslenky své monografie i v casopisec-
kych ¢lancich, napf. v pojednani Kurze Uebersicht tiber das Wesen der Ausde-
hnungslehre, které bylo otisténo roku 1845 v ¢asopisu Archiv der Mathematik
und Physik. Své ideje vyuzival k feSeni nékterych matematickych i fyzikalnich
problémt. Pripravoval vydani druhého dilu své knihy, k némuz vsak nikdy ne-
doslo. Roku 1846 publikoval praci Geometrische Analyse geknipft an die von
Leibniz erfundene geometrische Charakteristik, v niz jednak sumarizoval mys-
lenky z knihy Die lineale Ausdehnungslehre, jednak zvefejnil nékteré partie
z pripravovaného druhého dilu této monografie. Jednalo se zejména o pojem
skaldrniho soucinu v prostoru libovolné dimenze, pfipojeny byly ivahy o vniti-
nich soucinech obecnéjsiho typu.

Jean Dieudonné (1906-1992) napsal roku 1979 v ¢lanku The tradegy of
Grassmann velmi vystizna slova:

... With our streamlined linear and multilinear algebra of today, it is not too
hard to understand precisely what notions Grassmann had in mind, but even
for a modern mathematician the book makes heavy reading. The main reason is
that, even by the standards of the time, it was not a book of mathematics; there
are no definitions in the usual sense of the word, and very few genuine proofs.
What Grassmann does is to describe his vision of new objects, in a manner quite
similar to Riemann’s famous papers on Riemann surfaces and n-dimensional
multiplicities 10 years later, but in a language still more abstract.

The wvision certainly is impressive, especially when contrasted against the
background of what was understood by algebra and geometry in contemporary
mathematics; very few people were familiar with the concept of vector, and that
was limited to 3 dimensions, the only operations on vectors being addition and
multiplication by a scalar. And here, all at once, one was propelled into a new
world of arbitrary dimension, where besides vectors a whole panoply of unheard
of geometric objects, the multivectors, had to be combined by non-commutative
operations; no wonder that even for mathematicians who, like Mébius, were best
prepared to understand these generalizations, Die Ausdehnungslehre remained
a book of seven seals. ([Dieudonné, 1979], str. 4-5)

Problematice Grassmannovy knihy Die lineale Ausdehnungslehre z roku
1844 jsou vénovany zejména tyto prace:

M. J. Crowe: A history of vector analysis (1967),

A. C. Lewis: H. Grassmann’s 1844 Ausdehnungslehre and Schleiermacher’s
Dialektik (1977),

D. Flament: La “lineale Ausdehnungslehre” (1844) de Hermann Giinther
Grassmann (1992).
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3. Grassmannova Die Ausdehnungslehre z roku 1862

Roku 1862 H. Grassmann vydal novou verzi své monografie. Knihu Die line-
ale Ausdehnungslehre z roku 1844 zcela prepracoval, potlacil filozoficky charak-
ter dila a matematické myslenky se snazil vyjadfit matematicky. Ani vyrazné
pfepracovani a nova formulace jeho ideji, které podal v knize Die Ausdeh-
nungslehre. Vollstindig und in strenger Form bearbeitet, vSak prilis neprispély
k jejich pochopeni a pozitivnimu pfijeti. Branila tomu velkd abstraktnost za-
vadénych pojmt, novost predlozenych koncepci a stale jesté urcité problémy se
srozumitelnosti vyjadiovani.

Grassmannova kniha Die Ausdehnungslehre z roku 1862 je rozdélena do
dvou &asti: Erster Abschnitt (str. 1-222), Zweiter Abschnitt (str. 223-385).
Nové pojmy jsou v knize zavadény v definicich (Erkldrung, tvrzeni nejsou
zduraznéna zadnym nazvem, diikazy jsou uvedeny klasickym terminem Beweis.
Jednotlivé clanky jsou pribézné cislovany bez ohledu na to, zda se jedna
o definici, nebo o tvrzeni, dikaz je vzdy ve stejném c¢lanku jako tvrzeni, k némuz
patii. Zékladni text je prolozen vysvétlujicimi pozndmkami (Anmerkung), které
¢islovany nejsou.

Prvni ¢ast knihy, Die einfachen Verkniipfungen extensiver Gréssen, ma pét
kapitol. Uvodni poznatky linearni algebry jsou vyloZeny zejména v prvni ka-
pitole Addition, Subtraktion, Vervielfachung und Theilung extensiven Gréssen
(str. 1-20).

V prvnim paragrafu Begriffe und Rechnungsgesetze pracoval H. Grassmann
nejprve s néjakymi blize nespecifikovanymi veli¢inami. Zavedl pro né pojem

linearni kombinace: veli¢ina a je numericky odvozena z veli¢in b, ¢, ... pomoci
realnych ¢isel 3,7, ..., jestlize je a = Bb+ yc+ ... Definoval linearni zavislost
takovychto veli¢in: veli¢iny a, b, c,... jsou ve vzadjemném numerickém vztahu,

jestlize je né€kterd z nich numericky odvoditelnd z ostatnich. Poznamenal, Ze
jednoprvkova mnozina {a} je linedrné zavisla, pokud je a = 0. V origindle jsou
tyto pojmy zavedeny takto:

1. Erklarung. Ich sage, eine Grésse a sei aus den Grossen b,c,... durch die
Zahlen (B,7, ... abgeleitet, wenn

a=p0b+vyc+...

ist, wo B3,7,... reelle Zahlen sind, gleichviel ob rational oder irrational, ob
gleich null oder verschieden von null. Auch sage ich, a sei in diesem Falle
numerisch abgeleitet aus b, c. ..

2. Erkldarung. Ferner sage ich, dass zwei oder mehrere Griossen a,b,c...
in einer Zahlbeziehung zu einander stehen, oder dass der Verein der Grdssen
a,b,c,... einer Zahlbeziehung unterliege, wenn irgend eine derselben sich aus
den ibrigen numerisch ableiten ldsst, also wenn sich z. B.

a=p0b+vyc+...

setzen ldsst, wo 3,7, ... reelle Zahlen sind. ([Grassmann, 1862], str. 1)
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H. Grassmann si jesté neuvédomil naprostou rovnopravnost nenulovych ve-
li¢in (tj. nenulovych vektort vektorového prostoru) a navic patrné nevychéazel
z jiz existujici mnoziny, na niz je dana néjaka struktura. Pfedstavoval si, ze
se z ur¢ité mnoziny prvka (zdkladnich jednotek) postupné vytvaieji velic¢iny
nové. Jednotkou totiz nazval veli¢inu, s jejiz pomoci se numericky odvozuji
jiné veli¢iny, a zakladni jednotkou takovou jednotku, kterd nemize byt z jinych
jednotek odvozena. Takovéto myslenky jsou vlastni pocatktim teorie hyperkom-
plexnich ¢isel; napft. 1, i, j, k jsou zakladni jednotky, které generuji kvaterniony,
bez ohledu na to, Ze jsou odvoditelné z jinych veli¢in, napft.

1 1
§(I+i)+§(—1+i):i.

3. Erklarung. Einheit nenne ich jede Grosse, welche dazu dienen soll, um
aus ihr eine Reihe von Grossen numerisch abzuleiten, und zwar nenne ich die
FEinheit eine urspringliche, wenn sie nicht aus einer anderen Finheit abgeleitet
ist. Die Finheit der Zahlen, also die Fins, nenne ich die absolute Einheit, alle
ibrigen relative. Null soll nie als Finheit gelten. ([Grassmann, 1862], str. 2)

Systémem jednotek (tj. bézi) je mnozina veliin eg,es,..., které nejsou
v Zaddném vzajemném numerickém vztahu (tj. jsou linedrné nezavislé) a slouzi
k numerickému odvozeni dalsich veli¢in (tj. generuji).

4. Erkldrung. Fin System wvon Finheiten nenne ich jeden Verein wvon
Grassen, welche in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und welche dazu
dienen sollen, um aus ihnen durch beliebige Zahlen andere Griossen abzuleiten.
([Grassmann, 1862], str. 2)

Teprve nyni autor definoval pojem extenzivni veli¢iny; sice ponékud vagné,
nebot jesté nebyly k dispozici potfebné pojmy, napf. pojem mnoziny. Patrné
si predstavoval, ze veli¢iny, s nimiz pracuje, vznikaji postupné; nevychéazel
z dané, jiz existujici mnoziny veli¢in, na niz jsou zavedeny néjaké operace.
Extenzivnimi veli¢inami odvozenymi z daného systému jednotek jsou jejich
line4drni kombinace:

a1e] + agea + ..., resp. g ae , resp. g ArCr .

Pokud vsak vychozi systém jednotek obsahuje pouze ¢islo 1, neziskdvame
extenzivni, ale ¢iselné veli¢iny. Extenzivnimi veli¢inami prvniho fadu rozumél
autor ty veli¢iny, které jsou odvozeny ze zédkladnich jednotek.

5. Erklirung. Extensive Grisse nenne ich jeden Ausdruck, welcher aus einem
Systeme von Einheiten (welches sich jedoch mnicht auf die absolute FEinheit
beschrdnkt) durch Zahlen abgeleitet ist, und zwar nenne ich diese Zahlen die
zu den Finheiten gehérigen Ableitungszahlen jener Grésse ...

... Nur wenn das System blos aus der absoluten Einheit (1) besteht, ist die abge-
leitete Grdosse keine extensive, sondern eine Zahlgrosse. Den Ausdruck Grasse
tiberhaupt werde ich nur fir diese beiden Gattungen derselben festhalten. Wenn
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die extensive Grisse aus den urspringlichen Finheiten abgeleitet werden kann,
so nenne ich jene Grdsse eine extensive Grosse erster Stufe.
([Grassmann, 1862, str. 2)

H. Grassmann zavedl s¢itani a od¢itani extenzivnich veli¢in odvozenych ze
stejného systému jednotek a jejich nasobeni a déleni redlnym é&islem.'©

Zae—i—Zﬁe:Z(a—&—ﬁ)e, Zae—Zﬂe:Z(a—ﬁ)e,
Zae~,@:,@-Zae:Z(aﬂ)e, Zae:ﬂzz%e.

Dokézal, ze pro extenzivni veli¢iny, které oznacil kratce a, b, ¢, a pro redlna
¢isla «, O plati zakladni aritmetické zakony:

a+b=b+a,
a+(b+c)=(a+b)+ec,
(a+b)—b=a,
(a—b)+b=a,
aB = Pa

(aB)y = a(Bv) ,
(a+b)y=ay+by,
a(B+7v)=aB+ay,

a-1=a.

Ukazal, ze plati i nasledujici dvé tvrzeni:

af=0 <= a=0 nebo =0,

a:ﬁ:al , Jestlize 0#0.
B

Ve druhém paragrafu Zusammenhang zwischen den aus einem System von
Einheiten ableitbaren Grdssen definoval nejprve pojem oboru generovaného da-
nymi veli¢inami (das Gebiet der Grdssen aq,...a,) jako mnozinu vSech exten-
zivnich veli¢in odvozenych z dané mnoziny jednotek; dnes hovoiime o linedrnim
obalu dané mnoziny vektort. Zavedl rovnéZz pojem obor dimenze n (das Gebiet
n-ter Stufe) jako obor odvozeny z n jednotek, ktery neni odvoditelny z men-
$tho poctu jednotek. Uvazoval i nulovou dimenzi. V originale jsou vySe uvedené
pojmy zavedeny takto:

14. FErkldrung. Die Gesammtheit der Griossen, welche aus einer Reihe
von Grossen ai,as,...a, numerisch ableitbar sind, nenne ich das aus jenen
Grdssen ableitbare Gebiet (das Gebiet der Grissen ai,...ap), und zwar
nenne ich es ein Gebiet n-ter Stufe, wenn jene Grdssen von erster Stufe

10 Vv pfipadé déleni piedpokladal nenulovost &isla 3.
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(d. h. aus n urspringlichen Einheiten numerisch ableitbar) sind, und sich das
Gebiet nicht aus weniger als n solchen Griossen ableiten ldsst. Ein Gebiet,
welches ausser der Null keine Grésse enthdlt, heisst ein Gebiet nullter Stufe.
([Grassmann, 1862, str. 6)

Autor definoval rovnost a inkluzi dvou takovych obort, dle prinik a spojeni
dvou nebo vice obort. Jeho definice nejsou z dnesniho pohledu zcela piesné;
neni totiz feceno, v jakém oboru (prostoru) se priniky a spojeni vytvareji.

15. Erklirung. ... Die Gesammtheit der Griossen, welche zweien oder
mehreren Gebieten zugleich angehdren, heisst ihr gemeinschaftliches Gebiet,
und die Gesammtheit der Groéssen, welche sich aus den Griossen zweier oder
mehrerer Gebiete numerisch ableiten lassen, thr verbindendes Gebiet.
([Grassmann, 1862, str. 7)

Na dalsich strankach druhého paragrafu uvedl H. Grassmann nékolik za-
kladnich tvrzeni o linearni zavislosti a nezavislosti extenzivnich veli¢in. Ukazal,
ze veli¢iny jsou linearné zavislé prave tehdy, kdyz je néjaka jejich netrivialni
linedrni kombinace rovna nulové veli¢iné, Ze z konefné mnoziny linearné
zavislych veli¢in 1ze vybrat linedrné nezavislou podmnozinu a je-li prvni veli¢ina
daného souboru veli¢in nenulova a kazdé dalsi nezavisla na predchozich, jedna
se o linearné nezavislé veli¢iny. Uvedme tato tvrzeni v origindle:

16. Erkldirung. Zwischen n Griossen ay, . ..a, herrscht dann und dann eine
Zahlbeziehung, wenn sich eine Gleichung

a1a1 +...apa, =0

aufstellen lasst, in welcher die Zahlen aq, ..., nicht alle zugleich null sind.
([Grassmann, 1862, str. 7)

17. Wenn n Grissen in einer Zahlbeziehung zu einander stehen, und sie
nicht alle null sind, so muss sich aus ihnen ein Verein von weniger als
n Gréssen aussondern lassen, welcher keiner Zahlbeziehung unterliegt, und aus
dem die tibrigen Grdssen numerisch ableitbar sind. ([Grassmann, 1862], str. 8)

18. Erklarung. Wenn in einem Verein von Grossen ay,as,...a, die erste ay
nicht null ist, und keine der folgenden sich aus den vorhergehenden numerisch
ableiten ldsst, so unterliegt der Verein keiner Zahlbeziehung.

([Grassmann, 1862], str. 8-9)

Dalsi Grassmannova tvrzeni smétuji k tzv. Steinitzové vété o vymeéné: Jsou-
li veli¢iny ay, ..., a,, linedrné nezavislé a jsou-li linedrnimi kombinacemi veli¢in
bi,...,b, (n > m), pak je mozno k veli¢indm aq, ..., a,, pfidat n — m veli¢in
vybranych z veli¢in by, ..., b, tak, ze vznikly soubor veli¢in mé stejny linedrni
obal jako veli¢iny by, ..., by,.

19. Wenn eine Gréosse a1 aus n Grossen by, bs . ..b, numerisch ableitbar ist,
und dabei die zu by gehorige Ableitungszahl ungleich null ist, so ist das aus den
n Grossen by, by ... b, ableitbare Gebiet identisch mit dem aus den n Gridssen
ay, by ...b, ableitbaren. (|Grassmann, 1862], str. 9)
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20. Wenn m Gréssen ai,...an,, die in keiner Zahlbeziehung zu einander
stehen, aus n Gréssen by,...b, numerisch ableitbar sind, so kann man stets
zu den m Grossen ai,...am noch (n — m) Gréssen amyi,...a, von der
Art hinzufiigen, dass sich die Gréssen by,...b, auch aus aq,...a, numerisch
ableiten lassen, und also das Gebiet der Grédssen ai,...a, identisch ist dem
Gebiete der Grossen by, ...by; auch kann man jene (n —m) Gréssen aus den
Grdssen by, ...b, selbst entnehmen. ([Grassmann, 1862], str. 10)

Jako dusledky Steinitzovy veéty jsou v dnesSnich ucebnicich zpravidla uve-
dena tvrzeni, kterd umoznuji definovat dimenzi. H. Grassmann postupoval ji-
nak. Nejprve vyslovil definici dimenze a teprve potom objasnoval jednotlivé
vlastnosti prostoru dimenze n. Jedné se o elementarni tvrzeni, kterd zndme ze
zékladnich kurzi linedrni algebry. Autor zbyteéné zkomplikoval situaci tim, ze
uvazoval veli¢iny prvniho faddu. Uvedme nékolik priklad.

Jsou-li veli¢iny aq, . .., a, lineadrné nezavislé a jsou-li linedrnimi kombinacemi
veli¢in by, ..., by, pak tyto dvé mnoziny veli¢in generuji stejny prostor. V ori-
gindle:

21. Wennn Gréssen (a1, . ..ay), welche in keiner Zahlbeziechung zu einander
stehen, aus n andern Grossen (b,...b,) numerisch ableitbar sind, so ist das
Gebiet der ersten Grossenreihe identisch dem der letzteren.

([Grassmann, 1862], str. 11)

Jsou-li veli¢iny asi,...,a, linedrnimi kombinacemi mensiho poctu velicin,
jsou linearné zavislé. V originéle:

22. Wenn n Gréssen (ai,...an) aus weniger als n Gréossen (by,...by)
numerisch ableitbar sind, so stehen jene n Grissen stets in einer Zahlbeziehung
zu einander. ([Grassmann, 1862], str. 11)

Je-1li prostor dimenze n generovan n veli¢inami, jsou tyto veliCiny linedrné
nezavislé. Naopak: n linedrné nezavislych veli¢in prvniho fadu generuje obor
dimenze n. V origindle:

23. Wenn ein Gebiet n-ter Stufe aus n Griossen erster Stufe ableitbar ist,
so stehen diese in keiner Zahlbeziehung zu einander, und umgekehrt: Wenn n
Grdssen erster Stufe in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, so ist das aus
ihnen ableitbare Gebiet ein Gebiet n-ter Stufe. ([Grassmann, 1862], str. 11)

Kazdy obor dimenze n je generovian néjakymi n linedrné nezavislymi
veli¢inami. V originale:

24. Jedes Gebiet n-ter Stufe kann aus n Gréssen erster Stufe, die in keiner
Zahlbeziehung zu einander stehen, abgeleitet werden, und zwar aus beliebigen
n solcher Griossen des Gebietes. ([Grassmann, 1862], str. 12)

Druhy paragraf prvni kapitoly kon¢i tzv. vétou o dimenzich spojeni a pru-
niku dvou podprostori daného prostoru a jejim jednoduchym dtsledkem.

25. Die Stufenzahlen zweier Gebiete sind zusammengenommen ebenso gross
als die Stufenzahlen ihres gemeinschaftlichen und ihres verbindenden Gebietes
zusammengenommen, d. h. wenn m und n die Stufenzahlen der gegebenen
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Gebiete sind, r die thres gemeinschaftlichen, v die ihres verbindenden Gebietes,
s0 1st
m+n=r-+uv.

([Grassmann, 1862], str. 13)

26. Zwei Gebiete (A und B), welche beziehlich von a-ter und (-ter Stufe
sind und in einem Gebiete n-ter Stufe liegen, haben, wenn o + > n ist,
mindestens ein Gebiet von (o + [ — n)-ter Stufe gemein.

([Grassmann, 1862], str. 14)

V prvnich dvou paragrafech je tedy podan nacrt pojmu vektorového pro-
storu dimenze n a jeho zakladnich vlastnosti. Zda se pravdépodobné, ze
H. Grassmann mél na mysli zejména systémy hyperkomplexnich ¢isel; tomu
odpovidaji jeho pojmy zakladni jednotka, extenzivni veli¢ina prvniho fadu atd.

Ve tfetim paragrafu nazvaném Die Zahl als Quotient extensiver Grissen und
Ersetzung der Gleichungen zwischen extensiven Griossen durch Zahlgleichungen
autor vyuzil zavedené pojmy a postupné dokazoval (v dnes$ni Feci) tvrzeni
o linedrné nezavislych mnozinach, bazich a soufadnicich. Tato tvrzeni opét
zname ze zakladniho kurzu linedrni algebry.

28. Fine Griosse x, welche aus n in keiner Zahlbeziehung zu einander
stehenden Grédssen aj ...a, abgeleitet ist, ist dann und nur dann null, wenn
ihre n Ableitungszahlen null sind ... ([Grassmann, 1862], str. 15)

29. Zwei Grossen eines Gebietes n-ter Stufe sind dann und nur dann
einander gleich, wenn ihre n zu denselben Einheiten gehorigen Ableitungszahlen
einander gleich sind ... ([Grassmann, 1862], str. 16)

H. Grassmann definoval ,,slozku“ veli¢iny, ktera lezi v ,,dil¢im podprostoru®.
Tento pojem pozdéji vyuzil pii definici ortogonalni projekce.

33. Erklirung. Wenn die Griossen aj...an in keiner Zahlbeziehung zu
einander stehen, und die Grisse

a=aray +agaz + -+ anan
ist, so nennen wir, wenn m kleiner als n ist, die Grisse
o101 + Gz + -+ G

Hdie Zuriickleitung der Gréosse a auf das Gebiet ajas . .. an,, unter Ausschlies-
sung des Gebietes amy1amy2 ... an“ ([Grassmann, 1862], str. 17)

Déle se H. Grassmann zabyval problematikou rovnic, v nichz figuruji
nasobky extenzivnich veli¢in, za néz dosazoval linedrni kombinace jednotek.
Jinymi slovy: rovnice, v niz figuruji linedrni kombinace vektord n-rozmérného
prostoru, odpovida soustavé n rovnic, v nichz vystupuji ¢isla.

34. Jede Gleichung, deren Glieder Producte je einer extensiven Grosse mit
einer Zahl sind, wird, wenn die extensiven Gréossen einem Gebiet n-ter Stufe
angehoren, ersetzt durch n Zahlengleichungen, die man erhdlt, indem man
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in der gegebenen Gleichung statt aller extensiven Grdssen ihre zu derselben
Einheit gehorigen Ableitungszahlen setzt ... ([Grassmann, 1862], str. 17-18)

Druhé kapitola se nazyva Die Produktbildung im Allgemeinen (str. 20—
31). V jejim prvnim paragrafu Produkt zweier Gréssen zavedl autor soudin
extenzivnich veli¢in. Pfimo v definici je obsaZen poZzadavek distributivity této
operace.

37. Erkldrung. Unter dem Produkte [ab] einer extensiven Grdsse a in eine
andere b, verstehe ich diejenige extensive Grisse (oder auch Zahlgrisse), die
man erhalt, indem man zuerst jede der Einheiten, aus denen die erste Grisse a
numerisch abgeleitet ist, mit jeder der FEinheiten, aus denen die zweite b
numerisch abgeleitet ist, zu einem Produkte verkniipft, dessen erster Faktor die
FEinheit der ersten Grésse und dessen zweiter Faktor die Finheit der zweiten
Grosse ist, dann dies Produkt mit dem Produkte derjenigen Ableitungszahlen
multiplicirt, mit welchen jene Finheiten verknipft waren, und die simmtlichen
so gewonnenen Produkte addirt, d. h. es ist

{Zarerz,ﬁses} = ZOLT,@S [eres] )

wo e, es die Finheiten, aus denen die Gréssen numerisch abgeleitet sind, o,
as die zugehorigen Ableitungszahlen bezeichnen, und die Summe sich auf die
verschiedenen Werthe der Indices r und s bezieht. ([Grassmann, 1862], str. 20)

V nasledujici dlouhé poznamce se autor snazil tuto definici soucinu exten-
zivnich veli¢in objasnit. Mimo jiné poznamenal, Ze je mozno ruznymi zptsoby
zavadét souciny zakladnich jednotek, a tak ziskavat riizné souciny. Jako priklad
uvedl soucin

[(I1€1 +x2€2)(y1e1 + y2€2)] = miyilere1] + z1y2[erea] + zay1feaer] + rayaleses]

a diskutoval rizné moznosti volby hodnot ziskanych soucinti zédkladnich jedno-
tek, napfr.
[ere1] =0, [ezer] = —[erea] , [e2ea] =0,
resp.
[erer] =1, J[erex] =0, J[eze1] =0, [ezeq]=1.

V dalsim textu dokazal zakladni vlastnosti zavedeného soucinu:

[Zarerb} = Zozr [erb] ,

[((a+b+...)p] = [ap] + [bp] +... .
[pla+b+...)] = [pa] + [pb] + ... ,
[(aa)b] = alab] ,
[b(ea)] = albal ,
[(aa+Bb+...)p] = alap] + Bbp] +... |
[p(oza+6b+...) :oz[pa]—l—ﬂ[pb]—!— ,

==
(]

[ > avar Y Babs

O‘Tﬂs [a’l"bS} .
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Ve druhém paragrafu nazvaném Produkt mehrerer Gréssen autor bezpro-
stiedné navézal na predchozi vyklad. V nepfili§ srozumitelné definici zavedl
soucin vice extenzivnich veli¢in a zabyval se jeho vlastnostmi. Uvedl napf.

rovnost
{Z%"arzrsbs---} :ZQTTS... [arbs...] ,

pfi¢emz trochu nestastné zameénil ptivodné uzita pismena «, 3 za g, r, a pouzil
tak pismeno r ve dvou riiznych vyznamech (viz [Grassmann, 1862], str. 26).1!

Ve tfetim paragrafu nazvaném Die verschiedenen Arten der Produktbildung
se H. Grassmann zabyval problémem stanoveni soucini zakladnich jednotek.
Vazby mezi témito souciny vyjadfoval rovnicemi, uvédomoval si vyznam linear-
ni zavislosti ¢i nezavislosti téchto podminek. Poznamenejme, ze z hlediska teorie
hyperkomplexnich ¢isel tato problematika velmi tzce souvisi se stanovenim
tzv. strukturnich vzorct a strukturnich konstant uvazované algebry.

48. Erklirung. Wenn die Produktbildung dadurch ndaher bestimmt wird, dass
zwischen den Produkten der FEinheiten Zahlbeziehungen bestehen, so menne
ich jede Gleichung, welche eine solche Zahlbeziehung ausdrickt, eine zu jener
Art der Produktbildung gehdrige Bestimmungsgleichung. Einen Verein wvon
p Bestimmungsgleichungen, von denen keine aus den ibrigen gefolgert werden
kann, nenne ich, wenn zwischen den Produkten keine andere Zahlbeziehung
herrscht, als die aus jenen Gleichungen gefolgert werden kann, ein zu jener
Produktbildung gehdriges System von Bestimmungsgleichungen.

49. Jedes System von m Bestimmungsgleichungen zwischen den n Einheits-
produkten Ei,...FE, kann auf die Form gebracht werden, dass jede der
Gleichungen ausdrickt, wie aus n — m jener Einheitsprodukte, z. B. aus
FEr, ... E,_p, die Gbrigen m numerisch ableitbar sind. Dann bilden Fq, ... E,_,
ein System von Einheiten, aus denen alle Produkte, die zu dieser Produktbil-
dung gehoren, ableitbar sind. ([Grassmann, 1862], str. 26)

V dalsim textu H. Grassmann definoval tzv. linedln? soucin a v nasledujicim
paragrafu na nékolika ptikladech ukazal, jak lze takovyto soucin zavést.

50. Erkldrung. Jede Produktbildung, deren Bestimmungsgleichungen geltend
bleiben, wenn man statt der darin vorkommenden FEinheiten beliebige aus
thnen numerisch abgeleitete Griossen setzt, heisst eine lineale Produktbildung
(Multiplikation ).

51. Fiir Produkte aus zwei Faktoren giebt es ausser derjenigen Produktbil-
dung, welche gar keine Bestimmungsgleichung hat, und derjenigen, deren Pro-
dukte alle null sind, nur zwei Gattungen linealer Produktbildung, und zwar ist
das System der Bedingungsgleichungen fiir die eine

(1) [eres] + [eser] =0,
fir die andere

(2) [eres] = [eseT] )

11V sebranych spisech i v anglickém piekladu je toto misto opraveno.
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wo firr und s, wenn ey, ea, ... e, die Finheiten sind, nach und nach jede 2 der
Zahlen 1...n gesetzt werden sollen. ([Grassmann, 1862], str. 27)

Tteti kapitola Kombinatorisches Produkt (str. 31-107) je podstatné rozsdh-
lejsi nez predchozi dvé kapitoly, sestava z osmi paragrafii. Vénovana je studiu
riznych otazek souvisejicich se souciny extenzivnich veli¢in. Prvni paragraf se
nazyva Allgemeine Gesetze der kombinatorischen Multiplikation, druhy Das
kombinatorische Produkt als Grosse, tieti Aeussere Multiplikation von Gréossen
hoherer Stufen.

Ve ¢tvrtém paragrafu Ergdnzung der Gréssen in Bezug auf ein Hauptgebiet
autor vysel z jiz zavedeného souéinu [AB], pro ktery je soudin vech zakladnich
jednotek eq,...,e, roven éislu 1, a zavedl k jednotce E tzv. doplnék |E
(Erganzung von E) jako souéin vSech jednotek, které pti vytvoreni jednotky F
nefiguruji, opatfeny kladnym nebo zdpornym znaménkem tak, aby [E|E] = 1.

89. Erklirung. Wenn in einem Hauptgebiete n-ter Stufe das kombinatorische
Produkt der urspriinglichen FEinheiten eq,es,...e, gleich 1 gesetzt ist, und F
eine Finheit beliebiger Stufe, d. h. entweder eine der urspringlichen FEinhei-
ten oder ein kombinatorisches Produkt von mehreren derselben ist, so nenne
ich ,Erginzung von E“ diejenige Grosse, welche dem kombinatorischen Pro-
dukte E’ aller in E nicht vorkommenden Einheiten gleich oder entgegengesetzt
ist, je nachdem [E'E'] der absoluten Einheit gleich oder entgegengesetzt ist; ich
bezeichne die Erginzung einer Gréisse durch einen vor das Zeichen der Grosse
gesetzten vertikalen Strich, also die von E durch |E. Die Erginzung einer Zahl
setze ich dieser Zahl gleich; also:

E = [BEE
wenn E und E' die einfachen Faktoren e ...e, enthalten und
[ere2...e,) =1

ist; und
o=« , wenn « eine Zahl ist.

([Grassmann, 1862], str. 57-58)

Pojem doplitku |A extenzivni veli¢iny A pak definoval pfirozenym zpisobem
pomoci pojmu doplnék jednotky:

90. Erklirung. Unter der Erganzung einer beliebigen Grisse A verstehe ich
diejenige Grésse |A, die man erhdlt, wenn man in dem Ausdrucke, welcher
die numerische Ableitung jener Grésse aus den Finheiten darstellt, statt jeder
dieser FEinheiten ihre Erginzung setzt, d. h.

|(a1E1+a2E2+...) :a1|E1+a2|Eg+... ,

wo Eq, Es, ... Einheiten beliebiger Stufen sind. (|Grassmann, 1862], str. 58)
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Uvedme pro zajimavost tii tvrzeni, kterd s vySe definovanym doplitkem
veli¢iny pracuji.

91. Das dussere Produkt einer Einheit in ihre Erganzung ist 1, d. h.
[E|IE]=1.

([Grassmann, 1862], str. 58)

92. Die Erginzung der Ergdnzung einer Griosse A ist dieser Grdsse A gleich
oder entgegengesetzt, je nachdem das Produkt der Stufenzahlen dieser Grasse
einerseits und threr Erganzung andrerseits gerade oder ungerade ist, d. h.

4= (-1 4,

wenn q die Stufenzahl von A und r die von |A ist. (|Grassmann, 1862], str. 59)

93. Ist die Stufenzahl (n) des Hauptgebietes ungerade, so ist
[A=A.

Ist n gerade, so ist

A= (=174,
wenn q die Stufenzahl von A ist. ([Grassmann, 1862], str. 60)

Rada dal$ich myslenek je rozvijena v nasledujicich étyfech paragrafech: Pro-
dukt in Bezug auf ein Hauptgebiet, Vertauschung der Faktoren und Auflésung
der Klammern, Zurickleitung und Ersetzung, Elimination der Unbekannten aus
algebraischen Gleichungen.

Ctvrté kapitola se nazyvéa Inneres Produkt (str. 107-142). Jeji prvni paragraf
Grundgesetze der inneren Multiplikation zacind definici vnitiniho soucinu.
Vnitini soucin dvou jednotek je definovan jako soucin prvni veli¢iny s dopliikem
veli¢iny druhé. Ve vété, ktera nasleduje, je tato definice rozsifena pro jakékoli
velic¢iny.

137. Erklarung. Unter dem inneren Produkte zweier Einheiten von beliebi-
gen Stufen verstehe ich das beziigliche Produkt der ersten in die Erginzung der
zweiten; d. h. wenn E und F' Einheiten beliebiger Stufen sind, so ist

[E|F] das innere Produkt der Einheiten E und F.

138. Das innere Produkt zweier beliebiger Grdssen ist gleich dem beziiglichen
Produkt der ersten in die Erginzung der zweiten, d. h. es ist
[A|B] das innere Produkt der Gréossen A und B.
([Grassmann, 1862], str. 107)

7 nésledujicich tvrzeni vyplyva, Ze Grassmannuv pojem vnitiniho soucinu
v sobé obsahuje pojem skaladrniho soucinu.
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141. Das innere Produkt zweier Griossen gleicher Stufe ist eine Zahl.

142. Das innere Produkt zweier gleicher FEinheiten ist eins, das zweier
verschiedener Einheiten gleicher Stufe null, d. h.

[E.|E-]=1, [E.|Es]=0.

143. Wenn E, ... E,, Einheiten von beliebiger, aber alle von gleicher Stufe
sind, so ist

[(OélEl —+ ... OémEm)KﬂlEl —+ .. ,BmEm)] = 04161 —+ ... Oémﬂm .

([Grassmann, 1862], str. 109)
145. Erkldrung. Wir schreiben der Kirze wegen

[A]A] = A2

und nennen es das innere Quadrat von A.

146. Es ist
[1Fy + ... amEy]? :oz%—}—...ozfn .

([Grassmann, 1862], str. 110)

Ve druhém paragrafu nazvaném Begriff des Normalen und seine Correlaten
je nejprve definovéna (v nasi terminologii) norma vektoru. Nésleduje definice
kolmych vektort a kolmych tutvarta. Definice neni pfilis jasnd, ani zcela pfesna.
Tteti definice zavadi pojmy ortogonalni baze (jejiz vektory maji stejnou normu)
a ortonormalni baze.

151. Erkldrung. Numerischer Werth einer Grésse A heisst die positive
Quadratwurzel aus dem innern Quadrat dieser Grésse. Numerisch gleich
heissen zwei Griossen von gleichem numerischen Werth, d. h. zwei Gréssen,
deren innere Quadrate gleich sind. ([Grassmann, 1862], str. 112)

152. Erklarung. Normal zu einander heissen zwei von null verschiedene
Grassen, deren inneres Produkt null ist. Zwei Gebiete heissen normal zu
einander, wenn ithre Theile es sind. Zwei Gebiete heissen allseitig zu einander
normal, wenn jede Grésse erster Stufe, die dem einen Gebiete angehdrt, zu
jeder, die dem andern angehort, normal ist; und zwei Griossen heissen allseitig
normal zu einander, wenn thre Gebiete es sind.

([Grassmann, 1862], str. 112-113)

153. Erkldrung. Normalsystem n-ter Stufe heisst ein Verein von n numerisch
gleichen (von null verschiedenen) Grossen erster Stufe, von denen jede zu
jeder normal ist; und wenn n zugleich die Stufenzahl des Hauptgebietes ist,
so heisst es ein wvollstindiges Normalsystem. Der numerische Werth jener
n Grossen heisse zugleich der numerische Werth des Normalsystems. Einfaches
Normalsystem heisst jedes Normalsystem, dessen numerischer Werth 1 ist.
([Grassmann, 1862], str. 113)
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Nasledujici tvrzeni fika, ze nenulové kolmé vektory jsou linedrné nezavislé
a ze normalni systém uvazovaného prostoru je linedrné nezavislym systémem
generatori.

157. Die Grissen eines Normalsystems stehen in keiner Zahlbeziehung
zu einander, und jede Grésse erster Stufe ldasst sich aus einem beliebigen
vollstindigen Normalsystem numerisch ableiten. ([Grassmann, 1862], str. 115)

Dalsi tvrzeni se tyka dimenze ortogonalniho doplinku. H. Grassmann dokézal,
7ze vSechny kolmé vektory k prvnim m vektorim ortogonalni baze n-di-
menzionalniho prostoru tvoti podprostor generovany zbylymi n — m vektory.

159. Die sammtlichen Grdssen erster Stufe, welche zu m Griossen eines
vollstandigen Normalsystems n-ter Stufe mormal sind, gehdren dem Gebiete
der n — m tbrigen Grossen des Systems an. ([Grassmann, 1862], str. 115)

Nasledujici, velmi stru¢né tvrzeni vyjadfuje dulezitou skutecnost: skalarni
soucin je zaveden tak, aby vychozi jednotky tvorily ortonormalni bazi.

162. Das System der urspringlichen Einheiten ist ein (vollstindiges) Nor-
malsystem, dessen numerischer Werth 1 ist. ([Grassmann, 1862], str. 118)

Na zacatku tfetiho paragrafu Gesetze des inneren Produktes, an den Begriff
des Normalen geknipft je zaveden pojem ortogonalni projekce jedné veli¢iny
na podprostor. V nésledujicich dvou tvrzenich se objevil pfedobraz Fourierova
koeficientu, ktery figuruje i v tzv. Gramové-Schmidtové ortogonalizacnim
procesu.

164. Erklarung. Normale Zurickleitung A’ einer Griosse A auf ein Gebiet B
nenne ich die Zurickleitung der Grosse A auf das Gebiet B, unter Ausschluss
des zu B ergdnzenden Gebietes.

165. Die normale Zuriickleitung A’ einer Grisse A auf ein Gebiet B ist

L 1B-(AB)

i , oder =[B-(A|B)],

letzteres, wenn der numerische Werth von B gleich 1 ist.

166. Zusatz. Sind ins Besondere A und B wvon gleicher Stufe, so ist die
Zurickleitung

[A|B|B

/
A = I

, oder = [A|B]B , wenn B*> =1

([Grassmann, 1862], str. 120)

Zbyvajici dva paragrafy ¢tvrté kapitoly se jmenuji Inneres Produkt zweier
Grdssen erster Stufe a Einfihrung der Winkel.

Posledni, pata kapitola prvni ¢asti Grassmannovy knihy, kterd nese na-
zev Anwendung auf die Geometrie (str. 142-222), je rozdélena na sedm
paragrafiu: Addition, Subtraktion, Vervielfachung und Theilung von Punkten
und Strecken, Raumliche Gebiete, Kombinatorische Multiplikation der Punkte,
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Addition von Linien und Flachen, Planimetrische und stereometrische Mul-
tiplikation, Besondere Gesetze fiir ein gleich Null gesetztes planimetrisches
{und stereometrisches} Produkt. Ebene {algebraische} Kurven. {Algebraische
Fldchen}, Innere Multiplikation in der Geometrie. Ndzvy paragrafi do zna¢né
miry vystihuji jejich obsah.

Druhé ¢ast Grassmannovy knihy Die Ausdehnungslehre z roku 1862, ktera
je nazvana Funktionenlehre, jiz navozuje problematiku matematické analyzy.
Nékteré partie vSsak maji obecnéjsi charakter.

V prvni kapitole Funktionen im Allgemeinen (str. 223-293) je jiz v prvnim
paragrafu Begriff der Funktionen, und Reduktion mehrerer Funktionen mehre-
rer Variabeln auf eine Funktion einer Variabeln rozvijena fada zajimavych
myslenek. Diskutovan je napf. pojem funkce, podle oboru funkénich hodnot
autor rozlisil ¢iselné a extenzivni funkce vice proménnych. Jednim z prvnich
poznatkid je tvrzeni o redukci souboru nékolika funkci o vice proménnych
na jedinou extenzivni funkci. Z originalniho textu je dobfe vidét, Ze n-tice
Cisel je chapana jako jedina, extenzivni veli¢ina a rovnéz m-tice funkénich
hodnot je chapana jako extenzivni veli¢ina. Nasledujici definice pripravuje
pojem linearniho zobrazeni n-rozmérného prostoru do m-rozmérného prostoru.

351. Jedes System von Zahlfunktionen beliebig vieler Zahlgrossen ldsst sich
als eine extensive Funktion einer extensiven Grésse darstellen, und zwar, wenn

y1 = fi(zr, 22, ... 2n)

Y2 = fo(Z1,22,...2n)

ym = fm($1,$27.. :En)

ist, so ist dies System von Gleichungen gleichbedeutend der Gleichung

y="F(z),
r=x1€1+ ... Tpen
F(z) = e101(2) + e202(2) + ... empm ()
er(@) = fr(laled, [elea], . [elen])

ist und ey, . ..ey, einfache Normalsysteme bilden. ([Grassmann, 1862], str. 225)

Ve ¢tvrtém paragrafu nazvaném Ganze Funktionen ersten Grades und
Darstellung derselben als Quotient zavedl H. Grassmann (v naSem dnesnim
pojeti a terminologii) linearni zobrazeni n-rozmérného prostoru do toho samého
prostoru (tj. endomorfismus). Neuzival dne$ni pojem zobrazeni, nybrz hovoril
o jakémsi ,, objektu* nazyvaném Bruch nebo Ausdruck, kterym se nasobi prvky
uvazovaného prostoru, a ziskavaji se tak opét prvky tohoto prostoru. A protoze
se v tomto pojeti jednalo o jakousi operaci, pfedpokladal jeji distributivitu viici
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s¢itani a zaménnost tohoto nasobeni s nasobenim redlnymi ¢isly; je to vidét ze
zavedeni rovnosti dvou takovychto objektt. V tomto pojeti 1ze pochopitelné bez
podrobnéjsiho vysvétleni vytvaret linedrni kombinace nové zavedenych objekti.

377. Erklirung. Wenn a1, as,...a, Grissen erster (oder n— 1-ter) Stufe in
einem Hauptgebiet n-ter Stufe sind, die in kleiner Zahlbeziehung zu einander
stehen, so verstehe ich unter dem Bruche (Quotienten)

by, ba,.. by
ai, ag,...0an

den Ausdruck, welcher mit ai,as,...a, multiplicirt, beziehlich die Werthe
b1,b2,...b, liefert, so dass also

bi, ba,...

— a, =b, .
a1, az,...

Ich nenne ay,aq,...a, die Nenner des Bruches, b1,bs,...b, seine entsprechen-
den Zdahler, und setze zwei Briiche, oder zwei Ausdriicke, welche aus Briichen
numerisch abgeleitet sind, dann und nur dann einander gleich, wenn sie mit
jeder Grosse erster Stufe multiplicirt Gleiches liefern. Wenn auch die Zdhler
Grassen 1-ter oder (n—1)-ter Stufe sind, und in keiner Zahlbeziehung zu einan-
der stehen, so nenne ich den Bruch einen umkehrbaren, und bezeichne in die-
sem Falle, wenn
b, b, by

ai, ag,...0an

ist, mit % den umgekehrten Bruch, d. h. ich setze

1 a1, az,...a4

Q by, by, by
([Grassmann, 1862], str. 241)

V piedchozi definici tedy H. Grassmann zavedl pojem endomorfismu vekto-
rového prostoru, a to uréenim obrazt prvkit zvolené baze: vektory aq,...,a, se
zobrazi po fadé na vektory b1, ..., b,. Vzhledem k pfedpokladané distributivité
nového nasobeni a jeho zaménnosti s nasobenim realnymi ¢isly je tim defino-
van obraz libovolného vektoru uvazovaného prostoru. Pokud se navic pfi daném
endomorfismu () zobrazuje baze na bazi, lze zavést inverzni zobrazeni %

V nésledujicim tvrzeni je dokdzano, Zze dva endomorfismy (a téz jejich
linedrni kombinace) se rovnaji, shoduji-li se na vektorech néjaké baze.

378. Zwei Briiche oder Vielfachensummen von Brichen, welche mit n in
keiner Zahlbeziehung zu einander stehenden Grossen erster Stufe multiplicirt,
Gleiches liefern, sind einander gleich, vorausgesetzt, dass n die Stufe des Haupt-
gebietes ist. ([Grassmann, 1862], str. 242)

V diikazu tohoto tvrzeni se objevil vztah, ktery ukazuje, ze linearitu autor
predpokladal: pro z = z1a1 + ... xpa, je

Qr = Q(r1a1 + ... Tpay) = v1Qa1 + ... z,Qay, .
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Nasledujici véta dokumentuje vhodnost zavedeného oznaceni. Pii utvoreni
linearni kombinace uvazovanych endomorfismi, které jsou ,, pfevedeny na spo-
le¢ného jmenovatele“, se stejnd linedrni kombinace provede na jednotlivé
Citatele.

379. Einen Bruch multiplicirt man mit einer Zahl, indem man jeden Zdhler
mit dieser Zahl multiplicirt, und Briiche von gleichen Nennern addirt man,
indem man die entsprechenden Zahler addirt, wobei die Nenner in beiden
Fillen ungedandert bleiben, d. h., beides zusammengefasst,

bl7 bg,... C1, C2,...
+

+...

ai, ag, ... ai, ag,...

(Bbr +ve1 +...), (Bba+yca +...), ...

a1 , a2 goee

([Grassmann, 1862], str. 242)

V dalsi vété nachazime transformaci symbolického vyjadieni endomorfismu,

kterd odpovida zméné baze. Kazda linedrni kombinace vektort baze a1, ..., ay,
se zobrazi na linearni kombinaci obraz vektort ai,...,a, se stejnymi koefi-
cienty.

380. Jeden Bruch kann man auf die Form bringen, dass seine Nenner
beliebige n in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grdssen erster Stufe
sind (wo n die Stufenzahl des Hauptgebietes ist), und zwar ist

bl, bQ,... - Zalﬁaba,Zagﬁaba,...
a1, G2,... Y. 01,q0q,Y, 02,q0q,. .-
wenn Y 01,q0a, Y, O¥2,q0q, - .- N in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende

Grdssen, und o, s Zahlen sind. ([Grassmann, 1862], str. 243)

H. Grassmann vzapéti obratil pozornost k vyjadieni endomorfismt vzhle-
dem k zakladnim jednotkdm ei, es,...e,. Zavedl n? endomorfismi E, ,
r,s = 1,...n, které zobrazuji r-ty vektor baze na s-ty a ostatni na nulovy
vektor. Ukazal, ze kazdy endomorfismus lze vyjadrit linearni kombinaci téchto
specialnich endomorfismu, jez jsou navic linearné nezavislé. Tvori tedy béazi
vektorového prostoru vSech endomorfismi uvaZzovaného prostoru. Dnes tento
fakt vyjadiujeme vétsinou v maticové podobé.

381. Wenn ey, e2,... e, die urspringlichen Einheiten sind, und mit E, ,
der Kiirze wegen der Bruch bezeichnet wird, dessen Nenner die urspringlichen
FEinheiten sind, und von dessen Zdhlern derjenige, welcher dem Nenner e,
entspricht, gleich es ist, wahrend alle ubrigen Zahler desselben null sind, d. h.
wenn

E,se,=¢5 und E,. e, =0 [t#7]

ist, so lassen sich die n?> Ausdriicke, welche aus E, s hervorgehen, indem man
statt r und s nach und nach beliebige der Zahlen 1...n setzt, als Brucheinheiten
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setzen, d. h. es lassen sich alle Briiche aus ithnen numerisch ableiten, wahrend
ste selbst in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, und zwar ist

D1 p€h; D 2l
= § aa,bEa,b .

€1 €2

([Grassmann, 1862], str. 244)

382. Jeder Bruch ldsst sich als Lickenausdruck mit einfacher Licke dar-
stellen, und zwar ist, wenn die Nenner ay,...a, ein einfaches Normalsystem

bilden,
by, bo,...

ai, ag,...

([Grassmann, 1862], str. 245)

= [l|a1]bs + [l|az]ba + ... .

V nasledujici vété 1ze pomérné snadno identifikovat tzv. vétu o hodnosti
a defektu endomorfismu n-rozmérného prostoru. Jedna se o endomorfismus,
ktery ma hodnost m a defekt n — m.

386. Wenn zwischen den Zdihlern eines Bruches eine Zahlbeziehung herrschi,
so lasst sich der Bruch stets auf die Form bringen, dass einer oder mehrere sei-
ner Zahler null werden, und zwischen den tbrigen Zdihlern keine Zahlbeziehung
stattfinde; und zwar wenn ey, ...e, die Nenner, ay,...a, die Zdihler des Bru-
ches Q sind, und zwischen a1, ...a., keine Zahlbeziehung stattfindet, aber die
ubrigen n — m Zdhler aus ithnen numerisch ableitbar sind, so dass

Am4r = Q107 + Q202 + ... Q. m Am,

ist, so 1St
ai,...Qm, 0, 0, ..., 0

Q= , wWo

€1y CmyCm+1,Cm+2,--.,Cn

Cmtr = Q161 + Qr2e2 + ... Qrm€m — Emtr , d. A
€1,...€6m

= ———Qm+r — Cm+r
A1y...0m

ist. Und alle aus cpy1, ... ¢, numerisch ableitbaren Gréossen, aber auch keine
andern geben mit Q multiplicirt, null. ([Grassmann, 1862], str. 249)

Pojem vlastniho ¢isla a pfislusného podprostoru vlastnich vektoru zavedl
H. Grassmann velmi srozumitelnym zptsobem.

387. Erklirung. Wenn ein Bruch Q mit einer von Null verschiedenen
Grasse erster Stufe multiplicirt ein Vielfaches dieser Grosse, etwa das p-fache
derselben liefert, so dass also

Qu = ox

ist, so nenne ich den Koefficienten o (mag o nun reell oder imagindr sein) eine
Hauptzahl des Bruches Q, und das Gebiet, welchem alle Grdssen x angehoren,
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welche jener Gleichung genigen, das zu der Hauptzahl o gehdrige Hauptgebiet.
([Grassmann, 1862], str. 250)

Po této definici zformuloval H. Grassmann tlohu nalézt pro dany endomor-
fismus vlastni ¢isla a pfislusné podprostory vlastnich vektort:

388. Aufgabe. Die Hauptzahlen und die zugehdrigen Hauptgebiete eines
Bruches zu finden. ([Grassmann, 1862], str. 250)

Tuto tlohu vyftesil a poté vyslovil tvrzeni, které se dodnes objevuje v uceb-
nicich linearni algebry.

389. Wenn die n Hauptzahlen o1, ...0n eines Bruches @) alle von einander
verschieden sind, so sind die n zugehérigen Hauptgebiete alle von erster Stufe
und stehen in keiner Zahlbezichung zu einander. ([Grassmann, 1862], str. 252)

Po provedeni dikazu H. Grassmann zformuloval a fesil dalsi tlohu — pfipad
vicendsobnych vlastnich cisel.

Grassmannova monografie je velmi bohata na ideje. Jako posledni priklad
uvedme jedno tvrzeni, v némz se objevi samoadjungovany operéator.

391. Wenn ein Bruch @ die Figenschaft hat, dass fiir beliebige von Null
verschiedene Gréssen erster Stufe a und b

(a) [Qalb] = [Qbla] und [Qala] #0
ist, so lassen sich stets n in keiner Zahlbeziehung zu einander stehende Grdssen
erster Stufe c1,...c, von der Art finden, dass

(b) [Qcrles] =0
ist, sobald r wvon s wverschieden ist. Ferner sind dann die n Hauptzahlen
des Bruches @ alle reell, und unter ihnen so viel positive, als es unter den
Produkten

(c) [Qeiler], ... [Qenlen]
positive giebt. Endlich lassen sich stets n zu einander normale Grdssen
e,... e, von der Art finden, dass jede derselben mit QQ multiplicirt ein
Vielfaches derselben liefert, also

(d) Qe = ore,, wo

(e) [er|es] =0
fir jedes von r verschiedene s. ([Grassmann, 1862], str. 259-260)

Myslenky, které rozvijel v pfedchozich partiich své knihy, H. Grassmann
v dalsim textu tspésné vyuzival ke studiu nejriznéjsich otazek matematické
analyzy. Jiz v uvodu patého paragrafu Die Funktionen als extensive Griossen
zavedl linedrni kombinace funkci, linearné nezévislé funkce atd., nékteré geo-
metrické zaleZitosti popisoval analyticky. Ocitujeme zde jen dva ¢lanky:

392. Erklirung. Ich sage, eine Funktion [ sei aus einer oder mehreren
Funktionen fi1, fa,... numerisch ableitbar, wenn sich f in der Form

f=a1fitasfo+...

darstellen ldasst, wo a1, e, ... Zahlgrossen ausdriicken, die entweder konstant
oder doch von den Variabeln der Funktionen unabhdngig sind, und wo das
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Gleichheitszeichen die Gleichheit fiir beliebige Werthe dieser letzteren Variabeln
aussagt. ([Grassmann, 1862], str. 266)

394. Erklarung. Die Funktion
2+ Bty +0
nenne ich eine einfache Kreisfunktion, die Funktion
a(z® +y?) + Bz +y +0

eine a-fache Kreisfunktion. Und wenn f(x,y) eine Kreisfunktion ist, so nenne
ich den Kreis, dessen Gleichung, bei rechtwinkligen Koordinaten,

f(z,y) =0
ist, den zu dieser Funktion gehorigen Kreis. ([Grassmann, 1862], str. 268)

Druhd, tfeti a ctvrtd kapitola druhé casti Grassmannovy knihy sméfuji
k analyze: Differentialrechnung (str. 293-308), Unendliche Reihen (str. 309—
328), Integralrechnung (str. 328-385).

vvvvvv

obsaZzené v monografii Die Ausdehnungslehre. Dokladem tohoto faktu jsou
nékteré jeho ¢lanky. Roku 1874 publikoval v ¢asopise Mathematische Annalen
pojednani Die neuere Algebra und die Ausdehnungslehre; druhy paragraf
se nazyva Grundbegriffe der Ausdehnungslehre und ihre Anwendung auf die
neuere Algebra, priCemz nazev presné vystihuje obsah této partie. O tfi
roky pozdéji zvefejnil ve stejném cCasopise clanek Die Mechanik nach den
Principien der Ausdehnungslehre. V prvnim paragrafu Begriffe und Gesetze der
Ausdehnungslehre, die hier benutzt werden sollen opét uvadi étenaie do zakladi
své teorie. Poznamenejme, Ze tivodni partie téchto dvou Grassmannovych praci
mohly podstatnou mérou pfispét k pochopeni jeho monografie. Uvodni slova
druhého Grassmannova ¢lanku zni takto:

Es giebt wohl kaum ein Gebiet, auf welchem sich die Unentbehrlichkeit der
in meiner Ausdehnungslehre (von 1844 und 1862) dargestellten Kalkils so
schlagend erwiese wie in der Mechanik. Man kann sagen, jeder einfache mecha-
nische Begriff sei zugleich ein einfacher Verknipfungsbegriff jenes Kalkils. Und
in der That hat sich mir diese ganze Rechnungsmethode, nachdem nur einmal
die erste Idee derselben erfasst war, an der Hand der Mechanik am schnellsten
und fruchtreichsten weiter entwickelt. (|[Grassmann, 1877], str. 222)

Stoji za to si uvédomit, ze tato slova H. Grassmann napsal kratce pred
smrti. Roku 1877 publikoval v ¢asopise Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik jedenactistrankovy ¢lanek Verwendung der Ausdehnungslehre fiir
die allgemeine Theorie der Polaren und den Zusammenhang algebraischer
Gebilde.
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4. Vicerozmérna geometrie

Dilezité podnéty vedouci postupné k vytvoreni pojmu vektorovy prostor
konec¢né dimenze byly rozvijeny i pii budovani vicerozmérné geometrie.

V knize Die lineale Ausdehnungslehre z roku 1844 i v jeji pfepracované
verzi z roku 1862 rozvijel H. Grassmann velmi osobitym zptsobem mysSlenky
vicerozmérné geometrie. Tyto ideje se v prvni poloviné 19. stoleti objevily
v pracich nékolika matematiki. Kazdy z nich vSak Sel svou vlastni cestou.

Roku 1843 publikoval Arthur Cayley (1821-1895) ¢lanek Chapters in the
analytical geometry of (n) dimensions, ktery ma vyrazné algebraicky charak-
ter, termin vicerozmérna geometrie je pouze v nazvu. Autor pracoval zejména
s homogennimi soustavami linearnich rovnic a s homogennimi funkcemi dru-
hého stupné zapisovanymi ve tvaru

Z(oﬁ)zi + QZ(aﬂ)zazﬁ .

Své vysledky interpretoval v zavéru prace pro pfipad ¢tyf proménnych zq,
Ta, T3, 4 na plochy druhého stupné v trojrozmérném projektivnim prostoru.
Nékteré tivahy, které mtizeme fadit do vicerozmérné geometrie, jsou obsazeny
i v Cayleyovych pracich o kvaternionech a oktévach, resp. v jeho obsdhlém
pojednani On multiple algebra z roku 1887.

William Rowan Hamilton (1805-1865) objevil roku 1843 kvaterniony. V sérii
clanka On quaternions, or On a new system of imaginaries in algebra publi-
kovanych v londynském casopise Philosophical Magazine v letech 1844 az 1850
své ideje postupné rozvijel, v rdmci teorie kvaternionti polozil mimo jiné za-
klady vektorového poc¢tu. Vysledky svého badani shrnul roku 1853 v monogra-
fii Lectures on quaternions; jeho druhd monografie, Elements of quaternions,
byla vydana az posmrtné roku 1866. V souvislosti s problematikou kvaterniont,
bikvaternionti a dalich systémuti hyperkomplexnich ¢isel postupné sililo vnimani
vicerozmérné geometrie.

Némecky matematik Julius Pliicker (1801-1868) vydal roku 1846 v Bonnu
knihu System der Geometrie des Raumes in neuer analytischer Behandlungs-
weise a v letech 1868 a 1869 v Lipsku dvoudilnou monografii Neue Geometrie
des Raumes gegrindet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement;
k prvnimu dilu napsal pfedmluvu Alfred Clebsch (1833-1872), ke druhému Felix
Christian Klein (1849-1925). Julius Pliicker vySetfoval ¢tyfrozmérnou varietu
pfimek trojrozmérného prostoru, zavedl tzv. pliickerovské soutadnice.

Svycarsky matematik Ludwig Schlifli (1814-1895) sepsal roku 1851 pro
videniskou akademii véd rozsahlé pojednani vénované vicerozmérné geometrii,
které nazval Theorie der vielfachen Kontinuitdt. Vydano bylo v Basileji roku
1901, Sest let po autorové smrti. Nékteré vysledky vsak L. Schlafli publikoval
jiz roku 1855 v praci Reduction d’un intégrale multiple qui comprend l'arc du
circle et laire du triangle sphérique comme cas particuliers v ¢asopisu Journal
de mathématiques pures et appliquées a v ¢lanku On the multiple integral ...,



349

ktery otiskl ¢asopis Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics (1858—
1860). Na Schldfliho vysledky navézal Pieter Hendrik Schoute (1846-1923)
v knize Mehrdimensionale Geometrie vydané v Lipsku v letech 1902 az 1905.

Myslenky vicerozmérné geometrie nalezneme i v pracich Bernharda Georga
Friedricha Riemanna (1826-1866), zejména v jeho slavné habilita¢ni pfednédsce
Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen pfednesené roku
1854 v Gottingen. Jeho pojem variety je obecnéjsi nez odpovidajici pojmy,
s nimiz pfisli H. Grassmann a L. Schlidfli. Podobné tvahy jako B. Riemann
zvefejnil roku 1972 A. Clebsch v praci Uber eine Fundamentalaufgabe der
Invariantentheorie. Nacrtnul v ni pojem (n — 1)-dimenziondlni variety.

F. Klein zformuloval nékteré myslenky o vicerozmérné geometrii v zave-
reCném paragrafu tzv. Erlangenského programu z roku 1872. V sedmdesatych
letech 19. stoleti se této problematice vénoval v nékolika dalsich pojednénich.

Italsky matematik Enrico Betti (1823-1892) vybudoval moderni terminologii
vicerozmérné geometrie v praci Sopra gli spazi di un numero qualunque di
dimensioni, ktera vysla v ¢asopise Annali di matematica pura ed applicata roku
1871. Psal o prostorech dimenze n, jejich podprostorech, bodech, primkéach,
soufadnicich atd. Ukazal souvislost podprostort takovéhoto prostoru a soustav
nékolika homogennich rovnic o n neznamych apod. Jeho ¢lanek zacina takto:

Siano z1, z2, . . . zn 1 variabili che possono prendere tutti i valori reali da —oo
a +o0o. Il campo n wvolte infinito dei sistemi di valori di queste variabili lo
diremo uno spazio di n dimensioni e lo denoteremo con S,. Un sistema
(29,29,...,29) determinera un punto Lo di questo spazio, e 29,28, ..., 20 si
diranno le coordinate di questo punto.

Un sistema di m equazioni determinera un campo dei sistemi di valori
di m — m wvariabili indipendenti, che sard uno spazio Sp_,, di altrettante
dimensioni, contenuto in Sy,. Uno spazio di una sola dimensione che forma
una semplice continuita lo chiameremo una linea.

Sia:

F(z1,22,...,2n) =0

la equazione di uno spazio Sy,—1 di n—1 dimensioni. Se la funzione F' é continua
e ad un sol valore per tutti i valori reali delle coordinate, lo spazio S,—1 in
generale separera Sy, in due regioni, in una delle quali sara F < 0, e nell’altra
F >0 ... (Opere II., str. 273)

Bettiho terminologii pfijal roku 1872 Camille Jordan (1838-1922) ve dvou
pracich stejného nazvu — Essai sur la géométrie a n dimensions.

5. Ohlasy Grassmannovych matematickych praci

Grassmannova Die lineale Ausdehnungslehre z roku 1844 ani jeji prepraco-
vana verze Die Ausdehnungslehre z roku 1862 nemély velky ohlas. Teprve do-
datecné byly nalezeny nékteré reakce Grassmannovych soucasnikt. Velmi zaji-
mavé je napf. vyména nazortt mezi Ernstem Friedrichem Apeltem (1812-1859),
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profesorem filozofie v Jené, a Augustem Ferdinandem Md&biem. E. F. Apelt dne
3. zaf1 1845 napsal A. F. Mdobiovi:

Haben Sie denn GrafSmanns wunderliche Ausdehnungslehre gelesen? Ich
kenne sie nur aus Grunerts Archiv, aber mir scheint eine falsche Philosophie
der Mathematik zu Grunde liegen. Der wesentliche Charakter der mathema-
tischen Erkenntnis, die Anschaulichkeit, scheint darin ganz verbannt zu sein.
So eine abstrakte Ausdehnungslehre, wie er sucht, kénnte sich nur aus Begriffen
entwickeln lassen. Aber die Quelle der mathematischen Erkenntnis liegt nicht
in Begriffen sondern in der Anschauung.

(Werke I11.2, str. 101; anglicky pteklad viz [Lewis, 1977], str. 108)

A. F. Mobius odpovédél E. F. Apeltovi az 5. ledna 1846:

Sie fragen mich, ob ich Grafimanns Ausdehnungslehre gelesen habe. Hierauf
erwiedere ich, dafi der Verfasser selbst mir mit seinem Werke ein Geschenk
gemacht hat, daff ich mehrmals angesetzt habe, es zu studieren, niemals aber
weit Gber die ersten Bldtter hinausgekommen bin, da es, wie Sie selbst bereits
bemerkt haben, sich zu sehr von aller Anschaulichkeit, dem wesentlichen Cha-
rakter der mathematischen Erkenntnis, fern hdlt. Indessen bin ich doch beim
Durchblittern des Buches auf Mehreres gestofien, auf Begriffserweiterungen,
Verallgemeinerungen, oder wie Sie es nennen wollen, von denen ich glaube, daf
sie fur die Mathematik selbst, insbesondere fiir die systematische Darstellung
threr Elemente, recht einflufireich werden kénnen. Dahin gehért namentlich die
Addition und die Multiplikation von Linien, wenn man an letzteren nicht blofi
thre Langen sondern auch thre Richtungen bericksichtigt.

(Werke IIT1.2, str. 101)

Zacatkem padesatych let 19. stoleti se nékolikrat zminil o Grassmannoveé
dile W. R. Hamilton ve svych dopisech Augustu de Morganovi (1806-1871).
Byl patrné prvnim vyznamnym matematikem, ktery se o H. Grassmannovi
vyjadril s takovou tctou:

. a very original work ... will perhaps set up in rivalship with mine.
(26. Fijna 1852)
I have recently been reading ... more than a hundred pages of Grassmann’s

Ausdehnungslehre, with great admiration and interest. Previously I had only
the most slight and general knowledge of the book, and thought that it would
require me to learn to smoke in order to read it. If I could hope to be put in
rivalship with DesCartes on the one hand, and with Grassmann on the other,

my scientific ambition would be fulfilled! (31. ledna 1853)

Grassmann is a great and most German genius. (2. inora 1853)

([Flament, 1992], str. 207)

O Grassmannovych vysledcich napsal W. R. Hamilton roku 1853 i v pfed-
mluvé své monografie Lectures on Quaternions.

Roku 1860 se o H. Grassmannovi pochvalné zminil Luigi Cremona (1830—
1903) v kratké poznamce Solution des questions 494 et 499, méthode Grass-
mann et proprieté de la cubique gauche uverejnéné v casopise Nouvelle Annales
de mathématiques.
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Roku 1867 se o Grassmannovych vysledcich s uznanim vyjadfil némecky
matematik Hermann Hankel (1839-1873). Na nékolika mistech své knihy
Theorie der complexen Zahlensysteme insbesondere der gemeinen imagindaren
Zahlen und der Hamiltonschen Quaternionen velmi pozitivné reagoval na
Grassmannovy vysledky. Znal patrné velmi dobfe obé Grassmannovy knihy.

Erst H. Grassmann hat diesen Gedanken mit wahrhaft philosophischem Gei-
ste ergriffen und von einem umfassenden Gesichtspunkte aus betrachtet. In sei-
ner ,Linealen Ausdehnungslehre ein neuer Zweig der Mathematik® 1844 hat er
auf ihn eine Wissenschaft gegrindet, welche sich ganz allgemein mit abstracten,
extensiven, stetigen Grossen, als deren concrete Bilder die raumlichen Figuren
(Strecken, Flachen, Korperrdume) erscheinen, und mit deren Verknipfung,
beschdftigt. Die rein formalen Verkniipfungsgesetze, die man mach dem her-
gebrachten Ausdrucke arithmetische Operationen nennt, finden hier ihr rea-
les, aber abstractes Substrat, und, wenn man sie geometrisch veranschau-
licht, ihre concrete reale Bedeutung. Die schonen in diesem Werke nieder-
gelegten Ideen haben eine weitere Ausbildung und Verwendung erhalten in
Grassmann’s Leipziger Preisschrift ,Geometrische Analyse ...« 1847 und in
seiner ,Ausdehnungslehre* von 1862. ... ([Hankel, 1867], str. 16)

Gleichzeitig hat in Deutschland H. Grassmann ... im Raume oder uberhaupt
in einem Gebiete, welches aus mehreren von einander unabhdngigen steti-
gen Elementaranderungen besteht, Operationen vorgenommen, welche in al-
gebraischer Fassung Additionen und Multiplicationen complexer Zahlen dar-
stellen, und hat deren Natur in sehr allgemeiner und eingehender Weise un-
tersucht. ([Hankel, 1867], str. 105)

Schon in der ,Ausdehnungslehre“ Grassmann’s von 1844 findet sich das
System der alternirenden Zahlen und Operationen, allerdings in einer sehr
abstracten und schwer verstindlichen Darstellung. ([Hankel, 1867], str. 140)

H. Grassmann napsal v 1ét€ roku 1877 v pfedmluvé ke druhému vydani knihy
Die lineale Ausdehnungslehre tato slova:

FEs war zuerst Hermann Hankel, welcher in seiner ,Theorie der com-
plexen Zahlensysteme, Leipzig 1867¢ die fundamentale Bedeutung meiner Aus-
dehnungslehre betonte ... ([Grassmann, 1878], str. xvi)

H. Grassmann poslal roku 1869 svého syna Justa studovat matematiku
do Gottingen. Justus dorucil dva exemplafe knihy Die Ausdehnungslehre
A. Clebschovi a Moritzi Abrahamu Sternovi (1807-1894). Tak byli upozornéni
na Grassmannovy mySlenky matematici Clebschova okruhu: Alexander Brill
(1842-1935), Paul Gordan (1837-1912), Olan Henrici (1840-1918), Felix Klein,
Ferdinand Lindemann (1852-1939), Jakob Liiroth (1844-1910), Max Noether
(1844-1921), Eduard Study (1862-1930) a Aurel Vo3 (1845-1931).

A. Clebsch, ktery jiz v té dobé znal Pliickerovy a Riemannovy prace, reagoval
roku 1872 na myslenky Grassmannovy knihy v ¢lanku Zum Geddchinis an
Julius Plicker.

Gymnazialni profesor Victor Schlegel (1843-1905), ktery byl v letech 1866
az 1868 Grassmannovym kolegou na Stétinském gymnéziu a pozdéji pusobil
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na gymnaziu ve Waren, byl velkjm Grassmannovym pfiznivcem. Byl prvnim
1872 a 1875 vydal u Teubnera v Lipsku dvoudilnou monografii, v jejimz nazvu
se objevilo jak Grassmannovo jméno, tak nazev jeho stézejniho dila — System
der Raumlehre nach den Prinzipien der Grassmann’schen Ausdehnungslehre
und als Einleitung in dieselbe, a pripsal ji pravé H. Grassmannovi jako
tvirci Ausdehnungslehre. Snazil se Grassmannovy ideje predkladat ¢tenafam
v jednodussi a srozumitelnéjsi formé. Prvni dil Schlegelovy knihy je nazvan
Geometrie. Die Gebiete des Punktes, der Geraden, der Ebene, druhy dil Die
elemente der modernen Geometrie und Algebra. Ani Schlegelova kniha nebyla
prilis ispésna.

Vyznamny némecky matematik F. Klein byl s Grassmannovymi vysledky
seznamen jiz zacatkem sedmdesatych let 19. stoleti. Roku 1872 se v tzv. Er-
langenském programu — Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische
Forschungen — na nékolika mistech o H. Grassmannovi zminil.

Die Vorstellungsweise, welche das Element der beliebig ausgedehnten Man-
nigfaltigkeit als ein Analogon zum Punkte des Raumes betrachtet, ist wohl
zuerst von Grafimann in seiner Ausdehnungslehre (1844) entwickelt worden.
Bei ihm ist der Gedanke vollig frei von der erwdhnten Vorstellung von der
Natur des Raumes; letztere geht auf gelegentliche Bemerkungen von Gaufl
zuriick und wurde durch Riemanns Untersuchungen iber mehrfach ausgedehnte
Mannigfaltigkeiten, in welche sie mit eingeflochten ist, in weiteren Kreisen
bekannt.

Beide Auffassungsweisen — die Graf$imannsche wie die Pliickersche — haben
thre eigentimlichen Vorzige; man verwendet sie beide, zwischen ihnen ab-
wechselnd, mit Vorteil. (Abhandlungen 1., str. 492)

Kratce po Grassmannové smrti napsal jeho velky ctitel V. Schlegel pojed-
nani Hermann Grassmann: Sein Leben und seine Werke; bylo publikovano
v kvétnu roku 1878 v nakladatelstvi Brockhaus v Lipsku. V nasledujicim roce
vysel v Casopise Mathematische Annalen obsahly ¢lanek Hermann Grassmann.
Sein Leben und seine mathematisch-physikalischen Arbeiten, jehoz autory byli
Friedrich Otto Rudolf Sturm (1841-1919), Ernst Schroder (1841-1902) a Leon-
hard Sohncke (1842-1897).12 V zavéru jejich ¢lanku byl na tfech stranich otis-
tén seznam Grassmannovych kniznich i asopiseckych praci (matematickych,
fyzikalnich, jazykovédnych a ostatnich).

Zduraznéme, ze béhem Grassmannova zivota se neobjevily témér zadné
¢lanky a knihy, které by na jeho matematické myslenky vyraznéji reagovaly;
Schlegelovy vysSe zminéné prace byly vyjimkou. Po Grassmannové smrti se vSak
situace vyrazné zmeénila, na prelomu sedmdesatych a osmdesatych let zajem
o Grassmannovo dilo vyrazné narostl. Lze Tici, Ze tento zajem trva vice méné
dodnes.

12V roce 1844, kdy vysla Grassmannova kniha Die lineale Ausdehnungslehre, jim byly
dva az t¥i roky!
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Roku 1878 reagoval na nékteré Grassmannovy myslenky W. K. Clifford
(1845-1879) v ¢lanku Applications of Grassmann’s extensive algebra, v némz
mé sviuj puvod tzv. Cliffordova algebra. O Grassmannové knize se vyjadril
takto:

... Until recently I was unacquainted with the Ausdehnungslehre, and knew
only so much of it as is contained in the author’s geometrical papers in Crelle’s
Journal and in Hankel’s Lectures on Complex Numbers. I may, perhaps,
therefore be permitted to express my profound admiration of that extraordinary
work, and my conviction that is principles will exercise a vast influence upon
the future of mathematical science. (Papers, str. 266)

Roku 1881 vysel v ¢asopise The Analyst ¢lanek A brief account of the essen-
tial features of Grassmann’s extensive algebra. Jednd se o preklad Grassman-
nova ¢lanku Kurze Uebersicht tiber das Wesen der Ausdehnungslehre publiko-
vaného roku 1845 v ¢asopise Archiv der Mathematik und Physik; prekladatelem
byl W. W. Beman. O rok pozdéji publikoval Homersham Cox (1821-1897) v ¢a-
sopise Cambridge Philosophical Transactions sedmdesatistrankovy ¢lanek On
the application of quaternions and Grassmann’s Ausdehnungslehre to different
kinds of uniform space, v némz vénoval velkou pozornost problematice vnéj-
§tho soudinu. H. Cox rozpracovaval podnéty z Grassmannova dila i v dalsich
pracich.'?

Roku 1883 publikoval Rudolf Mehmke (1857-1944) v ¢asopise Mathema-
tische Annalen praci Ueber die Bestimmung von Trdgheitsmomenten mit
Hiilfe Grassmann’scher Methoden.'* V tivodu prace ocenil piistup zalozeny na
Grassmannovych myslenkach:

Bei der rechnerischen Auswerthung des Tragheitsmomentes von materiellen
Flichen und Korpern bediente man sich bis jetzt meines Wissens ausschliess-
lich der gewdhnlichen Coordinatenmethoden. Es scheint ndmlich der Anwen-
dung neuerer Hilfsmittel — ich habe besonders die Mébius-Grassmann’schen
Methoden im Auge — die weitverbreitete Ansicht entgegenzustehen, dass derar-
tige ,symbolische“ Methoden wohl bisweilen zur Ableitung ,allgemeiner® Re-
sultate geeignet seien, dass man jedoch bei speciellen Problemen, namentlich
metrischer Natur, am besten thun, zu den altgewohnten Coordinatenmethoden
seine Zuflucht zu nehmen. Im Laufe einer letzten Winter gehaltenen Vorle-
sung tber ,Anwendung der Grassmann’schen Ausdehnungslehre auf Mechanik*
habe ich mich nun tberzeugt, dass die Methoden der Ausdehnungslehre, wie auf
allen ibrigen Gebieten der Mechanik, so auch bei der Bestimmung von Schwer-
punkten, Tragheitsmomenten u. s. w. mit grosstem Vortheil verwendet werden

konnen. ([Mehmke, 1883], str. 143)

Roku 1885 publikoval Leopold Schendel knizku Grundziige der Algebra nach
Grassmannschen Prinzipien.

13 Nap#. roku 1891 v &lanku Application of Grassmann’s Ausdehnungslehre to properties
of circles.

14 Poznamenejme, 7e R. Mehmke promoval roku 1880 v Tiibingen u Paula Du Bois-
Reymonda (1831-1889) s praci Anwendung der Grassmann’schen Ausdehnungslehre auf die
Geometrie der Kreise in der Ebene.
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V zaii roku 1885 a v unoru roku 1886 vysSel ve druhém roc¢niku casopisu
Annals of Mathematics delsi, velmi zasvéceny c¢lanek Alexandera Ziweta
(1853-1928) A brief account of H. Grassmann’s geometrical theories. Autor
citoval obé verze Grassmannovy knihy Ausdehnungslehre, jeho ocenénou praci
Geometrische Analyse, gekniipft an die von Leibniz erfundene Charakteristik
z roku 1847, znal nékteré ¢asopisecky publikované Grassmannovy prace i vyse
zminény Bemanuv pfeklad z roku 1881, Schlegelovu dvoudilnou monografii
System der Raumlehre z let 1872 a 1875 a dalsi ¢etnou literaturu. Snazil se mimo
jiné postihnout Grassmanniv pohled na geometrii, dobie vnimal vzijemny
vztah Grassmannovych a Hamiltonovych vysledki.

Geometry, in Grassmann’s view, is not a branch of pure mathematics, since
it presupposes the idea of space, which does not originate in our mind but
presents itself as something in nature outside and independent of the thinking
mind. Geometry, therefore, requires certain axioms, i. e. propositions describing
the nature of space. The nature of the necessary axioms of geometry which has
lately awakened such wide interest and given rise to an extensive branch of
mathematical literature, was discussed by Grassmann as early as 1844 in so
satisfactory a manner that the most recent authors on the subject have found
hardly anything to add to Grassmann’s results. Grassmann was one of the
first to clearly establish the idea of n-dimensional space; indeed, his science
of extension may be regarded as a complete system of non-Fuclidean geometry.
([Ziwet, 1885], str. 2-3)

Grassmann’s investigations of the fundamental laws of algebra which closely
agree with the results reached by Sir William R. Hamilton are now accepted by
all modern authors on this subject. ([Ziwet, 1885], str. 4)

It is, however, in the science of rational mechanics that the application
of Grassmann’s theories and methods, in combination with those of Sir
Wm. R. Hamilton, will probably prove of the greatest importance. As a valuable
step in this direction, the reader might well be referred to the Vector Analysis of
Professor J. Willard Gibbs (New Haven, 1881-1884), were it not for the fact
that the words "not published” which appear on the title-page would seem to
exclude that work from general circulation. ([Ziwet, 1885], str. 34)

Grassmanntv syn Hermann vydal v letech 1886 az 1893 text Anwendung der
Ausdehnungslehre auf die allgemeine Theorie der Raumkurven und krummen
Flichen. Jeji prvni svazek z roku 1886 je nazvan Raumkurven, druhy svazek
z roku 1886 Krumme Flachen. Erste Hilfe, tfeti svazek z roku 1893 Krumme
Fldchen. Zweite Halfe.

Pocatkem osmdesatych let 19. stoleti se geometrickymi aplikacemi Grass-
mannovy Ausdehnungslehre inspirovali italsti matematici pusobici v Turiné.
Byli to Corrado Segre (1863-1924), Giuseppe Veronese (1854-1917), Guido
Castelnuovo (1865-1952), Federigo Enriques (1871-1946) a zejména Giuseppe
Peano (1858-1939).

C. Segre ziskal doktorat v Turiné u D’Ovidia. Seznamil se s Grassmannovymi
idejemi, cetl dokonce jeho autoreferat Kurze Uebersicht iber das Wesen der
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Ausdehnungslehre z roku 1845 otistény v Casopise Archiv der Mathematik
und Physik. Ve svych pracich zacal rozvijet mysSlenky vedouci k pojmu
vektorovy prostor. Roku 1884 publikoval dvé obsahlé prace (dohromady pies
150 stran), které na sebe bezprostfedné navazaly: Studio sulle quadriche in uno
spazio lineare ad un numero qualunque di dimenzioni a Sulla geometria della
retta e delle sue serie quadratiche. Myslenku n-rozmérného prostoru rozvijel
i v dalsich pracich, napf. v pojednanich Su alcuni indirizzi nelle investigazioni
geometriche z roku 1891 a Introduzione alla geometria sopra un ente algebrico
semplicemente infinito z roku 1894.

Na Grassmannovu knihu Die lineale Ausdehnungslehre viraznym zptisobem
reagoval roku 1888 G. Peano. V knize Calcolo geometrico secondo I’Ausdeh-
nungslehre di H. Grassmann preceduto dalle operazioni della logica deduttiva
se snazil Grassmannovy myslenky propagovat a $ifit. Zjednodusil je a zmo-
dernizoval, na druhé strané vsSak zcela vypustil nékterd dilezita tvrzeni, ktera
dnes fadime k zakladtm teorie vektorovych prostori (problematika Steinitzovy
véty, véta o dimenzich spojeni a priniku apod.).

G. Peano publikoval roku 1891 prehled literatury reagujici na Grassmannovy
myslenky. P¥ekvapivé je, Ze zde necitoval C. Segreho.!®

Roku 1890 vydal Edward Wyllys Hyde (1843-1930), profesor matematiky
na univerzité v Cincinnati, knihu The directional calculus based upon the
methods of Hermann Grassmann. Snazil se seznamit s Grassmannovymi idejemi
americké ¢tendfe. Byl patrné prvnim Ameri¢anem, ktery je odvazné ptijal.
O ¢tyfti roky pozdéji publikoval v ¢asopise Annals of Mathematics kratky ¢lanek
The screw as a unit in a Grassmannian system of the sixth order.

Roku 1891 vysel v cCasopise Nature kratky clanek nazvany Quaternions
and Ausdehnungslehre, v némz byly srovniny Hamiltonovy a Grassmannovy

myslenky. Jeho autorem byl Josiah Willard Gibbs (1839-1903).

Alexander Ziwet se o Grassmannovo dilo zajimal i pozdéji. Roku 1891 publi-
koval v ¢asopise Annals of Mathematics ¢lanek Two new works on Grassmann’s
geometrical calculus. Reagoval jednak na Peanovo Calcolo geometrico z roku
1888, jednak na Hydeovu monografii The Directional Calculus. O Hydeoveé knize
napsal:

Prof. Hyde’s Directional Calculus may be recommended to all students of the
higher mathematics as admirably suited to serve as a first introduction to the
study of Grassmann’s methods as applied to geometry. ([Ziwet, 1891], str. 14)

Grassmanniv mladsi bratr Robert publikoval roku 1891 ve svém naklada-
telstvi ve Stétiné knizku Die Ausdehnungslehre oder die Wissenschaft von den
extensiven Gréssen in strenger Formelentwicklung.'® Snazil se propagovat a po-

15 Viz C. F. Manara, M. Spoglianti: Le idee di iperspazio. Una dimenticata polemica tra
G. Peano, C. Segre e G. Veronese, Memorie dell’Accademia Nazionale di Scienze, Lettere
e Arti di Modena 19(1977), 109-129.

16 Na druhém titulnim listé je mirné modifikovany nazev Die Ausdehnungslehre oder die
Wissenschaft von den extensiven Grossen der niedere Zweig der Synthese. Dritter Zweig der
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pularizovat myslenky svého bratra. V pfedmluvé jsou nékteré zajimavé infor-
mace o vzniku a vyvoji ideji obsazenych v Ausdehnungslehre a o jejich dalsim
osudu. Je moZné, Ze nékteré informace prevzal R. Grassmann z Peanova spisu
Calcolo geometrico vydaného roku 1888.

Die Geschichte der Ausdehnungslehre oder der Wissenschaft von den ez-
tensiven Graésen ist eine sehr kurze.

Die Idee derselben ist zuerst um 1700 n. Chr. von Leibniz angeregt. ... Nach
Leibniz hat diese Idee lange geruht. ...

. Zwar hat ,Mébius barycentrischer Kalkiul® Leipzig 1827 die Addition
der Punkte und Bellavitis in ,Annali delle scienze de regno Lombardo-Veneto*
1885 und 1837 die geometrische Addition der Strecken, sowie unabhéingig
von ihm auch ,Mébius Mechanik des Himmels, Leipzig 1843% gleichfalls
die geometrische Addition der Strecken gelehrt. Aber alle diese Versuche
blieben doch nur vereinzelt und kamen nicht zu einer allgemeinen Auffassung
der Sache, sondern blieben nur in einzelnen geometrischen Betrachtungen
befangen.

Der erste, der die Idee der Ausdehnungslehre als eines meuen Zweiges der
reinen Mathematik aufgefasst und ausgebildet hat, ist mein Bruder Hermann
Grassmann gewesen. Derselbe machte im Winter 1839 bis 1840 eine grose Ar-
beit iber die Ebbe und Flut, studirte dazu Lagrange mécanique analytique und
Laplace mécanique céleste, versuchte bei diesen Arbeiten die Sache durch Addi-
tion bez. Multiplikation der Bewegungen zu vereinfachen, und kam so zundchst
zu einer Reihe von Gesetzen iber Addition und Multiplikation von Strecken bez.
Bewegungen. Er verfolgte die Sache in den folgenden Jahren weiter und gab
»Die lineale Ausdehnungslehre“ Leipzig 1844 heraus. In diesem Werke geht er
noch vorwiegend von geometrischen Grésen, bez. statischen Momenten aus und
sucht daraus die Gesetze der neuen Wissenschaft zu gewinnen. Auch die Preis-
schrift ,,Geometrische Analyse, gekniipft an die von Leibniz erfundene Charak-
teristik“ Leipzig 1847 steht noch ganz auf diesem Standpunkte. Am 15. Septem-
ber 1845 lehrte nun auch Saint-Venant in Paris, ohne das Werk des Bruders
zu kennen, die geometrische Multiplikation der Strecken in ,,Comptes Rendus®
Paris 1845, Tom. 21, S. 620 ff. Der Bruder sandte daher zwei Exemplare seines
Werkes an Cauchy in Paris, eins fir Cauchy, eins fir Saint-Venant; der Emp-
fang der Bicher ist bestatigt. Cauchy hat dadurch angeregt, ahnliche Betrach-
tungen angestellt und demndchst ,Comptes rendus® Paris 1853 eine Methode
verdffentlicht, um vermittels gewisser symbolischer Grésen, welche er clefs al-
gébriques nennt, algebraische Gleichungen und verwandte Probleme zu losen;
eine Methode, welche genau mit der in H. Grassmann Ausdehnungslehre von
1844 (§ 45, 46 und 93) dargestellten tbereinstimmt. Er ist dabei offenbar in
dem Glauben gewesen, dass diese Methode von ihm herrihre, indem er verges-

Formenlehre oder Mathematik.

Poznamenejme, ze R. Grassmann vydal roku 1872 v Sesti seSitech knizku Die Formenlehre
oder Mathematik (reprint byl vydan r. 1966) a navazujici svazky Die Denklehre (1875),
Das Weltleben oder die Metaphysik (1881), Das Gebdude des Wissens. Die Wissenslehre
oder die Philosophie. Das Verstandeswissen oder das formale Wissen, umfassend die auf
die Philosophie vorbereitenden Wissenschaften (1890).
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sen hatte, woher er die Anrequng zu dieser Methode erhalten hatte. Der Bruder
glaubte es der Sache schuldig zu sein, dass er eine Prioritdts-Reklamation an
die Pariser Akademie sende; dieselbe ist, wie die ,,Comptes rendus Tom. 38,
S. 741% berichten, im April 1854 einer Kommission zur Prijfung und Berichter-
stattung tbergeben; allein weder Cauchy, noch diese Kommission haben ein
Wort dariber verlauten lassen. Es ist die Prioritat des Bruders also unzwei-

felhaft. ([R. Grassmann, 1891], str. iii-iv)

Roku 1892 publikoval Emmanuel Carvallo (1856-1945) v ¢asopise Nouvelle
Annales de Mathématiques t¥icetistrankovy ¢lanek La méthode de Grassmann,
v némz podal vyklad nékterych Grassmannovych postupt aplikovanych na
trojrozmérnou geometrii.

Ve stejném roce vysla v Casopise Monatshefte fiir Mathematik und Physik
prvni ¢ast prace Emila A. Miillera Die Kugelgeometrie nach den Principien der
Grassmann’schen Ausdehnungslehre; druhd ¢ast byla otiSténa ve stejném ¢aso-
pise v nasledujicim roce. V nasledujicich letech sepsal E. A. Miiller dalsi ¢lanky
inspirované Grassmannovou monografii: Anwendungen der Grassmann’schen
Methoden auf die Theorie der Curven und Flichen zweiten Grades (1895),
Die Geometrie der Punktepaare und Kreise im Raume nach Grassmann’schen
Principien (1896), Beweis einiger Determinantensdtze mittels der Grassmann’-
schen Ausdehnungslehre (1897). Nékolik jeho obdobné zaméfenych (i nazva-
nych) praci bylo vydano v letech 1898 az 1914.

Roku 1892 publikoval R. Mehmke v ¢asopise Rivista matematica dvé prace,
v nichZ bezprostfedné reagoval na Grassmannovy ideje: Ueber eine allgemei-
ne Construction der Krimmungsmittelpunkte ebener Curven und eine neue
Begriindung der Fundamentalsitze der Flichentheorie (Fine Anwendung der
Methode von Grassmann) a Ueber die Aenderung der Hauptkrimmungen ei-
ner Flache bei einer beliebigen Berihrungstransformation (Eine Anwendung
der Methode von Grassmann) a v ¢asopise Zeitschrift der Mathematik und Phy-
sik ¢lanek Kleine Beitrdige zu den Anwendungen der Methoden von Grassmann.
O rok pozdéji vydal u Teubnera v Lipsku Ferdinand Kraft Abriss des geomet-
rischen Calcils. Nach den Werken des Professors Dr. Hermann Graffmann.

Grassmannovy sebrané spisy nazvané Gesammelte mathematische und phy-
stkalische Werke vychazely v Lipsku v letech 1894 az 1911. V prvnim svazku
prvniho dilu je Die lineale Ausdehnungslehre z roku 1844 (1.1, str. 1-319)
a Geometrische Analyse (1.1, str. 321-399), ve druhém svazku prvniho dilu
je Die Ausdehnungslehre z roku 1862 (1.2, str. 1-383), v prvnim, resp. druhém
svazku druhého dilu jsou pojednéni z geometrie a analyzy, resp. analytické
mechaniky a matematické fyziky, v prvnim svazku tietiho dilu je Theorie der
Ebbe und Flut z roku 1840 (IIL.1, str. 1-238) a pojednani z matematické
fyziky a materidly z pozistalosti, ve druhém svazku tfetiho dilu je rozsahla
Grassmannova biografie Grassmanns Leben od Friedricha Engela (1861-1941)
(II1.2, str. 1-395). Reprint Grassmannovych sebranych spisti vySel roku 1972
v New Yorku.

V. Schlegel propagoval Grassmannovy matematické myslenky a jejich vSe-
stranné vyuziti i v dalsich letech v fadé pojednéni, napt. v pracich Introduction
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aux méthodes géométriques de H. Grassmann (1892) a Die Hauptmethoden
der Grassmann’schen Ausdehnungslehre in ihrer Anwendung auf die Mechanik
dargestellt (1894). Roku 1895 publikoval v ¢asopise Zeitschrift fiir Mathematik
und Physik (Historisch-literarische Abtheilung) ¢lanek Die Grassmann’sche
Ausdehnungslehre. Fin Beitrag zur Geschichte der Mathematik in den letzten
fiinfzig Jahren. Uvedl zde 179 titult spjatych s timto dilem. Toto Schlegelovo
pojednani vyslo o rok pozdéji ve Varsavé v polském prekladu S. Dicksteina
(1851-1939).

Cesare Burali-Forti (1861-1931) vydal roku 1897 v Pafizi knihu Introduction
a la géometrie différentielle suivant la méthode de H. Grassmann, v niz navéazal
jak na H. Grassmanna, tak na G. Peana.

Alfred North Whitehead (1861-1947) vydal roku 1898 knihu A treatise on
universal algebra. Jako matematik a filozof dobfe znal a vyuZival myslenky
Grassmannova dila, jeho monografie je jimi velmi silné ovlivnéna. V tvodu
napsal:

... Accordingly after the general principles of the whole subject have been
discussed in Book I. of this volume, the remaining books of the volume
are devoted to the separate study of the Algebra of Symbolic Logic, and of
Grassmann’s Calculus of Extension, and of the ideas involved in them. ...

Thus Grassmann’s Algebra, the Calculus of Extension, is applied to
Descriptive Geometry, Line Geometry, and Metrical Geometry, both non-
Fuclidean and FEuclidean. But these sciences, as here developed, are not the
same sciences as developed by other methods, though they apply to the same
general subject-matter. ... Book IV. is devoted to the principles of the Calculus
of Extension. Book V. applies the Calculus of Extension to the theory of forces
in a Positional manifold of three dimensions. Book VI. applies the Calculus of
Extension to Non-Euclidean Geometry ... Book VII. applies the Calculus of
Extension to ordinary Euclidean Space of three dimensions.

The greatness of my obligations in this volume to Grassmann will be
understood by those who have mastered his two Ausdehnungslehres. The
technical development of the subject is inspired chiefly by his work of 1862,
but the underlying ideas follow the work of 1844. At the same time I have
tried to extend his Calculus of Extension both in its technique and in its ideas.
But this work does not profess to be a complete interpretation of Grassmann’s
investigations, and there is much valuable matter in his Ausdehnungslehres
which it has not fallen within my province to touch upon.

([Whitehead, 1898], str. v, ix, x)

Zajem o H. Grassmanna a jeho dilo silil i koncem 19. stoleti. Bylo sepsano
nékolik textd, jejichz cilem byla srozumitelnd prezentace Grassmannovych
myslenek. Takovyto ¢lanek se objevil i v Cestiné.

Stredoskolsky profesor Antonin Libicky (1854-1930), ktery piisobil na redl-
kach v Pardubicich, Litomysli, Roudnici, v Praze na Vinohradech a v Hradci
Kralové, ¢len International Association for promoting the study of Quater-
nions and allied Systems of Mathematics (od r. 1913) a propagétor teorie re-
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lativity,!” publikoval roku 1896 ve 25. ro¢niku Casopisu pro péstovani mathe-
matiky a fysiky dlouhy ¢lanek Zdkladove geometrického poctu Grassmannova.
V jeho ttvodu napsal:

Prede dvéma lety bylo tomu padesdt roki, co vysel jeden z vynikagicich spisi
mathematické literatury tohoto stoleti, nadepsany: ,Die lineale Ausdehnungs-
lehre, ein neuer Zweig der Mathematik, dargestellt von H. Grassmann.“ Jest
zndmo, jakym nepriznivym osudem toto pozoruhodné dilo bylo postiZeno; zu-
stalot po dlouhou tadu let nepoviimnuto a v odbornich casopisech, té doby
vychdzejicich, nenalézame ani stopy po tom, Ze by zdsady Grassmannem vyslo-
vené byly nalezly néjakého péstovatele a vzdélavatele. Spisovatel, domnivaje se,
Ze pricinou tohoto neuspéchu jest forma spisu, kterd jest spise filosofickd nez
mathematickd, zpracoval nauku svou r. 1862 po druhé, uziv tu formy mathe-
matikim obuyklejsi (Die Ausdehnungslehre. Vollstindig und in strenger Form
bearbeitet von H. Grassmann.). AvSak ani pak nebyla knize vénovdna pozor-
nost, které vsim pravem zasluhovala, treba Ze ta odvétvi mathematiky, jeZ s ni
uzce souvisi, jako jsou: Mobiusuv pocet barycentricky, Bellavitisova methoda
aequipollenci, Saint- Venantiv pojem geometrického soucinu a zvlasté Hamilto-
nova theorie vektoru, dochdzela ¢im ddle, tim vétsiho rozsirent a uZivani. Teprve
v nejnovejsi dobé jevi se potésitelny obrat k lepsimu, jednak tim, Ze se vyddvaji
spisy, pojedndvajici o Grassmannove Ausdehnungslehre neb o nékteré cdsti jej,
jednak tim, Ze se v odbornych casopisech castéji vyskytuji clanky, jichZ ucelem
jest, ddle vzdelavati nauku tu a ukdzati jeji prospésnost.

([Libicky, 1896], str. 187)

A. Libicky prokézal pomérné dobrou znalost literatury, jak ukazuji biblio-
grafické odkazy uvedené zejména v prvnich dvou pozndmkéich pod ¢arou.'®
V letech 1906 az 1910 publikoval na pokracovani v 35. az 39. roéniku Caso-
pisu pro péstovani mathematiky a fysiky rozsahly ¢lanek Uvod do wvektorové
analyse.'® Libického text vydala roku 1914 Jednota ¢eskych mathematiki a fy-
sikti pod nazvem Vektorovd analysis; autor ptripojil zavéreény podrobny prehled
vzorcl (36 stran), kterym pfispél k jakémusi propojeni jednotlivych ¢asti své
prace. Na obdobné téma napsal Karel Dusl (1884-1948), profesor matematiky
na ¢eské technice a na vysoké obchodni gkole v Praze, knizku Uvod do vek-
torového poctu, kterd vysla roku 1923. O ohlasu Grassmannova dila (ale téz
Bellavitisovych a Hamiltonovych mys$lenek) v pracich ¢eskych matematikd viz
[N&denik, 1996].

Poznamenejme jesté, ze Vladimir Libicky (1891-1970), syn A. Libického,

17 Viz F. Zaviska: Antonin Libicky, Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky 54(1924),
402-403.

18 A. Libicky téz ¢erpal z rukopisu profesora Véclava Lasky (1862-1943) nazvaného Die
Ausdehnungslehre, jak sam poznamenal (viz [Libicky, 1896], str. 188).

19V avodu uvedl: Vektorovd analysis, jedna z mladdich vétvi védy mathematické, pés-
tovdna byla s pocdtku hlavné ucenci anglickymi a americkymi (Hamilton, Hyde, Heaviside,
Gibbs, Wilson a j.). V Némecku, kde zdklady tohoto podtu zbudovdny byly F. Mobiusem
a H. Grassmannem, teprv od neddavna jevi se pron ¢ily zdjem, obzvlasté kdyz se ukdzalo,
jaké platné sluzby prokazuje v novéjsi nauce o elektiiné (v elektrodynamice a v theorii elek-
tronové). ([Libicky, 1906], str. 207, resp. [Libicky, 1914], str. 1)
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ktery piisobil na st¥ednich skolach v Ceskych Budé&jovicich, Pferové, Vidni, Li-
tomysli, Taboie a v Praze a pozdéji v Narodnim technickém muzeu v Praze
a na Stavebni fakulté CVUT, sepsal diserta¢ni praci Vektorovd analjza v pro-
storu ctyrrozmérném. Obh&jil ji ve stejném roce, kdy jeho otec Antonin vydal
knihu Vektorovd analysis.?°

V casopise The American Mathematical Monthly vychéazel v letech 1899 az
1900 na pokracovani ¢lanek Josepha V. Collinse An elementary exposition of
Grassmann’s ” Ausdehnungslehre,” or theory of extension. Roku 1901 byl tento
Collinstv text vydan samostatné jako utla knizka. V Gvodu autor uvedl:

Grassmann’s Ausdehnungslehre is one of the few great works of mathematics
of the 19th century. Appearing first in 1844 and rewritten in 1862, it is only
within the last decade or two that it has received a tardy recognition. One
reason for this is found in the difficulty of the subject itself, being unlike other
mathematics; and another, in the rigorous methods of presentation adopted
by the author. In the Ausdehnungslehre of 1862, following some 150 pages of
theory, the author for the first time gives the subject concrete form by applying
his method to geometry. The theoretical part is naturally the more difficult,
while the application to geometry is the more interesting. ...

An elementary exposition which will give the simpler portions of the theore-
tical part as well as the applications of the theory seems to be needed.

([Collins, 1899], str. 193)

J. V. Collins ¢erpal piimo z Grassmannovy Ausdehnungslehre z roku 1862,
vyuzil v8ak téZ vyse zminénou knihu Roberta Grassmanna z roku 1891. Témér
zddnou dalsi literaturu neuvedl. Pfipomenme, ze roku 1903 publikoval v témze
Casopise ¢lanek A general notation for vector analysis.

E. W. Hyde vydal roku 1906 v New Yorku v edici Mathematical monographs
knizku Grassmann’s space analysis, v niz opét propagoval Grassmannovy
myslenky v kontextu rovinné a prostorové geometrie a ve statice.

Roku 1909 se pfipominalo sto let od Grassmannova narozeni. V casopise
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung vysel ¢lanek F. Engela
nazvany Hermann Grafimann.?! Ve stejném roce publikoval Felix Miiller
drobny prispévek Zur Erinnerung an Hermann Grassmann; tato vzpominka
byla pfednesena v den stého vyroc¢i Grassmannova narozeni, 15. dubna 1909,
v Drézdanech. V néasledujicim roce byla publikovdna Engelova pfednaska
Hermann Grassmann prednesend 20. zafi 1909 v Salzburgu. O Hermannu
Grassmannovi a jeho matematickych vysledcich vyslo jesté v té dobé nékolik
¢lanki (E. Jahnke, C. Misebeck).

V némecké encyklopedii matematickych véd bylo otisténo roku 1911 Segreho
pojednani Mehrdimensionale Rdume. Prvni paragraf tohoto prehledového
¢lanku se nazyva Geschichtliche Einleitung. Zacina témito slovy:

20 Viz Antonin Libicky: K nedoZitym osmdesdtindm Dr. Viadimira Libického, Pokroky
matematiky, fyziky a astronomie 16(1971), 343-344.

21 Podtitul zni: Festrede zur Feier von Kaisers Geburtstag, gehalten am 27. Januar 1909
in der Aula der Universitat Greifswald. Pfipojen byl téZz Grassmannuv portrét.
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Will man die erste Begrindung der Theorie der n-fach ausgedehnten
Mannigfaltigkeiten mit einem Namen verknipfen, so wird es derjenige von
H. Grafimann sein, der in seiner Ausdehnungslehre von 1844 (wie nachher in
derjenigen von 1862) gerade diese Theorie entwickelt hat. Er nimmt nicht wei-
ter definierte) Elemente, und mit diesen erzeugt er solche Mannigfaltigkeiten.
Die Behandlung dieser erscheint als ein Zweig der reinen Mathematik, welche
die gewohnliche Geometrie umfaft (die man erhdlt, wenn man als erzeugendes
FElement den Punkt annimmt). Die Entwicklung kommt, von wenigen Ausnah-
men abgesehen, nicht uber die elementaren grundlegenden Teile hinaus ...

Das Werk Graf$manns blieb viele Jahre hindurch unbeachtet und hat daher
die Fortschritte der n-dimensionalen Geometrie nicht beeinflufst.

([EMW], dil TI1.2, str. 772-773)

Roku 1926 vénoval Grassmannovym vysledktim pozornost F. Klein v prvnim
dile své knihy Vorlesungen tber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahr-
hundert.

. sein grofles Werk, die Ausdehnungslehre, deren erste Auflage, nur die
affine Geometrie betreffend, 1844 erschien; die zweite Auflage (1861) enthdlt
dieselbe Theorie in ganzlich anderer Darstellung und unter Mitumfassung des
Metrischen. Beide Werke sind duferst schwer zuganglich, ja fast unlesbar. Das
erste deduziert aus allgemeinsten philosophischen Begriffen ohne irgendwelche
Formeln. Der zweite Teil operiert zwar mit n Koordinaten, bedient sich
aber sehr vieler neuer Termini und Algorithmen und ist in durchaus streng
systematischer euklidischer Darstellungsweise aufgebaut. Um ein Bild des
Inhalts zu geben, will ich hier versuchen, das Wesentliche in unsere Sprache zu

fassen. ([Klein, 1926], dil L., str. 175)

Zajem o H. Grassmanna trval po celé 20. stoleti, jeho dilo bylo diskuto-
vano z fady nejruznéjsich hledisek. Kratky vyklad Grassmannovych myslenek
nachéazime ve 2. vydani némecké verze Pascalova kompendia Repertorium der
hoheren Mathematik z roku 1910, a sice ve druhém a tfetim paragrafu osmé
kapitoly Geometrische ,,Rechnungsarten®, které se nazyvaji Die Quaternionen.
Vektoren. Aufere und innere Produkte (str. 155-161) a Die Grafmannsche
Punktrechnung (str. 161-167). Pfipominany jsou jeho monografie z let 1844
a 1862, jeho prace Geometrische Analyse z roku 1847, déle Schlegelovy knizky
(1875, 1878) a Peanova monografie (1888). Grassmannovy vysledky byly dany
do souvislosti s Hamiltonovymi, M&biovymi a Cliffordovymi vysledky.

Alfred Lotze (1882-1964) napsal pro némeckou matematickou encyklopedii
rozsahly ¢lanek Die GrafSmannsche Ausdehnungslehre, prislusny svazek byl
vydan roku 1923 (viz [EMW], dil III.1.2, str. 1425-1550).

Roku 1967 vydal Michael J. Crowe monografii A history of vector analysis.
The evolution of the idea of a vectorial system. Velkou pozornost vénoval
i H. Grassmannovi a jeho dilu.

Uvedme jesté dva Gryvky z élanku The tragedy of Grassmann, ktery roku
1979 publikoval J. Dieudonné:
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It is only in our time that Grassmann’s faith in the value of his ideas has
been completely vindicated by genuine applications, which have made exterior
algebra an indispensable tool of modern mathematics in ways he could not have
foreseen: first of all E. Cartan’s calculus of differential forms, which is now
the basis of Differential geometry and of the theory of Lie groups; and second
the definition of the Grassmannians as projective algebraic varieties, and the
realization that their algebraic and topological structures hold the key to many
results of differential topology and algebraic geometry. ...

And so it was that for almost 80 years the wonderful opportunities which
Grassmann’s exterior algebra might have oponed remained unsuspected. When
E. Cartan, around 1900, developed the calculus of differential forms, he very
wisely only used the exterior product, to the exclusion of the other ones; but as
his own work was little understood until 1930, it did not do much to popularize
Grassmann’s ideas. They had to wait until a proper understanding of linear
algebra, and in particular a reasonable theory of duality of vector spaces, had
given them their full power. ([Dieudonné, 1979], str. 7, 11)

Joachim Buhrow napsal roku 1993 v casopise Der Mathematikunterricht
¢lanek Hermann Grassmann — Spdte Anerkennung eines originellen Mathema-
tikers.

Matematické dilo Hermanna Grassmanna poutalo zajem po celé 20. stoleti,
ackoliv jeho knihy Die lineale Ausdehnungslehre a Die Ausdehnungslehre nebyly
prelozeny do jinych jazykd. Snad k tomu pfispéla i zna¢né komplikovana
Grassmannova némcina, zejména v jeho knize z roku 1844.

Teprve roku 1994 vysel kvalitni francouzsky preklad Grassmannovy knihy
Die lineale Ausdehnungslehre z roku 1844 pod nazvem La science de la grandeur
extensive. La ”Lineale Ausdehnungslehre”. Vydali jej Dominique Flament
a Bernd Bekemeier, ktefi téz pripojili zasvéceny tvod o H. Grassmannovi a jeho
dile; jejich preklad jesté revidoval Eberhard Knobloch (nar. 1943).

O rok pozdéji vysel anglicky pfeklad této Grassmannovy knihy pod nazvem
A new branch of mathematics. The ’Ausdehnungslehre’ of 1844, and other
works. Autorem piekladu je Lloyd C. Kannenberg (nar. 1924), tvod na-
psal Albert C. Lewis. Prekladatel do této knihy zafadil nékolik ptekladu
Grassmannovych praci, v nichZ jsou myslenky jeho teorie pouzity pii zkou-
mani Hamiltonovych kvaterniont a pfi feseni ruznych otazek elektrodynamiky
a mechaniky; zvI4$t uZitecné je otisténi prekladu Grassmannova pojedndni
Kurze Uebersicht iber das Wesen der Ausdehnungslehre. Rovnéz je zde preklad
Leibnizova dopisu Christiaanu Huygensovi (1629-1695) z roku 1679 obsahujici
ranou formulaci myslenky, kterd byla rozvijena v letech 1823 az 1844 v pracich
G. Bellavitise, A. F. Mébia, W. R. Hamiltona, H. Grassmanna a pozdé&ji
G. Peana — vybudovani jakéhosi geometrického poctu.

Roku 2000 vysel anglicky preklad Grassmannovy knihy Die Ausdehnungs-
lehre z roku 1862 pod nazvem FEztension theory. Jeho autorem je opét
L. C. Kannenberg.??

22 Recenze prekladit Grassmannovych knih viz Historia Mathematica 32(2005), 100-106.
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Roku 1994 byla v nakladatelstvi Wissenschaftsverlag (Mannheim, Leipzig,
Wien, Ziirich) vydana monografie A. Zaddacha nazvand Grassmanns Algebra
in der Geometrie. Mit Seitenblicken auf verwandte Strukturen, ktera obsahuje

kromé matematickych pasazi Cetné informace z historie matematiky a fadu
bibliografickych odkaza.

V kvétnu roku 1994 se konala na Rujané velkd konference ke 150. vy-
ro¢i vydani Grassmannovy monografie Die lineale Ausdehnungslehre, hlavnim
organizatorem této akce byl Gert Schubring. Roku 1995 vySel sbornik Her-
mann Grafimann. Werk und Wirkung. Internationale Fachtagung anlaflich
des 150. Jahrestages des ersten Erscheinens der linealen Ausdehnungslehre”
(Greifswald), jehozeditorem byl Peter Schreiber (viz [Schreiber, 1995]). Dalsi
sbornik z této konference vysel roku 1996 v nakladatelstvi Kluwer Academic
Publisher v edici Boston Studies in the Philosophy of Science pod nazvem Her-
mann Ginther Graffmann (1809-1877). Visionary Mathematician, Scientist
and Neohumanist Scholar. Papers from a Sesquicentennial Conference. Edito-
rem byl G. Schubring (viz [Schubring, 1996]).

Zivy zajem o Grassmanntv Zivot a jeho dilo dokumentuje nedavno vydand
kniha Grafimann, jejimz autorem je Hans-Joachim Petsche. Vysla roku 2006
v nakladatelstvi Birkhduser v edici Vita Mathematica. Dalsi pohledy na
Grassmannovo dilo najdeme nap¥. v pracich [Crowe, 1967], [Monna, 1973],
[Dieudonné, 1979], [Fearnley-Sander, 1979], [Fearnley-Sander, 1982], [Gordien-
ko, 1990], [Flament, 1992], [Zaddach, 1994].

V zaii 2009 se bude v Postupimi a Stétiné u piileZitosti dvoustého vyroéi
Grassmannova narozeni konat Grassmann Bicentennial Conference. Jejim
hlavnim organizatorem je Hans-Joachim Petsche, autor vysSe zminéné knihy
o Hermannu Grassmannovi.

6. Zavér

Hermann Grassmann pfisel pred polovinou 19. stoleti s fadou ideji linearni
algebry. Nacrtnul zdkladni myslenky teorie vektorovych prostoru, které dnes
tvoii soucast kazdého podrobnéjsiho kurzu linearni algebry. Jeho myslenky
se tézko ujimaly, teprve po ctyfech desetiletich se jim matematici zacali vice
vénovat.

Maly ohlas Grassmannovych myslenek, ktery trval az do pocatku osm-
desatych let 19. stoleti, byl vystfidan silicim zajmem ve zbylych dvou deseti-
letich tohoto stoleti. Jesté pocatkem 20. stoleti vSak bylo zapotiebi publikovat
delsi ¢lanky, v nichz byly Grassmannovy myslenky srozumitelné objasnovany
Sirsi matematické komunité (napt. J. V. Collins, A. Libicky). Zaklady teorie vek-
torovych prostort a jejich homomorfismi byly obecné prijaty az ve tficatych
letech, pfestoze byly jiz dfive prezentovany v pracich G. Peana, S. Pincherlea
a dalsich.

Po celé 20. stoleti byly Grassmannovy mySlenky pro matematiky velikou
inspiraci. Zajem o jeho dilo, jak jsme v pfedchozich odstavcich uvedli, stale
trva.
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