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PEXIDEROVY PRACE Z POJISTNE MATEMATIKY

ToMAS CIPRA

Jan Vilém Pexider je rovnéz autorem tii praci z oblasti pojistné matematiky
(prace [P14], [P16], [P17]), jejichz vznik byl patrné ovlivnén jeho ptisobenim
jako soukromého docenta v Bernu.

Pojistovnictvi se na prelomu 19. a 20. stoleti ve Svycarsku a Némecku
Uuspésné rozvijelo jak na komeréni, tak na socialni trovni, a pojistnd matematika
(i obecnéji aktuarskd véda) se zde prednédsela na fadé vysokjych skol. Na
druhé strané je ovSem nutné pfipomenout, Ze ani Praha neztistavala pozadu:
pojistnd matematika se zde poprvé prednasela ve skolnim roce 1895/96 na
Ceské technice (prednésejicim byl profesor Matyas Lerch, matematik svétového
jména, ktery byl v té dobé zaroven zaméstnan v Zemském pojistovacim
fondu') ). Je nepochybné, ze piedeviim pobyt ve Svycarsku, které jiz v té
dobé bylo zemi bank a pojisfoven, vzbudil v Pexiderovi zdjem o matematiku
zivotniho pojisténi, kterd se zde na pomérné vysoké trovni pouzivala u fady
komerénich pojisfoven a penzijnich fondt (penzijnich kas). Navic je vidét, Ze
zminéné Pexiderovy prace jsou poplatné svycarské a némecké skole, nebot se
vyznacuji formalni preciznosti a detailnim rozborem vztahdi mezi piislusnymi
pojistnymi veli¢inami.

Tato preciznost a formalné spravny a témér ,encyklopedicky“ popis vSech
vztahti, které jsou v daném kontextu mezi uvazovanymi pojistnymi velicinami
mozné, patii k hlavnim prednostem Pexiderovych praci, které v zadném ptipadé
nevybocuji z prumeéru obvyklého v té dobé a casto jen formalizuji v podstaté
znamé vztahy. PfestoZze tyto prace neobsahuji prevratné myslenky, které by
posunuly aktuarskou védu vyraznéji vpired, mohly byt ve své dobé velice
uziteéné, nebot obsahuji formélné spravné navody pro fadu situaci dilezitych
pri praktickych pojistnych vypoctech a i v dnesni dobé si pfi jejich studiu ¢tenar
uvédomi fadu souvislosti. Takto byly asi tyto prace pfijimany i v dobé svého
vzniku; napt. Pexidertv soucasnik dr. Oster z Mannheimu ve své recenzi prace
[P17] piSe: U této prdce si mensi pozornost zasluhuje souhrn novych vysledki
nez prisné logicky zpisob prezentace. Navic zde dr. Oster vytyka Pexiderovi, ze
se jeho znaceni nékdy odliSuje od mezinarodnich konvenci. I zde ma recenzent
patrné pravdu, nebof II. mezinidrodni aktursky kongres v Londyné v roce
1898 jiz prijal jista pravidla aktuarské symboliky, ktera Pexider sice v zasadé
dodrzuje, ale nékdy také sdhne po ,exotickych® symbolech typu | _.a;(x) nebo

atl(z).

Doslovny preklad ndzvu prace [P14] je Fundamentdlni vztahy mezi pojistnym
v pojistént Zivota, v pojistént invalidnim a pro pripad smrti. Jestlize ovsem po-
uzijeme dnesni terminologii a podivame se na vlastni obsah clanku, pak se
jednd o vztahy mezi hodnotami narokt (pfesnéji poc¢ate¢nimi hodnotami né-
rokl) na rizné typy dichodového a kapitdlového Zivotniho pojisténi (pocatecéni
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hodnota naroki na pfislusné pojistné plnéni skutecné odpovida jednorazovému
nettopojistnému). Jesté konkrétnéji vyjadfeno, Pexider v tomto ¢lanku reago-
val na vztahy typu ,hodnota dozivotniho dtichodu je rovna hodnoté narokt
aktivniho pojisténce na aktivni a invalidni dichod“, které se pouzivaly jako
aproximativni bez ovéfeni velikosti chyby takové aproximace.

Symbolicky zapisoval Pexider napt. predchozi vztah jako

ai(z) = a(r) — aq(z), (1)

kde a(x) je hodnota niroki x-letého muze na jednotkovy predlhiitni dozivotni
dtichod

a(z) = D()/D(x)

(pfitom D(z) = I(x)v®),
aq(x) je hodnota nirokt z-letého aktivniho muZe na jednotkovy ptedlhiitni
aktivni dichod

aa(x) = Z Da(')/Da(x)

(pFitom D, (x) = l,(x)v%),
a;(z) je hodnota naroka z-letého aktivniho muZe na jednotkovy piedlhiitni
invalidni dichod

ai(x) = Dai(- + 1)au(z +1)/Da(z)

(pfitom Dg;(z) je diskontovany pocdet muzl, ktefl ptesli z aktivniho do
invalidniho stavu ve véku ),

ay(z) je hodnota narokt z-letého invalidniho muZze na jednotkovy pfedlhiitni
invalidni dichod (pismeno u je z némeckého (Erwerbs)Unfihigkeit)

w

ay(z) = Z Dy(")/Dul(z)

x

(pfitom D, () = I, (x)v®).
V predchozich zapisech se snadno rozpozné dnes pouzivand symbolika s de-
krementnimi fady rovnéz oznacovanymi [ a komutacnimi ¢isly rovnéz oznaco-
vanymi D (viz napt. T. Cipra: Matematické metody demografie a pojisténd,
SNTL, Praha 1990).

Na zakladé netrividlnich dprav formélniho charakteru Pexider nahradil
aproximaci (1) pfesnym vztahem

(a(z) — au(z)), (1)

ai(z) = a(z) — aq(x) +

ktery pak také odtvodnil ivahami heuristického charakteru.
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Podobné Pexider postupoval v pfipadé aproximace
Ai(z) = A(z) — Aa(), (2)

kde A(x) je hodnota narokt z-letého muze na jednotkovou ¢astku v pojisténi
pro piipad smrti

A(x) = C()/D(x)

vvvvv

jako C(z) = d(x)v*+1);
Aq(x) je hodnota naroktt a-letého aktivniho muZe na jednotkovou ¢astku
v pojisténi pro pripad smrti

w

Au(z) = Z Ca(+)/Da()
x
(pritom Co(z) = do(x)v®);
A;(x) je hodnota narokd z-letého aktivniho muZe na jednotkovou éastku
v pojisténi pro pfipad smrti s vyplatou zaruc¢enou jen pfi predchézejici invalidité

Ai(w) =Y Dai(- + 1) Ay(w + 1)/ D)

(pFitom D,;(x) je popsdno vyse);
Ay (z) je hodnota narokt z-letého invalidniho muze na jednotkovou ¢astku
v pojisténi pro pfipad smrti

w

Ay(z) = Ci()/Di(x)
x
(pfitom C;(x) = d;(z)v").
Na zékladé analogickych tprav jako v pfedchozim dtchodovém ptipadé
dospél Pexider i v piipadé kapitalového zivotniho pojisténi k pfesnému vztahu

(A(z) — Au(z)).- 2

Pouzitelnost aproximaci (1), resp. (2) vzhledem k pfesnym vztahtum (1'),
resp. (2') Pexider posuzoval numericky pomoci dvou timrtnostnich tabulek
pouzivanych v té dobé v nékterych penzijnich fondech v Némecku a Svycarsku
a vysledky znazornoval také graficky. Je nutné ocenit vypocetni usili, které si
v té dobé takové numerické studie bezpochyby vyzadaly. Pexider se tak fadi
k vypocetné zdatnym aktuartm, ktefi jen s pomoci mechanickych kalkulatori
byli schopni s vysokym stupném presnosti provadét vypocty, které ani dnes
nelze oznacit za jednoduché.
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Pexideriv koneény zavér byl spravny a je plné v duchu zaveért, které se bézné
prijimaji dnes: aproximace (1), resp. (2) nelze doporuéit pro praktické pouziti,
nebot jejich chyba je velikd vzhledem k absolutnim hodnotam ¢éastek, o které
se zde jedna. Pro pfedstavu uvedme jeden z piikladi, které Pexider ve své
praci prezentoval. Pouzil zde amrtnostni tabulky penzijniho fondu §vycarskych
Zelezni¢nich zaméstnanct (podle téchto tabulek je napt. lo; = 99072 a los =
98188, takze pravdépodobnost tmrti 21-letého muze pred dozitim véku 22 let
je q21 = 8,923%0, coz je mnohonasobnd vyssi tmrtnost nez go1 = 1,195%0
platné pro muze v Ceské republice v roce 1994). Podle Pexiderovych vysledki,
pokud by penzijni fond pouzival aproximaci (1) misto pfesného vztahu (1’), pak
v pripadé invalidniho dtichodu ve vysi 1000 svycarskych frankd roéné by od 50-
letého aktivniho muze jednorazové vybral o 198,60 franki méné (jednorazové
nettopojistné by bylo o 5,4% nizsi) a od 60-letého aktivnitho muZe dokonce
0 438,10 frankii méné (jednorézové nettopojistné by bylo o 11,5% nizsi).

Patrné az béhem recenzniho Fizeni se Pexider dozvédél, ze nebyl jediny,
kdo se danou problematikou zabyval. Ch. Moser, profesor university v Bernu,
ktery byl soucasné feditelem taméjsiho penzijniho tstavu (Direktor des eidge-
nossischen Versicherungsamtes in Bern), ho taktné upozornil, Ze ve své praci
Untersuchungen und Materialien zur Beurteilung der sechs Entwiirfe fiir eine
Hiilfskasse des Personals der eidgendssischen Verwaltungen (za povSimnuti
také stoji pouzitd $vycarskd némcina) odvodil obecnéjsi formuli, nez je vztah
(1"). Moserova formule totiz navic uvazuje moznost reaktivizace z invalidniho
stavu zpét do aktivniho stavu. Pexider na tento fakt omluvné reagoval v do-
datku, ktery ke svému ¢lanku pripojil.

V préaci [P16] se Pexider (stale jesté béhem svého piisobeni v Bernu) zabyval
jinym problémem, ktery je dulezity z hlediska praktického pojistovnictvi, totiz
podro¢nim trocenim.

Pri inkasovani pojistného a naopak pii vyplatdch diichod se vétSinou
nejednd o roc¢ni platby, ale o tzv. podro¢ni platby provadéné m krat roc¢né,
napf. ¢tvrtletné (m = 4), mésiéné (m = 12) apod.

Jestlize napt. a(z) znadi jako v pfedchozi praci poc¢ateéni hodnotu naroka
na jednotkovy predlhitni dozivotni diichod pro z-letého pojisténce vyplaceny
ro¢né (v jednotkové vysi vzdy na pocatku roku), pak odpovidajici podro¢ni
dtichod a(™ (z) je vyplacen m krat roéné (ve vysi % vzdy na pocatku kazdé
m-~tiny roku).

V Pexiderové dobé jiz byl pomérné bézné znam piesny vztah mezi a(™) (z)
a a(z) tvaru

'™ (z) = aalz) + 3, (3)
kde o
az%Z(m—i—ik)-vk/m, (@)

k=0
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m—1
B=——y ;) kv (5)

(¢ je ro¢ni trokova mira a v = 1/(1 4 7) je odpovidajici diskontni faktor).

K problémim vsak dochazelo pii praktické aplikaci téchto vztahti, které pro
bézny bankovni a pojistovaci provoz byly prilis slozité. Na druhé strané bézné
pouzivana van Geerova aproximace

o™ @) ~afa) - T (6)

byla dle ndzoru mnohych aktuard piilis hruba.

Pexider se v praci [P16] snazil o takové zpfesnéni aproximace (6), které
by bylo pfijatelné z vypocetniho hlediska. Na zdkladé metod, které jsou
z pohledu dne$ni matematické analyzy povazovany za elementarni (Taylortv
rozvoj apod.), Pexider navrhl aproximace pro «

amts (1oL ()
12 m2 )’
¢i presnéji
PR O CRL T R (47)
12 m2 6m3 ’
a pro 8
m—1 1 m-+1
~—— (1 5/
g ( pi.m ) ()
Ci presnéji
m—1 1 1 m+1
~—— 1+ 1= — . "
p 2m (+3 ( 4> m > (5")

Navic Pexider jesté odvodil limitni vztahy pro m — oo odpovidajici tzv.
spojitému droceni. Napf. timto limitnim pfechodem v pfesnych vzorcich (4)
a (5) se ziska

a(w)zv(§)2, Boo) =~

kde j = log(1 + i) je tzv. intenzita troceni.
Na zaveér ¢lanku uvedl Pexider tabulky pro numerické hodnoty koeficientt

« a [ pro ruzné presnosti aproximaci a pro ruzné ro¢ni urokové miry i. Pro
predstavu napf. pro aproximace (4”) a (5”) a Grokovou miru ¢ = 4% je
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m a B
2 1,0000973 -0,254950
4 1,0001202 -0,381187
6 1,0001249 -0,423083
12 1,0001271 -0,464887

24 1,0001278  -0,485754
92 1,0001279  -0,496983
00 1,0001280 -0,506600

(az na nepatrné vyjimky jsou vSechny hodnoty tabelované Pexiderem spravné
pfi porovnani s dnesnimi pocitacovymi vypocty provadénymi s vysokou pres-
nosti).

Vysledky tohoto ¢lanku v dobé jeho publikovani byly pro oblast praxe
nepochybné velice uzitecné.

Préce [P17] je velice rozsahly ¢lanek (33 stran). Ve shodé s recenzi dr. Ostera
(viz vySe) je mozno konstatovat, Ze prace obsahuje velice obsdhly a logicky
utfidény piehled vztahti z oblasti invalidniho pojisténi (véetné jejich odvozeni),
které byly v té dobé jiz znamé, ale nebyly zatim patrné v tak ucelené formé
v jednom ¢lanku publikovany. Je nutné zdtraznit, ze vsechny uvedené vztahy
pres jejich formalni slozitost jsou z dnesniho pohledu spravné.

Pokud bychom se na zavér na zakladé uvedenych t¥i praci pokusili charak-
terizovat Pexidertv pfinos pro oblast pojistné matematiky, 1ze shrnout, ze

— Pexiderovy prace urcité nepredstavuji v této oblasti prilom, ktery by
posunul aktuarskou védu vyraznéji vpred; spise se jedna o standardni troven
praci publikovanych v té dobé;

— Pexider bezpochyby velmi solidné ovladal pojistnou matematiku na tehdejsi
arovni, jeho texty jsou do detailu promyslené, maji logické usporadani a
neobsahuji zadné chyby; navic musel byt urcité velmi zruénym poctafem:;

— Pexider ur¢ité znal aktuarskou problematiku i z jeji praktické stranky, nebot
reagoval na potfeby praxe a naopak pro praxi musely byt jeho prace bez
nadsazky uzitec¢né.

Poznamka

1) Poznamenejme pro zajimavost, Ze Matyas Lerch napsal ¢lanek Slabiny
pojistovact theorie (Pfehled, tydennik vénovany vefejnym otdzkam 6(1907—
08), ¢. 34 z 15. 5. 1908, str. 569-570, a ¢. 35 z 22. 5. 1908, str. 588-590).
Kriticky reagoval Josef Benes v pfispévku stejného jména (Piehled 6(1907—
08), ¢. 37, 621-622).

Maty4s Lerch pak publikoval dalsi p¥ispévek, Slabiny pojistovact theorie II
(Pfehled 6(1907-08), ¢. 41 z 3. 7. 1908, str. 692 , a ¢. 51 z 11. 9. 1908, str.
861-862), ve kterém také odpovidd na BenesSovu kritiku.
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