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PROBLEM CTYR BAREV

PAVEL S1$MA

1. Vznik problému a Kempeho dikaz

Nejvyznamnéjsim z problémi, které po desetileti podnécovaly rozvoj teorie
grafli, byla nasledujici zdanlivé jednoduchd otazka. Mé&me v roviné nebo
na kouli znézornénu zemépisnou mapu s nékolika staty. Sousednimi staty
rozumime ta dvé Gzemi, jeZ maji spolenou hraniéni ¢aru. Maji-li dva stéty
spolené jen izolované body, nepokldddme je tedy za sousedni (staty Arizona
a Colorado v USA podle této definice nesousedi, protoze maji pouze jeden
spole¢ny bod). Budeme uvaZovat jen takové mapy v roviné nebo na kulové
ploSe, ve které hranici kazdého stétu tvoii jedind jednoduché uzaviena kiivka.
Necht M je libovolnd mapa; fekneme, Ze mapa je obarvitelnd pomoci étyf
barev, jestlize kaZdy stat této mapy miZeme obarvit jednou z téchto &tyi
barev tak, aby sousedni staty nebyly obarveny stejnou barvou. Otazka zni: je
mozno obarvit libovolnou mapu v roviné ¢ na kulové ploSe pomoci &ty barev?
Tento problém nazyvidme problém &tyF barev. Praxe ukazuje, Ze ¢tyii barvy
opravdu staci. Dokéazat toto tvrzeni se vSak podafilo az v roce 1976, piestoze
se o diikaz béhem vice nez 100 let pokousela fada matematik. Barveni mapy
se da prevést na barveni uzli grafu, ktery ziskdme takto: uvnit¥ kazdého statu
zvolime libovolny bod a prohlasime ho za uzel grafu, jehoz hrany dostaneme tak,
ze spojime dva uzly pravé tehdy, kdyz jsou odpovidajici staty sousedni. Barveni
statd je pak mozno pievést na barveni pfisluinych uzld, pfi¢emz dva vrcholy,
které jsou spojeny hranou, obarvime riiznymi barvami. Z nazoru je zfejmé, ze
graf odpovidajici zemépisné mapé je rovinny. Na obrazku 1 je zndzorn&na mapa
v roviné a jeji graf. K obarveni této mapy staéi pouhé t¥i barvy.

¢ gd —] )\

Obr. 1. Priklad mapy a odpovidajiciho grafu

Prvni zminku o tomto problému nalézdme v dopise Augusta De Morgana
adresovaném Williamu Rowanu Hamiltonovi ze dne 23. fijna 1852. De Morgan
seznamuje Hamiltona s otazkou, kterou mu polozil jeden z jeho studentd na
University College v Londyné. Tento student se jmenoval Frederick Guthrie;
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problém nevymyslel on, ale jeho bratr Francis, ktery byl pozdéji profesorem
matematiky v IKapském Meésté a proslavil se nékterymi objevy v botanice.
Oba si v8imli, Ze nékdy jsou nutné k obarveni mapy skuteéné Ctyfi barvy.
Nenasli pripad, kdy ¢tyfi barvy nestadi, ale dokdzat, Ze staci, se jim nepodarilo.
Frederick tedy polozil otazku De Morganovi. Ten ditkaz také neznal, a proto se
obréatil na Hamiltona. Odpovéd na sviij dopis dostal uz 26. ¥ijna, kdy Hamilton
odpovédél, Ze-se touto otdzkou nebude v nejbliz§i dobé zabyvat.

vy

Problém, ktery zacal De Morgan §ifit, se stal brzy soucasti matematického
folkléru. Uz v roce 1860 o dikazu prednagel C. S. Peirce v Harvardu. Je
ziejmé, ze jeho ditkaz nebyl spravny, i kdyZz jeho znéni nezndme. S problémem
se seznamil Arthur Cayley. V roce 1879 publikoval ¢lanek o této otazce [1].
Z jeho uvah je ziejmé, Ze se nedomnival, ze je dikaz tohoto tvrzeni mozny.
Predpokladal, ze pro libovolné pfirozené ¢islo n miZeme sestrojit mapu, na
jejiz obarveni potiebujeme n raznych barev.

Dne 17. 7. 1879 bylo v ¢asopise Nature oznameno, Ze dikaz podal londynsky
advokat Alfred Bray Kempe (byvaly student Cayleyho v Cambridge). Na
doporu¢eni Cayleyho byl publikovan v American Journal of Mathematics [2].
Dikaz vyvolal velké nadSeni a Cayley navrhl autora za Clena Royal Society.
Kempe zde pak mnoho let zastaval funkci pokladnika. Brzy se objevily dalsi
dtikazy odvozené z Kempeho dikazu a problém se zdédl byt jasny. Kempe
poznal, Ze pro dikaz je postacujici dokazat hypotézu Ctyl barev pro tzv.
trivalentni mapy. Timto pojmem rozumime mapu, na které se vzdy stykaji
pravé tii hrani¢ni kiivky v jednom bodé. Pokud dokaZzeme, Ze pro trivalentni
mapy Ctyfi barvy staci, pak ¢tyfi barvy staci k obarveni libovolné mapy. Kempe
dokazal, ze libovolnd trivalentni mapa obsahuje oblast, kterd sousedi s péti
nebo méné oblastmi. Dikaz hypotézy provedl matematickou indukei vzhledem
k poctu oblasti mapy. Hypotéza samoziejmé plati pro mapu s jednou oblasti.
Pokud mapa M, s r oblastmi je obarvitelnd ¢tyfmi barvami, pak ¢tyfi barvy
sta¢i 1 pro mapu M, s r + 1 oblastmi. Kempe uvaZoval jednotlivé pripady
map s oblasti sousedici s 2, 3, 4 nebo 5 oblastmi. Jeden z téchto pripadd musi
vzdy nastat. Z mapy M,4; obdrzel mapu M, tak, Ze odstranil jednu hranu
uvazované oblasti. Dikaz nedinil potiZe pro prvni dva pripady. Pro oblasti se
Ctyfmi a péti sousedy pouzil Kempe metodu fetézcd (,,Jempe chains®), kterd
byla pak jesté mnohokrat pouzita. Predpoklddejme, Ze mame trivalentni mapu,
kterd ma jiz obarveny vSechny oblasti pomoci ¢tyt barev, kromé jedné, kterd -
jesté obarvena neni, a Ze neobarvend oblast sousedi se ¢tyfmi oblastmi A,B,C
a D, které jsou postupné obarveny barvami zelenou, zlutou, ¢ervenou a modrou
(viz. obr. 2).

Ukazeme, Ze v takovém pripadé miizeme obarveni zménit tak, aby ¢tyii barvy
stacily. Soustiedme pozornost na oblasti A a C, které jsou obarveny zelené
a Cervené. Mohou nastat dva piipady: bud existuje fetézec A—C, ve kterém
se pravidelng stfidaji oblasti obarvené zelenou a Cervenou barvou, a nebo
takovy Fetézec neexistuje. Ve druhém pfipadé miZeme zaménit barvy ¢ervenou
a zelenou v téch Cerveno—zelenych oblastech, které jsou spojeny s A, aniz by se
zménila barva oblasti C. Po této zaméné& jsou obé oblasti A i C obarveny ¢ervené
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a na oblast doposud neobarvenou miizeme pouzit barvu zelenou. Protoze mame
mapu nakreslenou v roviné nebo na kulové ploge, tak v piipadé, Ze existuje
zeleno—Cerveny Fetézec spojujici oblasti A a C, neexistuje Zluto-modry fetézec
spojujici oblasti B a D. Pak ovSem miZeme predchazejici Gvahu provést pro
oblasti B a D.
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Obr. 2. Metoda Kempe chains

Kempe ve své praci upozoriuje na to, Ze pro jiné plochy nemusi &tyfi
barvy stacit. Uvadi pfipad anuloidu, kde je nékdy potfeba barev Sest. Timto
problémem se v3ak nezabyva. Kempe déle uvadi, Ze do kazdé oblasti mlizeme
umistit bod a ten spojit s body téch oblasti, které sousedi s uvedenou oblasti.
Dostaneme graf (Kempe pouZiva oznadeni ,linkage*) a naSe tiloha je pfevedena
na barveni uzli tohoto grafu.

Po Kempeho préci nasledovaly prace, které potvrzovaly jeji vysledek a snazi-
ly se jej modifikovat. Kratce se na tomto misté mizeme zminit o pracich Petera
Guthrie Taita, které souviseji s rozklady pravidelnych grafi na linearni faktory.
Tait spravné formuloval ekvivalentni podobu tohoto problému. V praci [3] uva-
di (fe¢eno dne3ni grafovou terminologif), Ze barveni trivalentni mapy pomoci
&tyt barev je ekvivalentni k pfifazeni tf{ barev hrandm rovinného pravidelného
grafu tfetiho stupné tak, aby se v kazdém uzlu stykaly hrany riznych barev.
Tato Taitova Givaha je spravnd, ovSem jeho dal$i tvrzeni o tom, Ze tento pro-
blém se snadno vyfesi indukei, vyvolava Gismév. Tento problém je stejné slozity
jako ptvodni.

Jako zajimavost si na tomto misté mizZeme uvést pfiklady toho, Ze Kempeho
dtikaz byl pfijiman jako fakt. VyfeSeni problému inspirovalo C. L. Dodgsona
(nematematické vefejnosti je zndm jako Lewis Carroll, autor Alenky v fi8i divi
a Alenky za zrcadlem) k vytvoreni hry, pfi které jeden z hra¢t kresli mapu
a druhy ji barvi za pomoci &tyf barev. V roce 1886 vypsal feditel jedné anglické
chlapecké skoly soutéz pro své zdky v tom, kdo poda lepsi diikaz problému ¢ty
barev. Pozadovany diikaz nemél mit rozsah vétsi nez jednu stranu textu a jednu
stranu obrazové pfilohy.
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2. Prace P. J. Heawooda a L. W. J. Hefftera

Na chybu, které se Kempe dopustil, upozornil jako prvni v roce 1890 Percy
John Heawood. Ve své préci [4] ukazal, ze Kempeho avaha neplati v pfipads,
kdy jedinou neobarvenou oblast trivalentni mapy obklopuje pét oblasti, na
které jiz byly pouzity vSechny Ctyfi barvy. Vysledek jeho price na zasedani
London Mathematical Society oznamil samotny Kempe, ktery piiznal svou
chybu a uvedl, Ze ji nedokaze napravit. Jestlize Kempeho diikaz vyvolal nad3eni,
pak Heawoodova préce ziistavala dlouhott dobu bez odezvy. KdyZ v roce 1896
objevil chybu v Kempeho dikazu C. de la Vallée Poussin, ukdzalo se, Ze
o Heawoodové praci viibec nevédél [5].

Heawoodova prace je vyznamnd z nékolika divodia. Autor v ni dokézal, ze
k obarveni libovolné mapy sta¢i pét barev. Dlouhou dobu §lo o jediny definitivni
raznych plochach. Doplnime-li kulovou plochu p uchy, dostaneme jednoduchy
model orientované plochy rodu p, kterou budeme oznacovat S,. Kulovou plochu
tedy oznaéime Sy a anuloid S;. Pro danou mapu M na plose S, symbolem x (M)
oznacéime chromaticke ¢islo mapy M. Timto pojmem rozumime nejmensi pocet
barev, které jsou tieba k obarveni mapy M. Heawood ukazal, Ze horni hranice
tohoto ¢islo zavisi pouze na ploSe .S,.

Jestlize S, je plocha a libovolnd mapa na této plose je obarvitelna n barvami
a existuji mapy, které se nedaji obarvit n — 1 barvami, fekneme, Ze plocha S,
ma chromatické ¢islo n (zapiSeme x(S,) =n).

Heawood ukazal mapu na anuloidu, k jejimuz obarveni je zapotiebi sedm
barev. Dokézal, Ze téchto sedm barev sta¢i k obarveni libovolné mapy na
anuloidu (tedy x(Sy) = 7).

Heawood odvodil nasledujici nerovnost pro chromatické ¢islo x(.S,) oriento-
vané plochy rodu p > 1:

1) ) < [ V12+48p] |

Symbolem [z] je oznadena celd ¢ast &isla 2. Heawood se domnival, ze dokazal
ve vztahu rovnost:

2) X(Sy) = [ZL_;\/T@} .

Jak viak v roce 1891 ukézal Heffter [6], byla dokdzéna jen nerovnost.
Heffter si uvédomil, Ze pro kazdou plochu musime najit mapu, kterd potiebuje

k obarveni [&@Z’] barev. Heawoodovi se to podarilo pouze pro anuloid.

Heffter tento problém fesil tak, ze se rozhodl konstruovat mapy, kde kazda
oblast sousedi s kazdou. Takovou mapu nazyvame systém sousedicich oblasti.
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Tato myslenka nebyla nova. Jiz v roce 1840 fesil stejny problém A. F. Mgbius.
Jeho pfitel z univerzity v Lipsku, profesor filologie Weiske, mu polozil ot4zku,
zda je mozné, aby umirajici kral rozdélil své kralovstvi na pét ¢asti mezi své
syny tak, aby kazda ¢ast sousedila se vSemi ostatnimi. Vylouden byl pi¥ipad,
kdy dvé oblasti mély jen spoleény bod. Slo tedy o sestrojeni systému péti
sousedicich oblasti v roviné. Snadno se ukaZe pouzitim Eulerova vztahu, Ze
takovy systém neexistuje. Heffter se o tomto problému dozvédél z ¢lanku
R. Baltzera. [7]. Dlouhou dobu se tradovalo, ze Mobius byl prvni, kdo formaloval
problém ¢tyf barev. Jiz F. Klein si pov§iml jisté podobnosti Mobiova problému
s problémem ¢tyf barev. Pokud bychom mohli sestrojit systém péti sousedicich
oblasti, pak potiebujeme k jejich obarveni pét barev. Pokud ovSem takovy
systém neexistuje, nedokazuje to, ze ¢tyfi barvy staci.

Heffter uvazoval dudlni formulaci problému sousedicich oblasti. Zde byl
inspirovan Kempem. Hledal systém bodu na plose .S, které jsou spojeny kazdy
s kazdym tak, aby se spojujici hrany neprotinaly. Tento systém nazyval systém
sousedicich bodi; v grafové terminologii dnes hovoifime o Gplnych grafech, které
se daji zobrazit na plose S, tak, aby jedinymi spole¢nymi body hran byly uzly
grafu. V pozdéjsi literature byl nékdy tento problém oznadovan jako problém
niti (ndzev pochazi od D. Hilberta a S. Cohn-Vossena) a jeho historie je velmi
podrobné popsana v knize [8]. Jde pouze o to, Ze misto hran uvazujeme nité.

Hefftertv prvni krok spocival v tom, Ze pro pevny pocet sousedicich boda
hledal nejmensi rod plochy, na které jde tento systém sestrojit. Oznac¢ime-li
toto ¢&islo p,, pak lze ukazat, ze pro n > 3 plati vztah:

(3) pnzkm):{%‘—“)}.

Symbolem {z} je zde oznaleno nejmensi celé ¢islo, které neni mensi nez x.

Heffter dokézal vztah (3) pro vSechna n < 12 a pro velmi specialni
posloupnost n = 19,31,55,67,139,175,199,.... Jednd se o ¢isla n tvaru
n = 12s + 7, takova, ze &islo ¢ = 4s + 3 je prvoCislem a fad prvku 2
v multiplikativni grupé celych ¢isel mod ¢ je roven ¢ —1 nebo (¢—1)/2. V roce
1952 Gerhard Ringel dokéazal vztah (3) pro n = 13 a v roce 1954 pro vSechna
n =5 (mod 12). V roce 1961 pro n = 3,7,10 (mod 12). Pro n = 4 (mod 12)
vztah dokazal v roce 1963 W. Gustin.

V roce 1963 C. M. Terry, L. R. Welch a J. W. T. Youngs vyfesili pfipad n = 0
(mod 12). V letech 1963-65 W. Gustin a J. W. T Youngs dokazali vztah (3) pro
n=1,9 (mod 12). J. W. T. Youngs v roce 1966 vyfesil pfipad 6. Na podzim
roku 1967 G. Ringel a J. W. T. Youngs spojili své sily na univerzité v Santa
Cruz a dokazali zbyvajici piipady pro n = 2,8,11 (mod 12).

V nésledujici tabulce jsou uvedena chromaticka ¢&isla x(S,) pro nékolik
prvnich hodnot p. Pro p = 0 byl vztah (2) dokdzan az v roce 1976.

p |0[1]2]|3[4|5|6|7|8]|9(10{11]|12|13|14|15
x(Sp) | 4|7|8]|9]10|11]12}12}13{13]|14]15)15|16|16|16
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Kromé dvoustrannych ploch brzy matematiky zalaly zajimat i plochy
jednostranné. Také na nich je mozno konstruovat mapy a ty obarvovat riiznymi
barvami. Ozna¢me M, Mobitv list rodu ¢. V roce 1910 H. Tietze ukézal [9], Ze
chromatické ¢islo Mobiova listu M, je 6. Pokusil se i o nalezeni chromatického
¢isla plochy M3, ale to se mu nepodafilo. V roce 1934 ur¢il Philip Franklin
x(Mz) = 6 [10]. V roce 1954 odvodil G. Ringel [11] obecny vztah:

@) oty = | FEB o 0

Vztah (4) byl pro nékteré specidlni hodnoty dokéazan jiz drive, jak ukazuje
nasledujici tabulka:

qg=1 Tietze H. 1910
q=2 Franklin P. 1934
q=3,4,6 Kagno I. N. 1935
g=>5 | Coxeter H. S. M. | 1943
q=171 Bose R. C. 1943

Obtizny Ringeliv diikaz zjednodusil v roce 1967 J. W. T. Youngs, ktery uzil
pri diikazu grafy toku.

3. Prace americkych matematika

Jak jsme jiz uvedli, prvni alternativni formu problému ¢tyr barev ukazal jiz
Tait. Se druhou pfisel v roce 1898 Heawood. Jeho prace [12] za¢ind zjisténim, ze
pokud je pocet hran kazdé oblasti trivalentni mapy délitelny 3, pak tuto mapu
muzZeme obarvit pomoci ¢tyf barev. Terto vysledek pak zobecnil nasledujicim
zpusobem. Predpoklidejme, Ze kaZzdému vrcholu trivalentni mapy mtiZeme
prifadit hodnoty +1,—1 takovym zptsobem, Ze soufet ohodnoceni vrchol
kaZzdé oblasti je délitelny tfemi, pak mapa je obarvitelna ¢tyfmi barvami. Toto
tvrzeni plati i obracené. Dikaz jeho tvrzeni vychdzi z Taitovy ekvivalence
problému. Problém je mozZno formulovat takto: ozna¢me uzly trivalentni mapy
v1,V2,-+ ,Un, pak mame systém kongruenci, které odpovidaji jednotlivym
oblastem mapy, tvaru

(5) Ti+2zj+---+z, =0 (mod 3).

KaZda nezndma nabyva hodnot +1, —1, a x; je obsazeno v kongruenci pravé
tehdy, kdyZ v; leZi na hranici odpovidajici oblasti. ProtoZe mapa je trivalentni,
je kazda neznénid obsaZena pravé ve tfech kongruencich. Problém ¢tyr barev je
tedy ekvivalentni problému, zda pro kazdou trivalentni mapu ma odpovidajici
systém kongruenci feSeni.
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Heawood vénoval této otdzce hodn& Casu a energie. Publikoval nékolik ¢lank
az do roku 1950, kdy mu bylo jiz témér 90 let.

Po roce 1912, kdy publikoval svou prvni praci Oswald Veblen [13], nastavéa
ve Spojenych statech obdobi zvyseného zdjmu o problém ¢tyr barev. Jiz diive
se zde problémem zabyvali Peirce, Story (redigoval ¢lanek ve kterém Kempe
podal sviij ,dikaz“) a Sylvester. Dv& prace o tomto problému publikoval
Paul Wernicke [14, 15]. Vebleniv zdjem o topologii a jeho znalost novych
algebraickych metod objevenych Poincarém jej pfivedly k feSeni problému,
ktery odolaval snazeni mnoha matematiki jiz vice nez 50 let. Jeho prace z roku
1912 se zabyva otdzkami finitni geometrie a matic incidence nad koneinym
télesem. V zavéru ukazuje, 7e jeho formulace problému je jisté zobecnéni
systému Heawoodovych kongruenci. V téze dobé byl na Princeton University
Veblenovym kolegou George David Birkhoff. Jeho prace [16] vysla ve stejném
ro¢niku Annals of Mathematics jako Veblenova prace. Birkhoff pfinasi do
problému nové ideje. Pro dané pfirozené ¢islo A a danou mapu M zavedl éislo
P()), které oznacuje pocet zplsobili, kterymi miZeme mapu M obarvit, je-
li k dispozici A barev. Birkhoff ukéizal, Ze funkce P()) je vzdy polynom v .
Pomérné komplikované odvodil vztah pro vypocet koeficienti téchto polynomd.
Necht mapa M obsahuje n oblasti. Symbolem (i, k) ozna¢me pocet zplisobii,
jak je mozno vytvorit z mapy M mapu o i oblastech pomoci k splynuti dvou
oblasti tak, Ze odstranime vSechny jejich spole¢né hranice. Pak plati:

n n—1
© PO = 3N S (<D0,

Birkhoffova druh& prace o barveni map [17] nesla ndzev The reducibility
of map’s. V této praci autor revidoval dosavadni vysledky mnoha autori
a zformoval systematickou metodu dal$iho zkoumani, ktera pak ovlivnila vyvoj
v dalsich desetiletich a vedla nakonec k vyfeseni problému. Zikladni mySlenka
spoéiva v tom, Ze pokud existuji mapy, které vyzaduji k obarveni pét barev,
pak mezi nimi existuji mapy, které maji nejmensi pocet oblasti. Takové mapy
nazveme ireducibilni. Jde o to, hledat stéle dalsi a dal3i omezujici podminky pro
takové mapy, az ireducibilni mapu sestrojime, nebo dokazeme, Ze neexistuje.
Birkhoff zacal tim, Ze ukdzal, Ze ireducibilni mapa musi byt trivalentni a nemuze
obsahovat oblast ohrani¢enou méné nez péti hranami. Prvni vysledky v tomto
sméru piinesl Wernicke [15] jiZz v roce 1904, kdyZ ukazal, Ze ireducibilni mapa
musi obsahovat bud dva sousedici pétitihelniky, nebo pétithelnik sousedici
s Sestitthelnikem.

Birkhoff dale aplikoval metodu Kempeho fetézcii na ,prstenec oblasti R,
ktery obepind mapu M; a je obklopen mapou M. Ukdzal, Ze ireducibilni mapa
nemtize obsahovat prstenec tvoreny Ctyfmi nebo péti oblastmi. Kromé toho
odvodil jesté celou fadu dalich vysledkd.

V roce 1922 Philip Franklin ukézal, Ze hypotéza ¢tyf barev plati pro vSechny
mapy, které maji nejvySe 25 oblasti. Podobné jako Birkhoff ukazuje, které
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konfigurace oblasti nemohou v ireducibilni mapé nastat. Podobnou cestou se
vydali i dalsi matematici. Jejich vysledky ukazuje nésledujici tabulka:

1922 P. Franklin 25
1926 — 27 N. Reynolds 27
1938 P. Franklin 31
1940 C. E. Winn 35
1970 O. Ore, J. Stemple 39
1970 | A. Donéc, W. Stromquist 44
do 1974 J. Mayer 51,71,95

Problémem se zabyvali i nematematici, jak svéd¢i vysledky J. Mayera, ktery
pusobil jako profesor francouzské literatury na univerzité v Montpellier. Jeho
posledni vysledek pfiSel v dobé, kdy se bliZil okamZik vyfeSeni problému ¢tyf
barev.

Na konci 20. let se Birkhoff vratil k problému ¢tyt barev a pod jeho vedenim
na ném zacal pracovat i Hassler Whitney. Jejich prace vyznamné ovlivnila
rozvoj teorie graft. Birkhoff ve své praci {18] dokazal, Ze pro vSechny mapy
s n > 3 oblastmi plati vztah

(M PQ) 2 AA =1 =2)(A=3)"7,

kde X je libovolné pfirozené €islc rtizné od 4. Kdyby tento vztah platil i pro
A = 4, byl by dokdzin problém &ty¥ barev.

Whitney ve svych pracich nehovofi o problému barveni map, ale prevadi
jej do fefi teorie grafi. Kromé Kempeho zminky se touto problematikou
do roku 1930 v podstaté nikdo nezabyval. Whitney uzil oznaceni M (A) pro
podet zplusobu obarveni daného grafu, je-li k dispozici A barev. V pfipadé
7e jde o graf, ktery odpovidd mapé, je funkce M(A) polynom proménné ),
ktery dnes nazyvame chromaticky polynom grafu. Pomoci principu exkluze
a inkluze odvodil Whitney vztah pro koeficienty tohoto polynomu [19]. Whitney
problému éty¥ barev vénoval i dal3i prace. Uvedme zde napiiklad préci [20], kde
ukézal, ze dudlni graf k rovinné trivalentni mapé musi byt hamiltonovsky.

V roce 1934 se ke studiu chromatickych polynomu Birkhoff vratil a zabyval
se otdzkou ohraniceni jejich kofenti. Doufal, Ze jejich studiem je mozno problém
Ctyf barev vyfesit.

I v dalsim obdobi bylo problému vénovano hodné pozornosti. Tfebaze préace
stale nevedly k jeho vyfeSeni, bylo pfi nich objeveno nékolik vyznamnych
vysledkli a vyrazné stimulova(ly rozvoj teorie grafi. Napiiklad v roce 1941
dokézal R. L. Brooks, Ze souvisly graf bez smycek a ndsobnych hran (obyc¢ejny
graf), ktery neni ani dplny ani kruznice s lichym poctem uzll, ize obarvit
pomoci p barev, kde p je maximalni stupen uzlu v grafu [21]. Podobné tvrzeni
pro barveni hran odvodil v roce 1965 V. G. Vizing [22]. V roce 1950 zaved]



PROBLEM CTYR BAREV 177

G. A. Dirac pojem barevné kritického grafu jako grafu, jehoZ kazdy vlastni
podgraf ma mensi uzlové chromatické &islo ne# samotny graf. Tento pojem
tedy umozituje soust¥edit se pfi feSeni problému &tyt barev pouze na barevné
kritické grafy.

Dilezity vysledek publikoval v roce 1958 H. C. Grotzsch, kdyz ukézal, 7e
kazdy obycejny rovinny graf bez kruZnic délky tii miZe byt obarven pomoci
tii barev.

4. VyreSeni problému

V této Casti si ve struCnosti naznalime, jakym zplisobem byl problém &tyf
barev v roce 1976 vyfeSen. K tomu potfebujeme zavést nékolik pojmi. Souvis-
ly rovinny graf nazyvame konfiguraci, jestlize jsou vSechny jeho vnitfni stény
trojuhelnikové. Konfiguraci nazyvame triangulaci, jestlize je i jeji vnéjsi sténa
trojuhelnikova. Pfikladem triangulace je tedy graf na obrazku 1. Triangulaci
nazveme jednoduchou, pokud nemé dvojihelniky, uzly stupné < 4, ani troj-
thelniky netvorici hranici zZadné stény. Z Eulerova vzorce pro rovinné grafy
snadno odvodime, Ze kazd4 jednoduchd triangulace ma alespon 12 uzli patého
stupné.

Jak jiz vime, pro feSeni problému ¢ty barev ma smysl uvazovat jen
trivalentni mapy. Tém odpovid4 rovinny graf, ktery je konfiguraci. Ukaze se,
7e pro dikaz hypotézy ctyf barev stali zkoumat jen jednoduché triangulace.
Ireducibilni mapé v naSem novém oznaceni odpovida ireducibilni jednoducha
triangulace, tedy jednoducha triangulace, jejiz uzly neni mozno obarvit pomoci
Etyt barev a ze vSech jednoduchych triangulaci s touto vlastnosti ma nejmensi
pocet uzli. Hypotéza ¢ty barev je pak pravdiva, jestlize neexistuje ireducibilni
jednoducha triangulace.

Pokud v triangulaci zvolime néjaky n-uhelnik a vynechdme vSechny jeho
uzly a hrany lezici vné tohoto n—thelnika (ponechame pouze jejich uzly lezici
na n—thelniku), vznikne konfigurace. Cislo n nazveme fadem této konfigurace.

DtileZitou roli maji konfigurace, které nejsou izomorfni s Zadnym podgrafem
ireducibilniho grafu. Ty nazveme reducibilni konfigurace. Vime, Ze tyto kon-
figurace hledali jiz Birkhoff, Wernicke a Franklin. Jejich pocet neustale rostl
a ukazovalo se, Ze je tieba néjaky systém jejich klasifikace. Nejpfirozenéjsim
zpiisobem se ukdzalo jejich roztiidéni podle fadu. Ziejmé kazda konfigurace,
ktera obsahuje jako podgraf reducibilni konfiguraci, je reducibilni, proto se uka-
zuje vyhodné zkoumat pouze tzv. minimalni reducibilni konfigurace (které uz
nemayji jako podgraf reducibilni konfiguraci). Usilim mnoha matematiki se po-
dafilo do poloviny 70. let najit vSechny reducibilni konfigurace fddu mensiho
nez 12.

Pro dal§i tvahy musime definovat je$té jeden novy pojem. Méme dvé mno-
ziny grafi M, a M,, fekneme, Ze mnoZina M, je nevyhnutelnd (unavoidable)
vzhledem k mnoZin& My, kdyz kazdy graf z M2 ma alesponn jeden podgraf
izomorfni s nékterym grafem z M;. Budeme zkoumat mnozZiny nevyhnutelné
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vzhledem k mnoziné vsech ireducibilnich jednoduchych triangulaci, které bude-
me strucné nazyvat nevyhnutelné mnoziny. Hypotéza ¢tyf barev je pak spravnad,
kdyz existuje nevyhnutelnd mnozina reducibilnich konfiguraci.

Jakym zplsobem rozhodneme, ze danéd konfigurace je reducibilni? Metody
dikazu reducibility jsou zalozeny na metodé Kempeho fetézcli a na nahrazeni
konfigurace konfiguraci s mensim poctem uzlt (tzv. reducérem). Existuje celd
fada redukci, které uzivaji riznych reducéri.

ReSeni problému ¢ty barev v pracich ‘Appela a Hakena [23, 24, 25] pouziva
terminologii z teorie elektrickych siti. Kazdému uzlu ireducibilni jednoduché
triangulace se prifadi redlné cislo, tzv. ndboj uzlu, tak, aby jen uzly stupné 5
mély kladny naboj, ale aby i celkovy soucet viech naboji uzli byl kladny. Pak
se uskutecni vybijeni, pfi kterém se presouvaji ndboje z vrcholi stupné 5 na
uzly vyssich stupna tak, aby se neménil celkovy soucet ndboju. Vétsinou neni
tézké zjistit vSechny moznosti pro okoli vrcholl, které po vybijeni zistanou
s kladnym nabojem, a sestavit katalog téchto konfiguraci s kladnym nabojem
nékterého uzlu. Vybijeni je mozno definovat tak, aby kazda z téchto konfiguraci
byla reducibilni. Ty vSak nemohou v ireducibilni triangulaci existovat, a tak
by mélo dojit k vybiti. To vsak neni mozné, nebot soucet naboju je konstantni.
Tento spor dokazuje, ze nemiize existovat ireducibilni jednoduché triangulace,
a tedy hypotéza o étyfech barvach je spravna.

Jde vlastné stile o sestrojeni nevyhnutelné mnoziny reducibilnich konfigura-
ci. S touto myslenkou prisel jiz H. Heesch v roce 1969, kterému se tuto mnozinu
nepodarilo najit. Appel s Hakenem sestrojili nevyhnutelnou mnozinu reduci-
bilnich konfiguraci, kterd méla nejprve 1936 prvki. Postupné se tento pocet
podarilo snizit az na 1405. Dalsi podstatné snizeni se jiz ocekdvat neda. Pro
provéfovani reducibility konfiguraci si stanovili zdsadu, ze vSechny konfigurace
z nevyhnutelné mnoziny maji f4d mensi nez 14. Pfi kontrole konfiguraci s fadem
mensim nez 10 vychdzeli z jiz diive sestavenych tabulek (pozdéji publikované
v [26]). Reducibilitu ostatnich konfiguraci provéfovali na pocitacich IBM. P¥i-
slusné programy vytvofili ve spolupraci s J. Kochem. Vypoéty spotfebovaly
asi 1200 hodin strojového casu. P¥iprava metod, programu a samotna prace
s pocitacem trvaly Ctyfi roky.

Na zavér pfipomenme vyznam tohoto problému pro matematiku. Pfivedl
k teorii grafti celou fadu vyznamnych matematiki (Birkhoff, Veblen, Whitney)
a pii jeho feSeni byla zavedena celd Fada novych grafovych pojmi (rovinny
graf, dudlni graf, chromaticky polynom ap.). Problém ¢étyf barev se nakonec
stal prvni velkou vétou, dokdzanou pomoci pocitace, bez moznosti pfimého
ovéfeni jinymi matematiky.

Historii problému ¢tyt barev byla jiZz v minulosti vénovand znaéna pozornost
v literatufe. Uvedme zde napiiklad knihu [27], kterd pojednava o vyvoji teorie
graft v letech 1736 az 1936. Velké mnozstvi historickych poznidmek k tomuto
problému muze cesky Etenaf nalézt ve znamé Sedlackové knize [28]. J. Bosék
v roce 1979 publikoval €lanek [29], ve kterém informoval o vyfeseni problému
Appelem a Hakenem.
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Dodatek

V dobg, kdy byl pfipravovan tento piispévek, se podafilo skupiné americkych
matematikl vyrazné zjednodusit Appeliv a Hakentiv diikaz problému &tyf
barev. Svoje vysledky zvefejnili prostfednictvim sité Internet nejsirsi vefejnosti.
Autorovi neni znamo, zda byl tento novy vysledek publikovdn v odbornych
casopisech a jak byl pfijat odborniky.

Dikaz, ktery v roce 1976 provedli Appel a Haken, nebyl matematickou
vefejnosti plné akceptovan. Jsou pro to dva divody: (i) ¢ast jejich dikazu
vyzaduje pouziti pocitace; (ii) ¢ast, kterou lze ovéFit ,ruéné“, je tak slozita, ze
Jje to prakticky nemozné.

Autofi nového dikazu se v roce 1993 chtéli presvédcit o spravnosti postupu
Appela a Hakena, ale brzy se rozhodli, ze vytvori diikaz vlastni. Pritom
vychéazeli ze stejnych myslenek, na kterych je zalozen ptlivodni dikaz. Jejich
mnozina nevyhnutelnych reducibilnich konfiguraci obsahuje ,pouhych“ 633
konfiguraci. Také pocet riznych vybijecich procedur se jim podafilo vyrazné
snizit (32 oproti vice nez 300 u pivodniho diikazu).

K provedeni prvni ¢asti nového diikazu je opét tieba pocitace. Vypocet byl
proveden na pracovni stanici Sun Sparc 20 béhem 3 hodin. Ovéfeni platnosti
druhé césti je mozno provést bez pouziti pocitace béhem nékolika mésicii.
Ovéreni na pocitaci trva asi 20 minut.

Podrobnosti dikazu, ovéfovaci programy a samoziejmé nevyhnutelnou mno-
zinu reducibilnich konfiguraci mizeme najit a ziskat na anonymnim FTP serve-
ru ftp.math.gatech.edu/pub/users/thomas/fcdir/. Pro prvni informaci je vhod-
né pouzit ¢lanek [30].
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