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HISTORIE PRAVIDELNYCH
MNOHOSTENU

VERONIKA SVOBODOVA

Uvod

Ten, kdo se vydava po stopach konkrétni myslenky otiskujici se v béhu
vekl v riiznych podobach, mlze zazit neobycejné putovani. Tato prace
si klade za cil provést ¢tenafe jednou z téchto cest — tou, kterou v ev-
ropskych déjinach zanechaly pravidelné mnohostény.

Nejprve se zastavime v Recku, kde krasa a elegance pravidelnych
mnohosténd udivovala a inspirovala nemalo filosofi, a kde také byla tato
télesa poprvé matematicky popsana. Piekroc¢ime obdobi stiedovéku, ne-
bot toto nemé k nasemu tématu mnoho co Fici. Znovu objevenou krasu
mnohostént uvidime v novych pohledech renesan¢nich umélcti. Navsti-
vime Johannese Keplera a podivame se, jak se v jeho dile odrazila fas-
cinace pravidelnymi mnohostény. Za ptrelom starého a nového mysleni
budeme brat okamzik, kdy za¢nou matematikové hledat obecné zakoni-
tosti, seznamime se tedy s mnohosténnou tvorbou Descartesovou a Eu-
lerovou. Nahlédneme také, ze davné prani nalézt pravidelné mnohostény
ve stvoreném svété bylo splnéno s objevy v mikrosvété.

Pokusime se ¢tenafi priblizit vSechny vyznamné zastavky na cesté
dlazdéné pravidelnymi mnohostény az do pocatku 20. stol. Dynamicky
rozvoj matematiky v tomto stoleti umoznuje zaclenit mnohostény do
sirokého kontextu struktur a operaci. Toto posledni obdobi by jisté samo
dalo dostatek podkladt k sepsani prace podobného rozsahu, nejedna se
vSak jiz o objevy v trojrozmérné geometrii, proto nase cesta konci praveé
zde.

Vérim, Ze ¢tendr v praci uvidi geometrii v celé jeji harmonii, mate-
matické i estetické.

1. Starovék — krasa a elegance

Patrani po historickych prvenstvich v objevech pravidelnych mno-
hosténd je spojeno s urcitou mirou nejistoty a spekulaci. Nemuzeme
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Obr. 1: Kamenné mnohostény ze Skotska

védeét, kdo sestrojil tato télesa poprvé, ¢i zda nebylo vice ucenci, kteti
by je v priblizné stejné dobé popsali.

V této kapitole se nejprve budeme vénovat nejstarsim néleziim pra-
videlnych mnohosténtt a uvedeme, ktefi myslitelé jiz pravidelné mno-
hostény znali. Déle zminime Platonovo filosofické badani, které tuzce
souviselo s pravidelnymi mnohostény. Rozebereme prvni systematické
pojednéni o pravidelnych mnohosténech obsazené v dile Elementa. V za-
véru kapitoly zminime, kdy se poprvé objevuji nékteré z polopravidel-
nych mnohostént.

1.1. Definice. Pravidelnym mnohosténem (nebo téz platonskym
télesem) rozumime konvexni mnohostén, jehoz vSechny stény jsou
shodné pravidelné mnohothelniky, kterych se sbiha v kazdém vrcholu
stejny pocet.

1.1 Prvni zminka o pravidelnych mnohosténech

Povazujeme-li za prvni zminky i nalezy modeld pfipominajicich pravi-
delné mnohostény, bude historie sledované problematiky sahat hluboko
pred nas letopocet, priblizné do doby 2000 let pt. Kr., ze které pochézi
kamenné modely ze Skotska na obrazku 1.

Pét pravidelnych mnohostént (obr. 2) — ¢étyrstén, Sestistén, osmis-
tén, dvandctistén a dvacetistén (nazvanych podle poc¢tu stén, které tvori
jejich povrchy) — bylo velmi pravdépodobné znamo jiz pythagorejctim.?

HwwwGe]
%[He81a] str. 158.
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Obr. 2: Pét pravidelnych mnohostént

Jak 7ikd PrROCLUS (411-485 pf. Kr.), pythagorejci zastavali nazor,
ze geometrie, ktera si zasluhuje byt studovana, je ta, ktera povznasi dusi
(namisto té, kterd se jen snazi usnadnit zivot). PYTHAGORAS ZE SAMU
(569-475 pf. Kr.) uz definuje pojmy kvili matematickému charakteru
zkoumanych objektti, utvaii tedy prvni kroky k systematizaci geomet-
rie.3

Nevime, zda pythagorejci znali pravidelny dvanactistén, pravdépo-
dobné je, Ze byl objeven z pravidelnych mnohosténti nejpozdéji. Povrch
dvanéactisténu je totiz tvofen pravidelnymi pétithelniky, jejichz kon-
(viz odstavec 1.2).

Téleso ve tvaru tohoto mnohosténu vsak bylo zkonstruovano jiz okolo
roku 500 pt. Kr. Z této doby pochazi kamenna etruska hracka ve tvaru
pravidelného dvanéctisténu (obr. 3).4 Jeji nalez byl u¢inén v roce 1885
v Monte Loffa pobliz Padovy. Existuje jesté dalsich miniméalné dvacet
Sest predméti ve tvaru dvanactisténu, které jsou keltského ptivodu. Je
proto mozné, ze Pythagoras nebo jeho néasledovnici vidéli né€jaky takovy
dvanactistén a pak se jej snazili matematicky popsat a vclenit do sys-
tému, ktery budovali.’®

Historikové se domnivaji, Ze pythagorejciim nebyla zndma konstrukce
pravidelnych mnohosténti v té mire, v jaké je pozdéji uvadéna v Euk-
leidovych Zdkladech a pokladaji za pravdépodobné, ze prvnim, kdo ji
provedl, byl THEAITETOS Z ATHEN (asi 417-369 pt. Kr.).> Tato kon-
strukce pravidelnych mnohosténit vychéazi z diskuse o poc¢tu shodnych
pravidelnych mnohothelniki sbihajicich se v jednom vrcholu.

Myslenka diskuse spociva v tom, ze probirame vsSechny moznosti
konfiguraci v jednom vrcholu, aby nam vznikl prostorovy thel. Je ziejmé,
ze ve vrcholu musi byt minimalné tii pravidelné mnohothelniky. Vychéazi

3[He81a] str. 158-162.
4[wwwGe], [Cox48] str. 13.
®[He81a] str. 160.
5[He81a] str. 209, 212.



10 VERONIKA SVOBODOVA

Obr. 3: Etruska hracka
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Obr. 4: Konfigurace ve vrcholu

nam pét moznosti (obr. 4).

Pro rovnostranny trojihelnik ziskdme moznosti se tfemi, ¢tyfmi nebo
péti trojuhelniky v jednom vrcholu (Sest jiz netvoii prostorovy vrchol).
Pro ¢tverec mame moznost se tfemi mnohothelniky v jednom vrcholu
a stejné tak pro pravidelny pétithelnik (vice étyithelniki, resp. péti-
uhelnikt netvofi prostorovy vrchol). Dalsi mnohothelniky nemé smysl
uvazovat, protoze jejich vnitini ahly jsou vétsi nebo rovny tfetiné plného
ahlu. To, ze ke kazdé moznosti skute¢né existuje pravidelny mnohostén,
dokazuje jejich pfima konstrukce: tfi trojuhelniky ve vrcholu vedou na
pravidelny ctyistén, ¢tyfi na pravidelny osmistén a pét na pravidelny
dvacetistén. TTi ¢tverce v kazdém vrcholu nam vytvori krychli a pét pra-
videlnych pétithelnikd d& vzniknout pravidelnému dvanactisténu. Této
diskusi je vénovana ¢ast tfinacté knihy Eukleidovych Zdkladi (viz od-
stavec 1.3).
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Obr. 5: Platénovo déleni pravidelnych mnohothelnikt Obr. 6: Kuboktaedr

Theaitétos znal také poméry délek hran pravidelnych mnohostént
k polomértim jim opsanych kouli (také tato problematika bude vice p¥i-
blizena v odstavci 1.3, ktery je vénovan Eukleidovi a jeho Zakladum).

1.2 Pravidelné mnohostény u reckych filosofu

Krésa a elegance pravidelnych mnohosténti ponoukala mnoho staroveé-
kych filosoftt k tomu, aby je hledali v fadu svéta. Jednim z nich byl
PLATON (427-347 pf. Kr.), ktery ve svém dile Timaios popisuje kon-
strukci péti pravidelnych mnohosténd klasickym zptisobem, tedy ,,pfi-
klada* k sobé jednotlivé mnohotuhelniky (viz odstavec 1.1). Prichézi déle
na to, ze stény lze rozlozit do trojuhelnik®, z nichz kazdy je slozen ze
dvou pravothlych trojihelniki (obr. 5).7

Platon znal jisté také jeden z polopravidelnych mnohosténd — ku-
boktaedr (té€leso, jehoZ sténami je osm rovnostrannych trojuhelniki a Sest
tvercti — obr. 6).8

Z filosofického hlediska je vyznamna jeho atomické teorie hmoty tak-
téz uvedena v dile T%maios. Platén navazuje na EMPEDOCLOVU (asi 492
— asi 432 pi. Kr.) teorii o existenci ¢tyf zakladnich zivli — zemé, ohné,
vody a vzduchu. Platén usuzuje, zZe jsou slozeny z nepatrnych castic,
které maji tvar pravidelnych mnohostént, protoze svét prece musi byt
slozen z dokonalych castic. Zemi, jako nejstabilnéjsimu zivlu pfirkne za
stavebni jednotku krychli. Oher jako nejzafivejsi a nejostiejsi zivel musi
byt tvoren pravidelnymi ctyfstény. Voda je slozena z pravidelnych dva-
cetisténil, nebotf tento mnohostén mé nejlepsi predpoklady pro ,valeni
se“, tedy pro pohyblivost vodé piiznacnou. Vzduchu pfifazuje atomy
tvaru pravidelnych osmisténti a problém s nedostatkem zivl{ fesi tim,

"[He81a] str. 296.
8[He81a] str. 295.
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7e prohlési, Ze vesmir mé tvar pravidelného dvanactisténu.”

Dnes nam badani tohoto typu bude pripadat pravdépodobné tismév-
né. Ve své dobé vsak mélo velky vyznam a prispivalo v neposledni fadé
i k rozvoji exaktnich disciplin. Propojovani geometrie a filosofie vSak
neni casové omezeno jen na starovék. Jak uvidime pozdéji, podobnym
teoriim se vénoval na konci 16. stol. kuptikladu Johannes Kepler, jehoz
védecky prinos astronomii, fyzice a matematice je nepopiratelny. Pravé
od Keplera pochazi dobova ilustrace k Platénové atomické teorii (obr. 19
— vpravo uprostted).

1.3 Pravidelné mnohostény v Zakladech

Jak je vidét z predchazejicich odstavcl, poznatky o pravidelnych mno-
hosténech, a geometrii obecné, ve starovékém Recku nebyly nijak uce-
leny, neexistovalo zadné dilo, které by podavalo alespon jejich zakladni
souhrn. Tato potreba vytvoreni prehledu soudobého matematického po-
znani vedla EUKLEIDA (asi 325 — asi 265 pf. Kr.) k sepsani dila Elementa
(tj. Zdklady).

Eukleidovy Zdklady muzeme pokladat za systematickou ucebnici
nejen tehdejsi geometrie, ale také teorie Cisel a elementarni algebry. Né-
ktefi matematikové dokonce tvrdi,'? ze Eukleidovym cilem bylo popsat
vlastnosti pravé pravidelnych mnohosténi, k ¢emuz musel pridat obsahly
,2avod“ do dané problematiky. Pravdou je, ze konstrukci platonskych té-
les vénoval Eukleidés posledni, tj. tfinactou knihu svych Zdkladd. Prvni
az Sestd kniha jsou vénovany poznatkiim z rovinné geometrie, sedma
az devatd kniha se zabyvaji studiem prirozenych ¢isel a desata kniha
zkouma tzv. nesoumeétitelné veliciny, v dnesni terminologii ¢isla iracio-
nalni.

Zbyvajici tfi knihy jsou jiz zaméfeny na geometrii prostoru. Jede-
nacté kniha nejprve popisuje nékteré zakladni polohové vlastnosti pri-
mek a rovin a posléze zkouma rovnobéznostény. Kniha dvanacta shr-
nuje poznatky o jehlanech, kuzelech a koulich. Kniha tfinacta nejprve
zminuje zlaty fez v pravidelném pétithelniku, dale pak opisuje vSem
pravidelnym mnohosténtim kulovou plochu a zjistuje vztah mezi délkou
hrany mnohosténu a polomérem kulové plochy. Zavér je vénovan di-
kazu neexistence jiného pravidelného mnohosténu, nez zminénych (viz
odstavec 1.1).

9[Dev02] str. 156.
[Lev91] str. 38, 39.
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XIIL.

Sestrojjehlanaopi$danoukuliadokaZ Ze étverec -

kulového préméru jest plldruhakrét veéts{ nezli
gtverec jehlanove strany (hrany).

Primérem dané koule budiz AB a bud rozdélen v bodé C tak,
aby byle AC=2CPF; a narysujme na AB polokruh ADB a zridme
v bodé C na AB kolmici CD a vedme spojnici DA: mé&me téZ kruh
EF@ poloméru stejného s DC a v piSme do kruhu EFG stejnostranny
/A EFG a za stted kruhu vezméme H a vedme spojnice KH. HF,
HG; i vztytme v bodé H na roving kruhu EFG kolmici HE a od-
fiznéme od HK useiku AK stejnou s AC a vedme spojnice L'E, KF,
KG %). A jeito FHK jest na roving kruhu
EFG kolmo, tedy také se viemi p¥im-
kami s ni se stykajicimi a jsoucimi
v roviné kruhu EFG bude &initi ahly
pravé. Stykaji vSak se s ni HE, HF,
HG; proder HK jest na HE, HF,
HG kolmo. A jeito HNR = AC a HE—=
CD a sviraji pravé uhly, tedy zakladna
KE=DA. Ztéze priiny oviem i KF—=
DA | KG=DA; 1tedy KE=KF—
KG. A jesto AC=2CB, tedy AB—
3 KHC. AvSak AB: BC=AD*; D(C* jako% ihned potom bude dokazano
(vyt.). Profez AD*—=3 DC* Jest pak i FE?*=3FE/(* (XU xI1L.) a
DC=EH; tedy DA—=EFEF, Avdak bylo dokézdna. 2é DA=KE—
KF= KG; proéez EF, FG, GE jsou stejné s KE, KF, KG. Tedy &tyfi
trojtihelniky BFG, KEF, KFG, KEG jsou stejnostranné. Proez jehlan
sestaven je ze &tyf stejnostrannych trojuhelniklv a zikladnou jeho
jest A EFG a temenem bod K.

M4 se oviem té% opsati danou kuli a dokazati, Ze Ctverec kulo-
veho priméru jest plildruhakrat vEt3i neZli &tverec strany jehlanové.

Nuze prodluZme ptimku Kf7 pfimym smérem, aby vznikla HL,
a budiz HL=0CB. A jeito AC:CD=CD:CB a AC=KH, CD—=
HE a CB=HL, tedy KH: HE= EH:HL; protei KH X HL = EH".
A X KHE i EHL jsou pravé; tedy polokruh rysovany na KL pljde
i bodem E [jeZto pravé spojenim E s L tvofi se pravy 4 LEK tim,
Ze vzniki A ELK s A ELH, EHK stejnodhly 7)]. KdyZ pak se kolem
pevné osy KL polokruh otodi, aZ se opit vrati do téhoZ postaveni,
odkud se pocal otadeti, bude prochizeti i body F, G, a spojnicemi
FL, LG podobné také vznikaji pfi F, G dhly pravé; i bude jehlan
danou kuli opsdn. Nebof primeér kulovy KL je stejny s primérem
AR koule dané, jeito pravé za pravdu vzato, Ze KH = ACa CB= HL.

Pravim, jiz, Ze tverec kulového priméru jest plldruhakrat vetsi
nezli &tverec strany jehlanové.

Nebot, jezto AC—=2C5, tedy AB—23 BC; profeZ zvratnt BA—
$AC. A BA: AC= BA": AD"® [jeito pravé, spojime-li Ds B, BA: AD =
D4: AC pro podobnost A DAB a DAC a proto, Ze prvni velidina ma
se ke tieti jako Ctverec z prvni ke &tverci z druhé (V. vym. 9. pozn.
4)7)]. Tedy téz AB*=3AD®*®) A BA jest primér dané koule, AD
pak rovni se strané toho jehlanu. .

Tedy c¢tverec priméru kulového jest plldrubakrat vEtd neli
&tverec strany jehlanové; coi pravé bylo dokazati.

Obr. 7: Ukézka ze Zdkladi (1)
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Jak Eukleidés postupoval v pripadé€ ditkazu vztahu mezi délkou hrany
pravidelného c¢tyfsténu a primérem kulové plochy mu opsané, je vidét
v nasledujici ukazce (obr. 7 a 8).11

Zminénd ukéazka je v nasledujicich odstavcich pfepsdna pomoci dnesni
matematické symboliky tak, aby byla srozumitelné stiedoskolskym stu-
dentlim.

1.1. Véta. Bud AB tsecka nenulové délky a C' jeji vnitini bod takovy,
ze plati: |AC| = 2-|C'B|. Déle bud k polokruznice sestrojend nad tseckou
AB a D bod polokruznice k takovy, Ze lezi na kolmici k tiseCce AB vedené
bodem C (obr. 8). Potom plati:

|AB| : |BC| = |AD|? : |DC|? (1)
Vijtezek.
Ma se dokdzati, Ze AB:BC—ADY: 4o ; D

DC* Méjme narys polokruhu a vedme spoj-
nici DB a sestrojme z AC &tverec EC a do-
pliime rovnobéZnik FA. Jeito tedy proto, -
Ze A DAB je stejnodhly s DAC, BA: AD= 4 C Np
DA AC, tedy BA>< AC= AD" A ponévadZ
AB:BC= EB:BF a EB= BA>< AC, nebot
EA=AC. a BF=AC X CB, tedy AB: BC—
BAX AC:AC X CB. 1 jest Bd X AC=
AD%) a ACYX CB=DC®, nebot kolmice
DC je stredni Umérnou usefek ‘zakladny B 7
AC, CB, jelikoZ <I ADB jest pravy. Protez g

AB:BC= AD*: DC%; co% pravé bylo dokdzatl.

Obr. 8: Ukédzka ze Zdkladi (2)

Diikaz. Trojahelnik ADB je podobny trojuhelniku AC'D. Proto plati:

|BA| : |AD| = |DA| : |AC| (2)
Proto:

[BA| - |AC| = |AD|? (3)
Trojihelnik ACD je podobny trojihelniku DCB. Proto plati:

|AC| : |CD| = |CD| : |CB| (4)

" [Euk07] str. 294, 295.
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Proto:
|AC|-|CB| = |CD|? (5)
Pouzitim rovnosti 3 a 5 dostavame:

|AB| _|AC|-|AB| _ |ADJ
|BC|  |AC|-|CB| ~ |cDP?

(6)
QED.

1.2. Véta. Mezi hranou pravidelného ¢tyisténu a a priimérem kulové
plochy mu opsané d plati vztah:

d?>=1,5-a? (7)

Dikaz. Je veden konstrukci — sestrojime ctyfstén vepsany do dané
kulové plochy a ukézeme, Ze je pravidelny. Na zavér odvodime vztah
mezi d a a. Bud AB pramér kulové plochy a bod C jeho vnitini bod
takovy, ze plati: |AC| = 2:|C'B|. Déle bud D bod kulové plochy takovy, ze
CD je kolmé na AB. Sestrojme rovnostranny trojuhelnik DEF v roviné
kolmé na primér AB, jehoz stfedem je bod C. Z kolmosti je zfejmé, ze
plati:

|AD| = [AE| = |AF]| (8)

V libovolném rovnostranném trojuhelniku D E'F se stfedem C' (odkaz
na tvrzeni, které Eukleidés dokazal jiz dfive) plati:

|DE* =3-|CD|* 9)

7 tvrzeni 1 plyne, Ze:

|AD> = 3. |CDJ? (10)

7 poslednich t¥i uvedenych tvrzeni a z kolmosti praméru na troju-
helnik zifejmé plyne:

|AD| = |AE| = |AF| = |DE| = |[EF| = |FDI, (11)

proto je ¢tyfstén ADFEF vepsany do kulové plochy s prumérem AB
pravidelny. Zbyva ukézat platnost vztahu 7.
7 podobnosti trojuhelniki ABD a ADC plyne:
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|AB|: |AD| = |AD| : |AC| (12)

Proto:

|AB|-|AC| = |AD/? (13)

Pouzitim tohoto vztahu snadno nalédneme, ze plati:

3 _|AB| _|AB|-|AB| _|AB]? _d* (14)
2~ JAC| ~ |AC|-|AB| ~ |AD ~ a2

Porovnanim zacatku a konce pravé uvedené rovnosti ziskame doka-
zované tvrzeni 7.

QED.

Sepsani Zdkladi se tak stalo vskutku monumentalnim pocinem, jed-
nalo se o viibec prvni rozsahlé dilo, které matematicky definovalo, tvrdilo
a dokazovalo (coz byla v obdobi ,dialogi“ naprosto nevidana forma).

1.4 Prvni zminka o polopravidelnych mnohosténech

Vypustime-li z definice pravidelnych mnohosténti pozadavek shodnosti

pravidelnych mnohothelnikti a budeme-li nadale pozadovat zaménitel-

nost vrcholtt mezi sebou,? ziskame definici polopravidelného mnohosténu,
ktery ma smysl uvazovat uz jen proto, ze lze ziskat vhodnym ,,0sekanim“

pravidelného mnohosténu.

1.2. Definice. Rekneme, ze dva wvrcholy konvexniho mnohosténu
jsou shodné, jestlize se v nich sbiha stejny pocet pravidelnych mno-
hotihelnik? jistého typu a tyto mnohotihelniky ,,obihaji“ vrchol v ur-
¢itém poradi a jestlize vrcholy lze vzajemné prevadét jeden na druhy.
Nékdy také rikdme, ze vrcholové mnohothelniky jsou shodné. (Vrcho-
lovy mnohothelnik si mizeme pfedstavit jako sténu vzniklou vhodnym
odfiznutim vrcholu.)

127 pravidelnych mnohostént nam tato vlastnost implicitné plynula ze shodnosti
pravidelnych mnohothelniki.
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1.3. Definice. Polopravidelngm mmnohosténem rozumime konvexni
mnohostén, jehoz vSechny stény jsou pravidelné mnohothelniky a je-
hoz vrcholy jsou navzajem shodné, pficemz vylucujeme platénské té-
lesa.

Poprvé tato télesa popisuje ARCHIMEDES ZE SYRAKUS (287-212
pi. Kr.). Archimédovo dilo se nedochovalo,'? vime vsak, Ze znal vsech
tfinact téles (prismy!# a antiprismy!'® v této dobé nejsou povazovany
za polopravidelné mnohostény). Diskusi o po¢tu polopravidelnych mno-
hosténi (obr. 20), uvadi az Kepler na poc¢atku 17. stol. v dile Harmonices
mundi (viz odstavec 2.2.4).

Nasledujici obdobi je pro evropskou matematiku, resp. pro geometrii,
obdobim ttlumu (snad jen vyjma astronomie), dila v této dobé vznikajici
jsou spiSe nevalné trovné. Z této Sedi potom jasné vystupuje PAPPUS
Z ALEXANDRIE (asi 290 — asi 350). Vzhledem k nasemu tématu je z jeho
odkazu nejzajimavéjsi, ze v paté knize svého dila Synagogae diskutuje
13 polopravidelnych mnohostént (jedna se o prvni dochovanou zminku
o polopravidelnjch mnohosténech).!6

Pappus déle ukazuje, ze uvazime-li kouli a pét pravidelnych mno-
hosténtt — vSechna télesa se stejnym povrchem, potom koule z nich
bude nejvétsi (rozuméj: bude mit nejvétsi objem).!” Ditkaz provadi na-
sledujicim zptisobem. Necht P je libovolny pravidelny mnohostén a S
sféra, kterd ma stejny povrch jako P. VepiSme do mnohosténu sféru s.
Oznac¢me R polomér S a oznacme r polomér s. Jisté plati: R > r. Po-
rovnejme nyni objemy S a P. Objem S je stejny jako objem kuzele,
jehoz zédkladna ma stejny obsah jako S ma povrch a vyska je rovna R.
Naproti tomu objem P je stejny jako objem kuzele, jehoz zédkladna ma
stejny obsah jako S povrch a vyska je rovna r. Jelikoz R > r, musi byt
objem S vétsi nez objem P.

V obdobi stfedovéku nenachazime nic podstatného, co by se zapsalo
do historie popisujici mnohostény.

13[He81b] str. 98.

Prismy jsou hranoly s podstavami pravidelnych mnohotihelnikt, jejichz boénimi
sténami jsou Ctverce.

15 Antiprismy vzniknou z n-bokého hranolu pootocenim jedné z podstav o thel
% a naslednou upravou vysky télesa tak, aby bocnimi sténami byly misto ¢tverct
rovnostranné trojuhelniky.

16[He81b] str. 98.

17[He81a] str. 394.
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2. Mnohostény v obdobi renesance

V této kapitole se zaméiime na obdobi, ve kterém nejen geometrie
prochézi znovuzrozenim. Nahlédneme do dé€l, ktera souvisi s mnohostény
a kterad vznikala v rozmezi od pocatku 15. az do pocatku 17. stol. Zahr-
neme sem Keplerovo geometrické badani, jez stylem navazuje na staro-
véké Reky. Zminime také nékterd uméleckd dila inspirovana mnohostény.

Ackoli dobové lze pokladat Descarta za Keplerova soucasnika, mys-
lenkové se spise fadi k Fulerovi, procez ho zminime az v nasledujici
kapitole.

2.1 Mnohostény v Keplerové filosofickém badani

Po dlouhé prestavce od posledniho objevu ve svété pravidelnych mno-
hosténtl se opét v této tématice zacind psat historie a nepisSe ji ni-
kdo jiny nez némecky astronom, matematik a fyzik JOHANNES KEPLER
(1571-1630). Nasim cilem neni zkoumat vSechny oblasti Keplerova veé-
deckého zajmu, omezime se pouze na ty, které se nesmazatelné vryly do
historie pravidelnych mnohosténti.

Mozné piekvapiveé je u Keplera pocatecni zajem o pravidelné mno-
hostény spojen s jistou vznosnou mystikou. Zastava podobny nazor jako
pfed nim napiiklad Platén, Zze dokonalost pravidelnych mnohosténti se
musela projevit v radu svéta.

Roku 1596 Kepler publikuje dilo Mysterium cosmographicum (obr. 9),
ve kterém se pokousi vyuzit platénské télesa pro své astrogeometrické
badani. Kdyz Kepler objevuje zakladni zakony, jimiz se fidi pohyb planet
v Slunecni soustaveé, poklada si otazku, pro¢ jsou planety pravé v tako-
vych vzdalenostech od Slunce. A zde se projevuje Keplerova naklon-
nost k Cisté geometrii: ,,Jsou-li nebeské pohyby vytvorem rozumu, mohli
bychom podloZené turdit, Ze drdahy planet jsou dokonalymi kruhy. Sdm
Bih, ktery je prilis vzneseny na to, aby ziustal necinny, rozehrdl hru sym-
boli a ukazuje svétu svoji podobu. Osméluji se proto domnivat, Ze celd
piiroda i poZehnané nebe jsou popsdny jazykem geometrie.“18

Na pocatku 17. stol. bylo znamo Sest planet: Merkur, Venuse, Zemé,
Mars, Jupiter a Saturn. Kepler, ovlivnény teorii MIKULASE KOPERNIKA
(1473-1543) o pohybu planet okolo Slunce, se snazil najit numericky
vztah, ktery by vysvétlil, pro¢ existuje pravé Sest planet a co udava

18[Lev91] str. 43.
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Obr. 9: Titulni strana dila Mysterium cosmographicum
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Obr. 10: Model slune¢ni soustavy dle Keplera (1)

jejich vzdalenost od Slunce. Nakonec usoudil, Ze se jedna spise o ge-
ometricky nez numericky vztah a zacal do kruhii vpisovat pravidelné
mnohouthelniky. Nenachazel vsak zadnou analogii s rozmisténim planet
na obloze.

Po urcité dobé vsak Keplera napadlo, ze geometricky vzor by mohl
byt prostorovy. Vzdyt planet je Sest a mezer mezi nimi pét, stejné jako
pravidelnych mnohosténi, které reprezentuji krasu prostoru. Kepler tedy
zacal vkladat jeden pravidelny mnohostén do druhého a vepisovat a opi-
sovat jim kulové plochy. K nasemu velkému prekvapeni se jeho vypocty
priblizné shoduji se situaci na obloze, jak se v té dobé astronomum je-
vila. Keplertv model vypadal takto: po nejvétsi kulové plose se stfedem
ve Slunci se pohybuje Saturn. Do ni je vepsana krychle a do té pak ku-
lova plocha urcujici drahu Jupitera. Kdyz do mensi kulové plochy vepi-
Seme Ctyfstén a do néj zase kulovou plochu, dostaneme drahu Marsu.
Analogicky mezi Marsem a Zemi je dvanactistén, mezi Zemi a Venusi
dvacetistén a Venusi déli od Merkuru osmistén. Kepler nedostal rozmeéry
drah presné a vysvétloval to tim, ze mezi myslenym kruhem a skute¢nou
dréhou planety je urcity rozdil, nebot ,nebeské pohyby nejsou dilem ro-
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zumu, ale prirody“.*® Sviij model musel proto trochu upravit — kulové
plochy maji riznou tloustku (obr. 10 a obr. 11).

Koncepce pravidelného vesmiru ovSem padla objevem dalSich pla-
net, ktery pochopitelné nebyl doprovéazen nalezenim dalsich pravidelnych
mnohostént. Skondila tak etapa pomérné dobrodruzného odhalovani za-
kontl, jimiz se ridilo stvoreni svéta.

2.2 Keplerovy mnohosténné objevy

Keplerav zdjem o mnohostény vsak nebyl cisté filosoficky. Zkoumal je
i z matematického hlediska, coz je patrné v dile Harmonices mundi
(obr. 12), vydaném roku 1619, ve kterém nachdzime mnoho do té doby
neznamych poznatk. Néasledujici odstavce budou vénovany praveé témto
Keplerovym objevim.

2.2.1 Hvézdicové mnohostény

Kepler objevuje dva hvézdicové mnohostény — maly hvéezdicovy dva-
ndctistén a velky hvézdicovy dvandctistén (na obr. 19 jsou vlevo dole).
Tyto mnohostény jsou pravidelné ve smyslu definice pravidelnych mno-
hosténti, pouze dovolime, Ze se stény mohou protinat a mohou jimi byt
i hvézdy, pricemz vylouc¢ime sloZené mnohostény.?’ V dal$im textu bu-
deme slozeny mnohostén nazyvat sloZenina a budeme za néj povazovat
mnohostény tvorené pronikajicimi se platonskymi télesy stejného typu,
které zachovéavaji soumérnosti ptivodniho mnohosténu.?!

2.1. Definice. Hvézdicovym mnohosténem nebo téz kepler — po-
insotovym télesem rozumime jednoduchy mnohostén, ktery ziskdme
ohvézdovanim platénského télesa (protazenim jeho stén, az se pro-
tnou).

Je pochopitelné, ze fakt, ze by tato télesa mohla byt pocitana mezi
mnohostény, vyvolal vlnu poboufeni a to nejen kvili nekonvexnosti, ale

19[Lev91] str. 44.

20V anglicky psané literatuie se setkdvame s terminem compound polyhedron, kratce
compound.

21[Cox48] str. 47.
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Obr.

11: Model slune¢ni soustavy dle Keplera (2)
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Obr. 12: Titulni strana dila Harmonices mundsi
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Obr. 13: Souvislost Sestisténu a koso- Obr. 14: Souvislost Sestisténu a dva-
¢tvereéného dvanactisténu nactisténu

pozdéji také kviuli tomu, Ze evidentné nespliiovala vztah mezi poctem
vrcholtt v, hran h a stén s: v+ s = h + 2 (tzv. Eulerovu vétu, které se
budeme blize vénovat v nasledujici kapitole na str. 45).

Problém s ddajnou neplatnosti Fulerovy wvéty tkvél v pohledu na
prvky mnohosténu. Vezmeme-li napf. maly hvézdicovy dvanéctistén (na
obr. 19 dole, prvni zleva), tak z tehdejsiho pohledu byly sténami tohoto
télesa pravidelné péticipé hvézdy, kterych bylo dvanact. Za vrcholy byly
pocitany jen ty vrcholy, které tvorily ostny hvézd, v pripadé popisova-
ného télesa jich tedy bylo také dvanact. Za hranu byla povazovana spoj-
nice dvou nesousednich vrcholt (uvazovano v ramci hvézdy), téch tedy
bylo tficet (v kazdé sténé pét, kazda hrana takto zapocitana dvakrét).
Dosadime-li do Eulerova vztahu, rozhodné neziskame platnou rovnost.
Kde je tedy chyba?

V FEulerové vztahu rozumime pod pojmem sténa néco jiného, nez
co bylo zvykem pod timto oznacenim chapat. Kazda sténa je ohrani-
¢ena jinymi sténami, neptripoustime tedy, Ze by se stény mohly protinat,
v pripadé malého hvézdicového dvanactisténu je sténou rovnoramenny
trojuhelnik tvoreny cipem pravidelné hvézdy. Je pak zcela jednoduché
ovérit platnost vztahu: vrchold je 32, hran 90 a stén 60.

2.2.2 Souvislosti mezi pravidelnymi mnohostény

Kepler déle popisuje konstrukci pravidelnych mnohosténti. Vychazi z kry-
chle a ukazuje, jak s ni souvisi pravidelny étyfstén (obr. 17) — vhod-
nym zvolenim ¢tyf vrchol krychle ziskdme vrcholy ¢tyfsténu. Potom
ukazuje jak spolu souvisi krychle a pravidelny dvanéctistén (obr. 14)
— postavime-li na stény krychle vhodné ,strisky“, ziskdme pravé dva-
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Obr. 15: Dualita Sestisténu a osmisténu Obr. 16: Dualita ¢tyisténu

Obr. 18: Dualita dvanéactisténu a dva-
cetisténu

Obr. 17: Souvislost ¢tyfsténu a Sestisténu

néctistén. A nebo naopak — vybereme-li vhodné Sest vrcholt z dvaceti
vrcholi dvanéctisténu, ziskdme krychli.

Pravidelny osmistén a dvacetistén Kepler ziskd postupnym vepsanim
do Sestisténu a dvanactisténu (obr. 18 a obr. 15), ¢imz vlastné nepiimo
definuje dualitu. Vrcholy dualniho mnohosténu budou lezet ve stfedech
stén ptuvodniho mnohosténu. Kepler také upozornuje pravé na projev du-
alnosti, na fakt, Zze stejnym zpiusobem miZeme vepsat mnohostén také
do osmisténu, resp. dvacetisténu a ziskdme tim Sestistén, resp. dvanac-
tistén. Ukazuje také, ze ¢tyfstén je dudlni sdm se sebou (obr. 16).

2.2.3 Kosoc¢tvereéné mnohostény

V dile Harmonices mundi Kepler také jako prvni zminuje dva kosoctve-
reéné mnohostény (na obr. 19 vpravo dole). U téchto téles si v§ima toho,
ze maji dva razné typy vrcholi — u kosoc¢tverecného dvanictisténu je
to Sest vrcholi, ze kterych vychazi po ¢tyrech hranach a osm vrcholt, ze
kterych vychazi po tfech hranach. U kosoctvere¢ného tficetisténu je to
dvanact vrcholu, ze kterych vychazi po péti hranich a dvacet vrcholu,
ze kterych vychazi po tfech hranach. Navic Kepler ukazuje, jak ziskat
kosoctvere¢ny dvanactistén z krychle (obr. 13).
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Obr. 19: Ukéazka z Harmonices mundi

2.2.4 Polopravidelné mnohostény

Abychom se 1épe orientovali v Keplerové praci tykajici polopravidelnych
mnohostént (jejich definice je na str. 17), zavedeme si pojem vrcholové
posloupnosti v polopravidelném mnohosténu.
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2.2. Definice. Kazdy polopravidelny mnohostén bude jednoznac¢né
urcen posloupnosti

(p17p27' .- 7pk)7

ktera vyjadiuje, Ze v kazdém vrcholu mnohosténu proi € {1,2,... k—
—1} sousedi p;—uhelnik s p;1—thelnikem a p;—thelnik s py—tGhelnikem.
Tato posloupnost se nazyva vrcholovd. Je zvykem (pokud tim nezmé-
nime vrcholovy mnohothelnik) psat posloupnost tak, aby pro co nej-
vice p; platilo:

Di < Pit1

pozn.: napi. misto (4,3,4,3) budeme psat (3,4, 3,4).

Kepler provadi diikaz?? existence pravé 13 polopravidelnjch mno-
hostént (jedna se o ty, které znal jiz Archimédés). Postupuje stejné jako
Theaitétos ve 4. st. pi. Kr. pfi dikazu existence pravé péti pravidelnych
mnohostént. Probird vSechny pfipustné konfigurace mnohothelnikt ve
vrcholu. Rozebereme si nyni, jak Kepler v diitkazu postupoval, a pouka-
Zzeme na nékteré nekorektnosti, kterych se dopustil.

Cely postup dtkazu je shrnuty v tabulkach na stranach 77 a 29.
Kepler probira konfigurace v tom poradi, ve kterém jsou uvedeny, a ko-
mentuje, zda vyhovuji, ¢i nikoli.

V piipadé vyhovujici mnoziny vrcholti odkaze ¢tenare na obrazek,
na némz je mnohostén vyobrazen (obr. 20). Jedna se tedy o dikaz kon-
strukci. Zde se Kepler dopousti prvni vyznamné chyby, protoze piredpo-
klada, ze k libovolné mnoziné mnohothelnikd sbihajicich se v jednom
vrcholu existuje pravé jedna vrcholova posloupnost. Zkonstruuje napi.
mnohostén s posloupnosti (3,4, 3,4) a nenapadne ho, zda nemuze existo-
vat mnohostén s posloupnosti (3, 3,4, 4). Tento sice neexistuje, ale v di-
kazu je tfeba zdtvodnit, pro¢ tomu tak je.? Prochazime-li dale Keple-
riiv vycet moznosti, zjistime, e opomenul jesté jednu posloupnost?* —
(3,3,9), ¢ > 6.

V pripadé€ nevyhovujici mnoziny vrcholi odkéze ¢tenare na vétu nebo
definici v pfedchozim textu, kterd nevhodnost konfigurace zdtvodni.

Zajimavosti zlistava, ze Kepler nepovazuje prismy a antiprismy?® za

*2|Kep19], Liber I., str. 61-65.

23Gtejné je opomenuta vrcholovéa posloupnost (3,3, 5, 5).

24Tato posloupnost také nevede na z4dny mnohostén.

#Kepler je zfejmé prvnim, kdo zmifuje antiprismu, viz [He81a), str. 14.
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Obr. 20: Polopravidelné mnohostény v Keplerové ilustraci

polopravidelné mnohostény.26

MizZeme se opravnéné domnivat, ze v Keplerové dobé nebyl v defi-
nici polopravidelného mnohosténu kladen narok na zachovani symetrii.
Proto lze za vyznamné pochybeni v Keplerové dilkazu také pokladat
predpoklad, zZe k libovolné vrcholové posloupnosti existuje nejvyse jeden
mnohostén. K této myslenkové redukci skuteéné dochazi, Kepler po na-
lezeni polopravidelného mnohosténu s hledanou vrcholovou posloupnosti
zatind vysSetfovat jinou posloupnost. Proto mu unikne, ze vrcholova po-
sloupnost (3,4, 4,4) uréuje dva navzajem rtzné konvexni mnohostény.

26Ve vyctu je uvadi mezi nevyhovujicimi konfiguracemi /3, 3,3,5/ a /4,4,p/.
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vhodné konfigurace

nevhodné konfigurace

konfigurace cislo konfigurace divod
/3,3,4/ propositio IX
/3,3,3,4/ propositio IX
/3,4,4/ propositio IX
(3,3,3.3,4) 12
/3,3,3,3,3,4/ propositio XVI
/3,3,3,3,4,4/ soucet uhla > 4R
/3,3,3,4,4/ soucet uhlt = 4R
(3,4,3,4) 8
(3,4,4,4) 10
/3,3,4,4,4/ soudet tthld > 4R
/3,3,3,3,3,5/ nevyhovuje ani /3,3,3,3,3,4/
(3,3,3.3,5) 13
/3,3,3,5/ definitio IX
/3,3,5/ riznd mocnost vrcholu
/3,3,3,5,5/ souc¢et uhlt > 4R
konfigurace ¢éislo konfigurace davod
(3,5,3.5) 9
/3,5,5,5/ soucet uhld > 4R
/3,5,5/ propositio XXIII
/3,3,3,3,6/ soucet uhla = 4R
/3,3,6,6/ soucet uhlt = 4R
73,3,3,6,6/ soutet Ghla > 4R
(3,6,6) 2
/3,3,3,3,p/p > 6 soucet uhld > 4R
/3,3,6,p/p>6 souc¢et uhla > 4R
/3,7,7/ propositio XXIIT
(3,8,8) 1
/3,p,q/p,q > 11 soucet uhla > 4R
(3,10, 10) 3
/4,4,4,p/p >4 soucet uhlu > 4R
/4,4,p/p > 4 definitio IX
/4,5,5/ propositio XXIII
(4,6,6) 5
J4,7,7/p >4 propositio XXIII
/4, p,p/p > 7 soudet thld > 4R
/5,5,p/p>5 propositio XXIII
(5,6,6) 1
/5,7,7/ soudet thld > 4R
/6,p,p/p>5 soudet thld > 4R
/3,3,0,q/p >3,q>4 propositio XXIII
(3,4,4,5) 11
/3,4,p,p/p >4 soudet tthld > 4R
/p,q,7/pV qVr je liché | propositio XXIX
(4,6,8) 6
(4,6,10) 7

/4,6,p/p > 12

soucet uhla > 4R

/4,p,10/p > 8

soucet thla > 4R
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Obr. 21: Sit& (3,3,3,3,4)

Keplertav postup se z dnesniho pohledu muze jevit jako nepfilis lo-
gicky usporadany. V nésledujicich odstavcich ukazeme, jak bychom tento
dtikaz podali dnesnim studenttim. Projdeme postupné vsechny moznosti
vrcholovych posloupnosti a ke kazdé z nich se pokusime sestrojit sit,
kterd z ni nutné vyplyva. V pfipadé, ze budeme muset pfi tvorbé sité
volit, kam umistime nésledujici mnohothelnik, rozlisime vSechny moz-
nosti. V pfipadé, ze dalsi mnohotihelnik neptijde umistit (libovolné misto
vyvolava spor), Fekneme, ze mnohostén k dané vrcholové posloupnosti
neexistuje.

V zavislosti na poctu a typu pravidelnych mnohothelniki sbihajicich
se v jednom vrcholu budeme vyzadovat, aby byla splnéna tato podminka:
mnohothelniky sbihajici se v jednom vrcholu musi mit soucet vnitinich
uhli u tohoto vrcholu mensi nez ¢tyfi pravé thly (v opaéném priipadé
bychom nezkonstruovali prostorovy thel).

V jednom vrcholu mnohosténu se mtize sbihat k pravidelnych mno-
hothelnikt, kde k € {3,4,5}, coz je zfejmé. Zacneme rozebirat moznosti
pro k = 5. Z prvni podminky ziskame dvé vrcholové konfigurace:

1. v kazdém vrcholu jsou ¢tyri trojuhelniky a jeden ¢tverec — budeme
znadit /3,3,3,3,4/;

2. v kazdém vrcholu jsou ¢tyti trojuhelniky a pétithelnik — budeme
znadit /3,3,3,3,5/.

Je dilezité si uvédomit, ze symbol /p1,p2, ps, pa, ps/ znaci mnoZinu
p; — Ghelnikd v kazdém vrcholu, narozdil od symbolu (p1, p2, ps, pa, Ds5)
znaciciho posloupnost p; — thelnikd v kazdém vrcholu.
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Pokusme se sestrojit mnohosténnou sit pro variantu (1). Z obrazku
21 je vidét, ze takové mnohostény budou existovat dva a Ze budou mit
stejnou strukturu ve smyslu zachovani ,sousedskych“ vztahti mezi sté-
nami. Té€lesa vznikla z téchto siti jsou zrcadlové obracena. Proto hovo-
Fime o jednom typu polopravidelného mnohosténu s vrcholovou posloup-
nosti (3,3,3,3,4).

Mnohosténné sité pro variantu (2) jsou na obrazku 22. Opét vidime,
Ze moznosti sestrojeni mame dvé. Protoze se jedna o zrcadlovost, télesa
ztotoznime a ziskdme polopravidelny mnohostén (3,3,3,3,5). V dalsim
textu budeme ,zrcadlové” varianty povazovat za sité generujici tentyz
mnohostén.

Pro k = 4 mame z prvni podminky nésledujici moznosti vrcholovych
konfiguraci:

3. /3,3,3,q/ 10. /3,3,4,10/
4. /3,3,4,4/ 11. /3,3,4,11/
5. /3,3,4,5/ 12. /3,3,5,5/
6. /3,3,4,6/ 13. /3,3,5,6/
7. /3,3,4,7/ 14. /3,3,5,7/
8. /3,3,4,8/ 15. /3,4,4,4/
9. /3,3,4,9/ 16. /3,4,4,5/

Sit varianty (3) pro g > 4, ¢ € N je siti ptislusné antiprismy (3,3, 3, q).
Varianta (4) ndm dévd dvé moznosti poskladani v jednom vrcholu
(obr. 25). Prvni moznost z obrazku 25 nas dovede ke sporu pfi tvorbé
sité (obr. 26). Z druhé sestrojime sit (obr. 23) a vzniklé téleso oznacime
posloupnosti (3,4, 3,4).

Varianta (5) ukazuje dvé moznosti posloupnosti (obr. 27), tentokrat
vSak sit neutvofime ani z jedné (obr. 28). Sif konfiguraci (6) — (11) je
naprosto analogickd s (5), sta¢i si misto pétithelniku pfedstavit odpo-
vidajici mnohotihelnik a uvédomit si, zZe to na feseni neméa zadny vliv.
Dalsi polopravidelné téleso nam tudiz neptibylo.

Varianta (12) méa dva typy uspofadani ve vrcholu (obr. 29). Druha
nas zédhy dovede ke sporu (obr. 30). Z prvni ziskdme sif na obrazku 24
a z ni mnohostén (3,5,3,5).

Body (13) a (14) nebudou vyhovovat ze stejného divodu jako bod
(5). Varianta (15) nam dava dvé moznosti vybéru. Bud pro vSechny troj-
thelniky plati, Ze incidence se stranou ¢tverce vyvolava incidenci jiného
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Obr. 22: Sité (3,3,3,3,5)

Obr. 24: Sit (3,5,3,5)

3,4,3,4)

Obr. 23: Sit (

Obr. 26: Spor (3,3,4,4)

Obr. 25: /3,3,4,4/
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Obr. 27: /3,3,4,5/ Obr. 28: Spor /3,3,4,5/
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trojuhelniku s opac¢nou stranou ¢tverce, nebo se vyskytuje alespori je-
den étverec, ktery sousedi s pravé jednim trojuhelnikem (obr. 31). Ziska-
vame dva rizné mnohostény (jeden nejde prevést v druhy jako tomu bylo
u bodu (1) a (2) s toutéz vrcholovou posloupnosti (3,4, 4,4). Dutlezité je
ovSem si uvédomit, ze druhy mnohostén (nazvany pseudorombokubokta-
edr — obr. 67) tim, Ze ma dva rtizné typy vrchold, nespliiuje definiéni
podminku na str. 17, nebof nejde pievadét vrcholy jeden na druhy.2”
Zajimavosti zistava, ze toto téleso bylo objeveno az ve dvacatém stoleti
(viz odstavec 3.7).

Zbyvéa nam posledni varianta pro k = 4 a sice (16). Mame dva zpu-
soby usporadani ve vrcholu — ¢tverce umistime vedle sebe nebo naproti
sobé (obr. 32). Prvni povede ke sporu (obr. 33) a druhy na mnohostén-
nou sit (obr. 34) a na mnohostén (3,4,5,4).

Polozme nyni k& = 3. Ze sou¢tu thld mnohotihelnikti v jednom vr-
cholu ziskdme nize uvedené moznosti (¢ € N), které vzapéti podrobime
testu existence site.

17. /3,3,q/, ¢ >3 29. /4,4,q/,q>2,q # 4
18. /3,4,q/, ¢ > 4 30. /4,5,q/,q >4
19. /3,5,q/, q > 4 31. /4,6,6/

20. /3,6,6/ 32. /4,6,7/

21. /3,6,q/, ¢ > 6 33. /4,6,8/

22. /3,7.q/, q > 6 34. /4,6,9/

23. /3,8,8/ 35. /4,6,10/

24. /3,8,q/, ¢ > 8 36. /4,6,11/

25. /3,9,q/,q > 8 37. /4,7,q9/,q> 6
26. /3,10,10/ 38. /5,5,6/

27. /3,10,q/, ¢ > 10 39. /5,6,6/

28. /3,11,q/, ¢ > 10 40. /5,6,7/

Uvazme, ze kterych konfiguraci se ndm nepodafi sestrojit sif. Zajisté
budeme netspésni, vezmeme-li trojihelnik a dva navzajem rtizné mno-
hothelniky (obr. 35), nebot dostaneme spor pfi obsazovani tfeti strany
trojahelniku. Vylou¢ime tedy vsechny tyto moznosti — (17), (18), (21),
(24) a (27).

Rovnéz nesestrojime sit z trojihelniku a dvou stejnych k—thelniki,
kde k je liché a soucasné k > 3. Na obr. 36 je spor ukézan pro k = 5,

2TPseudorombokuboktaedr tedy nezachovivéa soumérnosti krychle.
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Obr. 38: Sit (3,6, 6) Obr. 39: Sit (3,8,8)
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jedna se o analogicky problém jako u obr. 35. Proto jsou vylouceny také
moznosti (19), (22), (25) a (28).

Ke sporu dojde také, zvolime-li si ¢tverec a dva jiné mnohothelniky,
z nichz alespon jeden ma lichy pocet vrcholt (obr. 37 ukazuje spor pro
pétithelnik a libovolny mnohothelnik). Nyni mizeme vylou¢it i body
(30), (32), (34), (36) a (37).

Proberme postupné vSechny zbylé moznosti. U bodu (20), (23) a (26)
se sit zkonstruovat dé a to jednoznacéné (obr. 38, 39, 41). Dostaneme po-
lopravidelné mnohostény s vrcholovymi posloupnostmi (3, 6,6), (3,8, 8)
a (3,10, 10).

Varianta (29) tvoii prismy (4,4,q). Z moznosti (31), (33) a (35)
ziskdme jednoznac¢né vyjadiené sité€ na obrazcich 40, 43, 45. Mnohostény
z nich sestrojené budou mit po fadé oznaceni (4,6, 6), (4,6,8) a (4,6, 10).

Varianty (38) a (40) vedou ke sporu (obr. 42) pii tvorbé sité —
s patou hranou pétitthelniku nemize incidovat ani Sestitthelnik, ani pé-
titthelnik (38), respektive sedmithelnik (40).

A konecné z posledni zatim neroziesené moznosti (39) dostavame sit
(obr. 44) a pfislusny mnohostén (5,6, 6).

Ukézali jsme si, ze typt polopravidelnych mnohosténti je celkem 15,
pfiéemz dva z nich jsou nekoneéné (prismy a antiprismy). Nasleduje
vycet vyhovujicich posloupnosti:

(3,3,3,3,4) (3,4,4,4) (4,4,9), ¢ >3, q#4
(3,3,3,3,5) (3,4,5,4) (4,6,6)
(3,3,3,9), ¢ > 4 (3,6,6) (4,6,8)

(3, 4 3 4) (3,8,8) (4,6,10)

(3,5,3,5) (3,10,10) (5,6,6),

kde ¢ € N.

QED.

2.3 Objevy mnohosténti v uméni do pocéatku 17. stol.

Védecky zajem o mnohostény je od dob renesance také provazen zdjmem
uméleckym. V tomto odstavci si klademe za cil upozornit na ta vytvarna
dila z obdobi od konce 14. stol. do pocatku 17. stol., kterd ztvarnila
mnohostény do té doby matematicky nepopsané.

7 obdobi 1425-1427 pochazi ¢ast dlazby v bazilice sv. Marka v Be-
natkach znazoriujici maly hvézdicovy dvanactistén (obr. 48).2% Autorem

2 Ukazky uméleckych dél v tomto odstavci jsou prevzaty z [wwwGe].
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Obr.

Obr.

41: Sit (3,10, 10)

42: Spor (5,6, p)
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Obr. 44: Sit (5,6,6)
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Obr. 45: Sit (4,6, 10)

Obr. 46: Ukazka z Perspectiva Corporum Regularium
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byl pravdépodobné florentsky malif PAoLo UCELLO (1397-1475). Po-
znamenejme zde, ze matematicky byl tento mnohostén popsén az o témeér
200 let pozdéji (viz str. 21).

Dalsi osobnosti, ktera se vyznamné zapsala do historie pravidelnych
mnohosténi, byl némecky malif ALBRECHT DURRER. V jeho dile Un-
derweysung der Messung se poprvé objevuji sit€ mnohosténi. Na ob-
razku 47 je vlevo sit polopravidelného mnohosténu, ktery v Keplerové
ilustraci 20 mé ¢éislo 12. Druhé znézornénd sif patfi mnohosténu, ktery
vznikne osekdnim osekané krychle. Podivame-li se na druhou sif pec-
livé, brzy objevime chybu, kterou Diirrer udélal. Okolo nékterych vr-
choltt dvanactithelnikti znazornil tfi trojihelniky, které vyplnuji plny
thel (kdyby tomu tak bylo, nesel by tento mnohostén v prostoru zkon-
struovat).

Vyznamné misto v geometrii zaujima také vidensky malit WENTZEL
JAMNITZER (1508-1585), ktery ve svych ilustracich v dile Perspectiva
Corporum Regularium vykresluje mnohostény, jez maji byt matematicky
popsany o mnoho let pozd&ji (obr. 4629).

3. Hledani vztahi mezi mnohostény

V obdobi od 17. do 19. stol. se zaCin& geometrie ubirat obecnéjsim
smérem. V matematice mnohosténtl jiz nejde jen o to, télesa objevit
a popsat, ale viid¢i zac¢ina byt snaha najit obecné zdkonitosti, které by
platily pro vSechny zkoumané prvky.

Prvni publikované prace tohoto razu pochazi z 18. stol. od Svycar-
ského matematika Leonharda Eulera. Nékteré obecné vztahy platici pro
mnohostény vSak znal jiz v 17. stol. francouzsky filosof a matematik René
Descartes. Za svého zivota praci o mnohosténech nepublikoval, dnes ale
vime, Ze mohl znat vétu, kterou o vice nez sto let pozdéji uvadi Euler
(viz str. 45). Proto bude prvni ¢ast této kapitoly vénovana Descartovi
a druha Eulerovi.

A7 na pocatku 19. stol. objevuje francouzsky geometr a fyzik Luis
Poinsot dalsi dva hvézdicové mnohostény. Pravé hvézdicovym formam
mnohostént bude vénovana dalsi ¢ast této kapitoly.

K propojovani prostorové geometrie s pravé vznikajici topologii do-
chazi v prvni poloviné 19. stol., kdy anglicky matematik sir William
Rowan Hamilton pouzije graft k rovinné interpretaci vztahti mezi prvky

PTlustrace z Perspectiva Corporum Regularium lze nalézt nap¥. v [wwwHe].
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Obr.

Obr. 47: Sité téles od Albrechta Diirrera

48: Dlazba v bazilice sv. Marka v Benatkach
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mnohosténu. Prelomovym se stavd zaclenéni mnohosténd do n-dimen-
zionalnitho matematického systému, které provadi svycarsky matematik
Ludwig Schlafli.

Dalsi cast této kapitoly bude vénovana objeviim pravidelnych mno-
hosténii ve strukturach nékterych pfirodnin. Az v obdobi od 18. stol.
se potvrzuje intuice Reki, kteif se domnivali, Ze dokonalost (plynouci
z krasy) pravidelnych mnohostént se musi odrazet ve stvorené piirodé.
Ukazeme, jak se dokonalost (plynouci z tvarovych charakteristik) téchto
téles dokazala prosadit v zivé i nezivé prirodé.

Na zaveér kapitoly poukézeme na dalsi zobecnéni pojmu pravidelného
mnohosténu, které nam umoznuje provést celkovou klasifikaci konvex-
nich mnohostént, jejichz sténami jsou shodné mnohothelniky.

3.1 Descartes

Francouzsky matematik a filosof RENE DESCARTES (1596-1650) je prv-
nim, kdo se zabyva obecnymi zakonitostmi platicimi pro mnohostény.
Proc¢ jeho dilo bylo spatfeno az v 19. stol, se pokusime objasnit v nasle-
dujicim odstavci.

V roce 1649, rok pied svou smrti, pfichdzi Descartes do Svédska
vyucovat princeznu Christinu filosofii. Kdyz umira, jeho pozistalost je
poslana zpatky do Francie, kde vSak po pfijezdu do Parize pada bedna
s rukopisy do feky. Vétsina praci je zachranéna a ususena, nékteré se
dostanou do rukou soudobym védctim. Mezi nimi je i Leibniz, ktery né-
které z rukopisti prepise, vcetné Sestnactistrankového pojednéani nazva-
ného Progymnasmata de solidorum elementis (Cvicend ze zdkladi téles).
Originél pozdéji zmizi a Leibniziv prepis zapadne az do jeho znovuob-
jeveni roku 1860. Zda se tedy velmi pravdépodobné, Ze jediny Leibniz
védél o Descartové praci na mnohosténech a nikomu o ni nefekl?. Pro-
gymnasmata je prvni znamou praci zabyvajici se obecnymi mnohostény,
V dalsim uvedeme vyznamna tvrzeni ze spisu Progymnasmata.

Descartes se zabyval sou¢tem vnitinich hld patiicich mnohothelni-
ktm, které se sbihaji v jednom vrcholu mnohosténu. Deficitem vrcholu
mnohosténu nazval velikost uhlu, ktera chybi do 4 pravych thla (napf.
pro krychli je deficit vrcholu jeden pravy thel). Celkovym deficitem po-
tom rozumél soucet vSech diléich deficiti (pro krychli tedy osm pravych
uhli). Descarterovym zavérem vyvozenym ze sférické trigonometrie byl
prave fakt, ze celkovy deficit je pro mnohostén vzdy roven velikosti osmi

30Sekce o Descartovi ¢erpa predevsim z &lanku [Sa04b].
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pravych thli:

3.1. Véta. Soucet vSech vrcholovych deficiti je v libovolném konvex-
nim mnohosténu roven velikosti osmi pravych thli.

Z tohoto tvrzeni p¥imo plyne véta 3.5 (str. 47), kterd bude zminéna
v pozdéjsich pracech Eulera.
Pozoruhodna je obzvlasté nasledujici véta:

3.2. Véta. Pomoci souctu vnitfnich thlii v mnohotihelnicich tvoricich
stény mnohosténu a poctu stén najdeme pocet zmitiovanych vnitfnich
uhli takto: pocet stén vynasobime ctyfmi a vysledek pricteme k souctu
vnitinich ahli (vyjadfenému v pravych uhlech). Polovina z vysledku
bude rovna poc¢tu vnitinich ahli.

(Dato aggregato ex omnibus angulis planis et numero facierum, nu-
merum angulorum planorum invenire: Ducatur numerus facierum per
4, et productum addatur aggregato exr ommnibus angulis planis, et totius
media pars erit numeris angulorum planorum.)

Zajimavost této véty tkvi v tom, Ze ve slozeni s vétou 3.1 ndm vytvori
zndmou Fulerovu vétu (viz véta 3.3), kterou Euler objevuje 100 let po
Descartové smrti. Necht ) znaéi soucet vSech vnitinich ahld v mnoho-
thelnicich tvoricich stény mnohosténu, v pocet vrcholi a h pocet hran
tohoto télesa. Véta 3.1 lze potom zformulovat nasledovné:

w-) =8 (15)

Déle necht s znaci pocet stén a u pocet vsech vnitinich (hld v mno-
hotihelnicich tvoricich stény télesa. Je zfejmé, Ze plati:

u = 2h. (16)
Vétu 3.2 mizeme interpretovat rovnosti:

# i (17)

Dosazenim obou uvedenych vztahi ziskame:

4s +4v — 8
2

coz jiz je Eulerova véta (viz véta 3.3). Otazkou zistava, zda si byl Des-
cartes védom platnosti tohoto vzorce, ¢i nikoli.

= 2h, (18)
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3.2 Euler

Jak jiz bylo zminéno dfive, novovéci matematikové se snazi vytvaret
teorie, které by byly zivnou pidou pro zkoumané objekty a které by
umoznily jejich zaclenéni a dalsi zkoumani. Jednim z nejvyznamnéj-
sich predstavitelt této doby je Svycarsky matematik LEONHARD EULER
(1707-1783).

Eulertv pifispévek k mnohosténtim je velmi vyznamny, protoze od-
haluje obecné platné vztahy v téchto télesech.3!

Vyznamné poznatky k mnohosténtim uvadi Euler ve dvou ¢lancich:

e Elementa doctrinae solidorum (Zdklady uceni o télesech)?

o Demonstratio nonnullarum insignium proprietatum, quibus solida
hedris planis inclusis sunt praedita (Dikaz nékterych vlastnosti té-
les ohranic¢ensjch mnohothelniky)33

Neéktera tvrzeni z prvniho ¢lanku se prokazatelné objevila jiz v Eu-
lerové korespondeci Christianu Goldbachovi datované z 14. 11. 1750.34
Druhy clanek napsal Euler o rok pozdéji. Oba byly nakonec spole¢né
publikovany ve ¢tvrtém cisle Novi Commentarii Academiae Scientiarum
Petropolitanae z roku 1752/53, ktery se vSak objevil v tisku az v roce
1758.

Nejprve se podivame na ¢lanek Flementa doctrinae solidorum. Euler
v ném zavadi pojem hrana (acies), do té doby nijak nepojmenovany.
Daéle formuluje véty, z nichz uvedme nasledujici:

3.3. Véta. Vlibovolném télese ohraniceném mnohotihelniky pfevysuje
soucet vrcholil télesa s jeho sténami pocet hran o 2.

(Propositio 4: In omni solido hedris planis incluso aggretatum ex
numero angulorum solidorum et ex numero hedrarum binario excedit
numerum acierum.)

Vyjadieno vzorcem je to:

v+s=h+2, (19)

3INelze s pfesnosti tvrdit pro jaké typy mnohostént Euler své véty dokazoval.
Neéktefi matematikové (napf. [Sa04b] nebo [Arm83]) se domnivaji, Ze mnohostény,
které Euler nazyval télesa ohranicend mnohotuhelniky lze v dnesni dobé chapat jako
konvexni mnohostény.

32[E52a] str. 109-140.

33[E52b] str. 140-160.

34[Fu68] str. 536-539.
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PROPOSITIO VIIL

§. 52, Summa oomivet engelvam planorum , qui in
ambita cuiuseungus folidi reperientur , wequalis et guater
to! enzuliy redlis, guot onitates eccwrrumt i exceffu mumeri
aeisriom fuper mmerwn bedrarim.

,DEMONSTRATIO.
Sit numerss dcierum = A, numergique hedrarum

== H, atque demonfirandem eft, fimmem omnivm 8-
gulomm_ planorum aegualem efie 4 A — 4 H redtis. Ad
hoc demonfirandum confter folidi ambitos 4
a hedcls trigonis
& hedris  tetragonis
¢ hedrs pentagnis
g Thedris hexagonis
¢ hedis  heptgonis

elc. ;
erit ergo nwmerus hedmrom H=a+bed-d4-etete.
et nomens acieum A = {38+ 4b4 50+ 6d+ 7e+ee)
quia npumerus angulorum plinorom et =3 e+ 464 5¢-p
6 478 elc.

HERRS

Tam cum fumma angulorum vaivs tignguli it = 2 redlis
- m e mom . voius guadrilateri == 4 rectis
......... - vnios- pentagoni — & rechis
..... - = - - vpins lexsgoni =— $§ redtis
...... ~ . - - voiss hepagoni = 10 redtis

= (8

erit fumma omniom  angulotsm  planorom =
2a-4+45+6¢4 §d- 508 - e, angulis redis,

ateft 4 A=6atEb+ 1004 10d 4+ 146 ~1 clic,
et e H—=ga4+4b+ 46+ 4d+4¢—etc.

ergos A-4H—2a4 46+ 6¢+8d-+ r10eete,

Conleguenter fimma omninm  angulurum  planoum
“q“aﬁﬁ ﬂt-‘: a.— *Hnﬂg“.ﬁi .[6&]51 'Q- E- Dr

Obr. 49: Ukazka z Elementa doctrinae solidorum
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kde v znaci pocet vrcholtt mnohosténu, i pocet hran mnohosténu a s po-
¢et stén mnohosténu.

Euler nikdy nepise dnes jisté vice pouzivany zapis po ném pojmeno-
vané véty: v — h + s = 2. Namisto dtikazu tvrzeni Euler pouze piiznava,
Ze se mu jej dosud nepodarilo nalézt.

Dalsi tvrzeni, které je dnes v podstaté neznamé, Fuler formuluje
takto:

3.4. Véta. Soucet vSech vnitinich thlii mnohotihelniki tvoricich stény
mnohosténu vyjadieny v pravych thlech je stejny jako ¢tyinasobek po-
¢tu hran télesa zmenseny o c¢tyifnasobek poctu stén télesa.

Euler vede dikaz takto (obr. 49). Nejprve oznaéi pocty n-thelnikd,
které tvori mnohostén. Tedy a znaci pocet trojuhelnikd, b ¢tyfihelniki,
c pétithelniki, d Sestitthelnik® apod. Dale vyjadii pocet hran h, pocet
stén s a soucet vnitinich thli v mnohouhelnicich » | vyjadfeny v pravych
thlech:

1
ho= 5-(3a+4b+5c+6d..)

s = a+b+tct+d+..
Z = 2a+4b+6¢+8d+ ...

Jednoduchou tpravou zjistime, ze plati rovnost:
> =4h—4s. (20)

3.5. Véta. Soucet vSech vnitinich thlii mnohotihelniki tvoricich stény
mnohosténu vyjadieny v pravych tihlech je o 8 mensi nez zapocitame-li
pro kazdy vrchol ¢tyii pravé thly.

Tuto vétu Euler bere jako disledek predchozi véty. Musime si vsak
uvédomit, ze k tomu, aby tato véta mohla byt poklddana za dtsledek
véty 3.5, potfebuje Euler také vétu 3.3.

V ¢lanku Demonstratio nonnullarum insignium proprietatum, quibus
solida hedris planis inclusis sunt praedita jiz Euler uverejiuje dikaz své
véty 3.3. Dnes bychom jej prezentovali pomoci matematické indukce,
v té dobé ne zcela bézné dtikazové metody.?® Proto také Euler nejprve
pripravi pidu dikazu tim, ze ukaze, jak jeho princip funguje v roviné na

35Diikaz je prevzat z ¢lanku [E52b].
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Obr. 50: Eulerova kresba k ditkazu (1)  Obr. 51: Eulerova kresba k dikazu (2)

elementarnim tvrzeni, ze soucet vnitinich thld v konvexnim n-tihelniku
je roven 2n — 4 pravym Uhlim. Pfedpokladdejme napt. konvexni sedmi-
thelnik ABCDEFG (obr. 50). Euler rozdéli mnohothelnik na trojihel-
niky vyznacenim thlopticek GB, BF, FC, CE. Odstranénim trojuhel-
niku CDFE vznikne mnohothelnik s n — 1 vrcholy a soucet vnit¥nich
1hla se zmensi o 2 pravé thly. Proto po k krocich, pro néjaké k, ziskame
n — k = 3, zistane ndm tedy z mnohotuhelniku trojihelnik ABG, jehoz
soucet vnitinich 1hld je roven dvéma pravym thlim. Proto byl soucet
v8ech vnitfnich Ghli v pivodnim mnohothelniku roven (2k +2) pravym
ahlim, neboli 2 - (n — 3) + 2 = 2n — 4 pravym Ghlam.

Préavé uvedeny postup dtikazu nam mutize piipadat zbytecéné slozity,36
méjme vSak na paméti, ze si Fuler chystal ptidu k dikazu ve tfeti di-
menzi.

V prostoru se Euler rozhodne odstranovat vrcholy. Podava nésle-
dujici diikaz, o jehoz nekorektnosti®” se presvédéime na zévér. Uvazuje
mnohostén na obrazku (obr. 51) a odstrani z néj vrchol O, ktery je spo-
jen s vrcholy A, B, C, D, E a F, ¢imz odstrani také ¢tyistény OABC),
OACF, OCDF a ODEF (body P, @Q patii k dikazu jiného tvrzeni).
Dale tvrdi, Ze odstranénim vrcholu O (¢imz mysli odstranéni zminé-
nych Ctyfstént) se nezméni vztah mezi v, h a s. Vyvozuje, ze jestlize
bude pokracovat v popsaném odstratiovani vrchold, ziskd ¢tyfstén (coz
je chybny zavér). Protoze ¢tyfstén spliiuje dokazovanou rovnost, zbyva

36 Jednodussi je napi. uvazovat libovolny vnitini bod n-tihelniku a spojit s nim
kazdy z n vrchola. Vzniklé trojuhelniky maji soucet vnitinich Ghld roven 2n pravym
uhlim, coz je o Gtyfi pravé thly (okolo vnitiniho bodu) vice, nez musi byt zjistovany
soucet vnitinich uhld.

37Vychézime z komentovaného rozboru, ktery lze nalézt v [Sa04b).
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jen dokézat, Ze odstranovanim vrchold se skuteéné neméni vztah mezi
v, h a s.

Fuler vede myslenku takto: jestlize odstranime vrchol O, potom se
pocet v zmensi o jedna. Pfedpokladejme, Ze k je pocet stén, které se sty-
kaji ve vrcholu O. Potom k znaci také pocet hran sbihajicich se v tomto
vrcholu, stejné jako pocet hran ohrani¢ujicich (ne nutné) rovinny mnoho-
thelnik ABC'DEF'. Rozélenénim tohoto mnohothelniku na trojthelniky
nam vznikne k — 2 rovinnych mnohothelnikii (trojihelnik) ohranice-
nych k — 3 novymi hranami. Proto odstranénim vrcholu O ubude jeden
vrchol, k£ hran a k stén. SouCasné vSak ptibude k — 2 stén a k — 3 hran
triangulaci.

Proto pro pocty v/, s’ a h/ v novém mnohosténu bude platit:

/

vo= v—1

s = s—k+(k—-2)=s—
W = h—k+ (k-3 =h-3

Proto plati:
vV —h+sd=v-1-(h—-3)+s—-2=v—h+s, (21)

coz znamena, ze uvedeny postup nemé vliv na hodnotu tohoto vy-
razu, ktera zlistava stejna pro zadany mnohostén i pro vysledny ctyistén.

Jednalo by se bezesporu o elegantni diikaz, kdyby ovsem neobsahoval
fatalni chybu v tvrzeni, Ze postupnou redukci musime ziskat ¢tytstén (re-
spektive vzdy téleso stejného typu, tedy ohranicené rovinnymi ttvary).
Protipfiklad je uvedeny na obrézku (obr. 53). Odstranime-li z tohoto
télesa vrchol O Eulerovym postupem, rozpadne se nam téleso na dva
Ctytstény: AEBD a CFBD, spojené spole¢nou hranou BD. Tato télesa
Euler neuvazoval a véta 3.3 pro né neplati.

Ackoli Euler nepodal korektni dikaz, objevil pravdivé a velmi pod-
statné tvrzeni, které je od té doby nazyvano Fulerovou vétou.

Prvni®® spravny diikaz Fulerovy véty uvefejiuje v dile Geometrie
der Lage roku 1847 némecky geometr KARL GEORG CHRISTIAN VON
STAUDT (1798-1867).

Abychom jeho diikaz®® mohli vést v duchu dnesni terminologie, za-
vedeme nejprve nékteré pojmy z teorie konecnych grafi.

38| Arm83] str. 3.
39[vS47] str. 20-21. Ukazka je na obrazku 52.



50 VERONIKA SVOBODOVA

49. Wenn jeder Eckpunkt eines Polyeders mit jedem an-
dern durch eine Kante oder eine ans Kanten zusammengesetate
Linie verbunden werdem kann, und seine Oberfliche durch jede
aus Kanten zusammengesetzte geschlossene Linie, welche nicht
#fter ale ¢inmal durch einen und denselben Punkt geht, in zwei
Theile getheilt wird, so ist dic Anzabl E der Eckpunkte mehr
der Apzabl F der Flichen gleich der Anzahl E der Kanten
mehr zwel.

Wenn niimlich der Kdrper E Eckpunkte hat, so sind E—1
Kanten, von welchen dic erste zwei Eckpuokte unter sich, die
zweite einen derselben mit einem dritten, die dritte cinen der
drei vorigen mit einem vierten u, 5. w, verbindet, hinreichend
um von jedem Eckpunkts anf jeden andern tibergebon vu kinnen.
Da nun in eivem solchen Systeme von Kanten keine geschlos-
sone Linie enthalten ist, jede der tbrigen (nmoch fraien) Kanten
aber mit zwei oder mehrern Kanten des Systems eine geschlos-
seme Linie bildet, so sind die Ubrigen Kanten hinreichend aber
anch alle erforderlich, uwm durch sie von jeder der F Fliichen
des Kirpera suf jede anders tibergeben zu kionen, woraus man
sehliessen kann, dsss die Anzahl der tbrigen Kanten F—1, mit-
hin die Anzahl aller Kanten E<4+F—2 und demnach E+4F
—HE42 aey,

Obr. 52: Ukazka z dila Geometrie der Lage

3.1. Definice. Nechf U je neprazdna koneénd mnozina, jejiz prvky
nazveme uzly. Necht H je mnozina prvki, jez nazveme hranami, pri-
¢emz plati, ze kazda hrana je jednoznacné urcena dvéma uzly z mno-
ziny U, které spojuje. Tedy H je systém dvouprvkovijch podmnozin
mnoziny U. Uspofadanou dvojici (U, H) nazveme grafem.

3.2. Definice. Necht u; jsou uzly mnoziny U a wuju; jsou hrany
z mnoziny H. Posloupnost

Ug, UgUy, U1, U1U2, U2, - -« y Up—1, Un—1Un, Up

nazveme sledem délky n.
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3.3. Definice. Rekneme, 7e graf (U, H) je souvisly, existuje-li mezi
kazdymi dvéma uzly z mnoziny U sled.

3.4. Definice. Cislo vyjadfujici podet hran vychazejicich z uzlu u
nagveme stupen uzlu u.

3.5. Definice. Souvisly graf (U, H), jehoz vSechny uzly maji stu-
pen 2, nazveme kruznici. Souvisly graf (U, H) bez kruznic nazveme
strom.

3.6. Definice. Graf (U, H1) nazveme faktorem grafu (U, H), pravé
tehdy kdyz Uy = U a soucasné H; C H. Faktor, ktery je stromem, se
nazyva kostra.

Bez diikazu uvedeme jesté jednu elementarni vétu.

3.6. Véta. V kazdém stromu (U, H) plati, Ze pocet uzli U zmenseny
o pocet hran H je roven jedné:

Ul —H[=1 (22)
Nyni pouzijeme teorii grafi k dikazu platnosti Fulerova vzorce.

Mnohostén? si miizeme piedstavit jako graf (U, K). Uzly grafu bu-
dou vrcholy mnohosténu a hrany grafu budou hranami mnohosténu. Je

“0TArm83] str. 1-4. Mnohosténem rozumime téleso ohrani¢ené kone¢nou mnozinou
rovinnych mnohotuihelniki, které plni nasledujici podminky. Dva mnohothelniky spolu
mohou sousedit pravé spole¢nou hranou. Kazda hrana mnohotihelniku lezi v pravée
jednom dal$im mnohothelniku. Pro kazdy vrchol obklopeny k£ mnohouhelniky lze
najit oznaceni téchto mnohouhelniki Q1, Q2,...,Qr takové, Ze mnohothelnik Q; ma
spole¢nou hranu s mnohothelnikem @Q;4+1 pro 1 < ¢ < k a @ mé spoleénou hranu

SQ1.
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D

Obr. 53: K Eulerovu ditkazu (3) Obr. 54: Ohvézdovani osmisténu

ziejmé, Ze tento graf je souvisly, vzdyt mezi kazdymi dvéma vrcholy exis-
tuje sled. Vezméme nyni libovolnou kostru grafu (U, K) a oznacme ji 7T
Sestrojme dale tzv. dudlni graf 77 ke grafu T': v kazdé sténé mnohosténu
zvolme vnitini bod, ktery bude v 7" vrcholem. Dva vrcholy v T” spo-
jime hranou pravé tehdy, kdyz jim odpovidajici stény v mnohosténu maji
spole¢nou hranu, kterd neni obsazena v T'. (Pro pravidelny dvanéctistén
bychom mohli ziskat grafy na obrézku v Priloze 2.)

Tvrdime, ze T” je souvisly. Kdyby existoval vrchol, k némuz se ne-
mizeme dostat fetézcem hran z libovolného vrcholu, znamenalo by to,
ze v T existuje kruznice, coz je spor s tim, ze T je kostra.

Tvrdime, ze T” je strom. Kdyby v T” existovala kruznice k, zname-
nalo by to, ze fez podél této kruznice rozd€li mnohostén na dvé ¢asti, kde
kazd4 z nich obsahuje alespon jeden vrchol. To je zfejmé, protoze uvazu-
jeme jednoduse spojity mnohostén (kdybychom vzali napf. mnohostén,
ktery by byl topologicky shodny s torem, T' by p¥irozené kruznici obsa-
hovat mohlo, viz obrazek v Priloze 2). Zminéné rozdéleni mnohosténu
obsahuje spor s tim, ze T je spojité (kdybychom ty dvé ¢asti spojili,
museli bychom protnout k, coz je spor s definici 77, vzdyt hrany z T
a T’ nesmi mit spoleény bod). Jisté je T” také faktor, nebot vrcholy 7"
jsme volili v kazdé ze stén mnohosténu.

Ze vztahu (22) dostavame aplikaci na kostry T', T":

\Ur|—|Hr| = 1 (23)
\Urr| = [Hp| = 1, (24)
kde Urp mnozina vsech vrcholit mnohosténu

Ur» mnozina vSech stén mnohosténu
Hr  mnozina nékterych hran mnohosténu



HISTORIE PRAVIDELNYCH MNOHOSTENU 53

Hpr  mnozina, jejiz prvky odpovidaji postupné vSem hranam
mnohohosténu, které nejsou obsazeny v predchozi mnoziné

Sec¢tenim poslednich dvou vztaht a dosazenim do fe¢i mnohosténu:

Ur| = Hr| + |Up/| = [Hpr| = 2
[Up| = v

\Up/| = s

|Hr|+ [Hp| = h

dostaneme dokazované tvrzeni (viz véta 3.3).

QED.

3.3 Poinsot

Vyznamny francouzsky geometr a fyzik Louls PoINsOT (1777-1859)
napsal roku 1809 dilo o mnohothelnicich a mnohosténech,*! ve kterém
prezentuje objev ¢ty hvézdicovych mnohostént. Poinsot si pravdépo-
dobné nebyl védom toho,*? Ze dva z nich jiz objevil Kepler v roce 1619
— viz odstavec 2.2.1. Nové objevenym mnohosténem je proto velky dva-
ndctistén (obrazek v Priloze 1) a velky dvacetistén (obrazek v Priloze 3).

Jak jiz bylo zminéno v definici hvézdicového mnohosténu (viz str. 21),
tato télesa vzniknou ohvézdovanim pravidelnych mnohosténti, pricemz
vylouc¢ime slozeniny. Podivejme se tedy, jak takové ohvézdovani bude
vypadat. Rozebereme postupné vSechny moznosti a pro lepsi predstavu
je budeme demonstrovat na obrazcich.

Vezmeme-li pravidelny ctyistén nebo Sestistén, protazeni stén téchto
mnohosténd nebude mit zadné nové priniky s nesousednimi sténami
(u ¢tyfsténu sousedi kazdéa sténa s kazdou a u krychle jsou ke zvolené
sténé vSechny ve vztahu sousednosti nebo rovnobéznosti).

U osmisténu se nam jedno ohvézdovani povede, uvazime-li prinik
protazené stény se sténami, které mély s ptvodni sténou spoleény praveé
vrchol. Ziskame téleso nazvané stella octangula (hvézda osmicipd), které
znal jiz Johannes Kepler.3 Jedn4 se vSak o slozeninu dvou pronikajicich
se Gtyfsténii (obr. 54), proto ji nebudeme mezi hvézdicové mnohostény
pocitat. Dalsim protazenim stén osmisténu nam nové priseciky nevznik-
nou.

 wwwMal]
2[wwwMa]
43[Cox48] str. 56.
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Obr. 55: Prvni ohvézdovani dvanéctisténu

Podivejme se nyni na pravidelny dvanactistén. Zde jiz bude situace
zajimavéjsi a pro hvézdicové mnohostény zajisté stédiejsi. Prodlouzime-
li stény pravidelného dvanéctisténu tak, abychom pro kazdou sténu zis-
kali priseciky se sousednimi sténami (obr. 55), vznikne ndm maly hvéz-
dicovyj dvandctistén (obrazek v Priloze 1).** Protdhneme-li stény vice,
abychom ziskali priseciky i s druhym ,kruhem* sousedicich stén, vznikne
nam nejprve velky dvandctistén (obr. 56)* a po dalsim protazeni velky
hvézdicovyj dvandctistén (obr. 57).%6 Zkoumame-li proces ohvézdovani
pozorné, zjistime, ze Kepler pravdépodobné nepostupoval takto syste-
maticky — musel by pfece objevit i velky dvanactistén. Mizeme se proto
domnivat, ze Kepler ohvézdovani nepovazoval za obecny proces, ktery
by Sel aplikovat ve vétsi Sifi.

Dalsi priniky protazenych stén pravidelného dvanactisténu jiz ne-
ziskdame. Plvodni dvanactistén a vSechny hvézdy, které z néj vzniknou
jsou vyobrazeny na obrazku v Priloze 1.

Posledni pravidelny mnohostén, ktery nam zbyva, je dvacetistén.
Protazenim jeho stén ziskdme nejprve sloZeninu péti osmisténd — pro
prunik kazdé stény se Sesti sténami sousedicimi vrcholové (obrazek v Pri-
loze 8). Na obrazku v Priloze 4 je tato sloZenina vybarvena tak, aby
vynikly jednotlivé osmistény, které slozeninu tvori. Prinik dalsich Sesti

44Jak bylo zminéno v odstavci 2.2.1, tento mnohostén byl znam jiz Keplerovi.
45Objeveni pfipisovano Poinsotovi.
46 Jak bylo zminéno v odstavci 2.2.1, tento mnohostén byl téz znam jiz Keplerovi.
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L

Obr. 56: Druhé ohvézdovani dvanéctisténu

Obr. 57: Treti ohvézdovani dvanactisténu
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rovin (urcenych trojuhelniky, které vrcholové sousedi s protilehlym troj-
thelnikem) uréi obrys stény, jez bude tvorit dalsi sloZeninu, tentokrat
péti ctyrsteni (obrazek v Priloze 3). Stejné jako v predchozim ptipadé,
i zde je na obrazku v Priloze 4 zachyceno toto téleso také v barevném
provedeni znazornujicim jednotlivé ¢tyfstény. Obé slozeniny objevil a po-
psal v dile Ueber die zugleich gleicheckigen und gleichfiichigen Polyeder
z roku 1876 EDMUND HESS (1843-1903).47

Konecéné posledni moznosti ohvézdovani pravidelného dvacetisténu
je prunik dané stény se tfemi sténami, které sousedi s protilehlym troj-
thelnikem a tentokrat ndm konec¢né nevznikne sloZenina, ale velky dva-
cetistén (obrazek v Priloze 3).4

Tim jsme vycerpali vSechny moZnosti ohvézdovani a ziskali jsme
tak C¢tyfi hvézdicové mnohostény, které byvaji nazyvany také kepler—
poinsotova télesa, nebot Kepler a Poinsot byli prvni, kdo je matematicky
popsali.

3.4 Mnohostény a grafy

Mnohostény nejsou v geometrii uzavienou kapitolou, kterda by nemeéla
¢im prispét matematice budované od zékladd. V 19. stol. zacinaji byt
mnohostény interpretovany pomoci grafti, coz nam na né nabizi novy
pohled. Teorie grafii sice neumozni znazornit model mnohosténu tak, aby
zachovala pivodni metrické vlastnosti, dokaze vsak zachytit prostorové
vztahy a vazby. Jedna se o dalsi dilezity krok na cesté zobecnovéni,
ktera vede k propojovani jednotlivych oblasti matematiky.

Konkrétni vyuziti teorie grafi bylo obsazeno napt. v dikazu véty 3.3,
ktery zacind na str. 50. Rovinné grafické znazornéni ndm zjednodusi
zkoumani vztah mezi sténami, hranami a vrcholy v mnohosténu. Vy-
znamnym zastancem této teorie je irsky kralovsky astronom sir WIL-
LIAM RowAN HAMILTON (1805-1865). Od néj pochazi détsky hlavolam
z roku 1857 na obr. 58.4° Ukolem je projit vechna mésta (vrcholy dva-
nactisténu) a pfitom nejit zddnou z cest (hran dvanactisténu) vicekrat
nez jednou. Hamilton prevedl prostorovou tlohu pomoci grafu do roviny.

Znéazornéni mnohosténti pomoci graf vyuziva také VICTOR SCHLE-
GEL (1843-1905), ktery rovinnych diagramu pro prostorové mnohostény
pouziva jako analogie prostorovych diagramt, které umozni znazornit
¢tyfrozmérné mnohostény. Jeho diagramy péti platonskych téles jsou na

4T[Cox48] str. 56.
“8Objeveni pfipisovano Poinsotovi.
O wwwPu]
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Obr. 58: Hamiltontv hlavolam

obr. 59.50

3.5 Schlafli

Svycarsky matematik LUDWIG SCHLAFLI (1814-1895) zavadi oznaceni
pravidelnych mnohostént pomoci uspofadané dvojice (p, q), kde p znaci
pravidelny p—ihelnik a ¢ pocet hran sbihajicich se v jednom vrcholu.
Odpovidajici Schlifliho symboly jsou shrnuty v nasledujicim ptehledu:

(3,3) CtyFstén
(3,4) osmistén
(3,5) dvacetistén
(4,3) Sestistén
(5,3) dvanéctistén

Schlifli jako prvni®! odvozuje vztahy mezi poétem vrcholt v (pii-
padné poétem hran h, pfipadné poétem stén s) a zminénymi charakte-
ristikami p a ¢. Jedna se o nasledujici rovnosti:

*0Diagramy pochazi z dila Uber Projectionsmodelle der regelmdssigen vierdimensi-
onalen Korper vydaného roku 1886.
1[Cox48] str. 14.
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Obr. 59: Schlegelovy diagramy

_ 4p
R () )

- 2pq
4—(p—2)(¢—2)

s = 1q

4—(p—-2)(¢—-2)

Ukézeme, jak lze ziskat vztah pro pocet vrcholi (ostatni vztahy
bychom odvodili analogicky). Budeme potiebovat Eulerovu vétu (str. 45)
a dalsi dvé pomocna tvrzeni.

Prvni z nich tvrdi, Ze pocet hran pravidelného mnohosténu je roven
poloviné poctu vrcholti ndsobeného poc¢tem hran vychézejicich z jednoho
vrcholu. To je zfejmé, nebot kazdou hranu pfi tomto pocitdni bereme
dvakrat (hrana je uréena dvéma vrcholy a byla proto zapoc¢itdna dva-
krat). Zapsano vzorcem mame:

vq
h= 5 (25)

Druhé pomocné tvrzeni zni: pocet hran pravidelného mnohosténu je
roven poloviné poctu stén nasobené poctem stran prislusného pravidel-
ného mnohothelniku. To je zfejmé, nebot kazdou hranu poéitame takto
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dvakréat (hrana je uréena dvéma mnohouhelniky a byla proto zapocitana
dvakrét). Zapsano vzorcem mame:

Sp
2

Chceme-li vyjadfit zévislost v na p a ¢, musime eliminovat neznamé
h a s. Porovnanim rovnosti 25 a 26 ziskame vyjadieni s:

h= (26)

vq
S = — 27
) (27)
Nyni dosadme vztah 25 a 27 do Fulerovy véty a upravujme az do

tvaru, ktery jsme chtéli dokézat:

v—h+s =
vg vqg
2 + P o
2pv —vgp 4+ 2vq = 4p
v(2p —pq+2q) = 4p
4p
v = —
2p — pq +2q
4p
U g

4—(p-2)(q-2)

QED.

Schldfli je pro mnohostény vyznamny i z jiného pohledu. Popisem
n-rozmérné geometrie otvird novy prostor pro mnohostény z vyssich
dimenzi. Definuje pravidelny polytop (mnohostén v libovolné dimenzi)
a odvozuje pro néj obecné platné zakonitosti. Na Schlifliho navazuje
mnoho geometrii 19. a 20. stol., ktefi déle jeho teorie rozvijeji.>?

3.6 Pravidelné mnohostény v prirodé

Nazor, ze krystaly jsou tvoreny mnohostény, se objevuje jiz na konci
17. stol. (Robert Hooke, Christian Hauygens). Za otce moderni krysta-
lografie je povazovan RENE-JusT HAUY (1743-1822), ktery jako prvni
védecky popisuje stavbu krystali. V soucasnosti mame moznost pozo-
rovat i krystaly velmi malych rozméru (nasledujici fotografie pochézi

2[Cox48] str. 141-144, 209-212.
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Obr. 60: Magnetit Obr. 61: Garnet

Obr. 62: Pyrit Obr. 63: Fluorit

od R. Wellera z Cochise College®®). Na obrazku 60 jsou krystaly mag-
netitu, které maji tvar pravidelného osmisténu, na obrazku 63 potom
krychlové krystaly fluoritu. Obrazek 62 znazornuje krystaly pyritu ve
tvaru pravidelného dvanéactisténu a na obrazku 61 vidime kosoc¢tverecné
dvanactistény, které tvori krystaly garnetu.

Pravidelné mnohostény nachazime od 19. stol. také v zivé piirode.
Blize se budeme vénovat tvaru schranek urcitych motskych zivocichi,
nékterych virt a semen.

Darwintv zak ERNST HEINRICH PHILIPP AUGUST HAECKEL (1834-
1919), profesor zoologie v Jené nachézi ve Stfedozemnim mofi miizovce
(radiolaria). Schranky téchto Zivocichu jsou tvofeny oxidem kfemici-
tym a nékteré z nich maji tvar pravidelnych mnohostént (osmisténu,
dvanéctisténu nebo dvacetisténu). Na obrazku 64 je ilustrace mfizovce
Circogonia icosahedra, jehoz schranka méa tvar pravidelného dvacetis-
ténu, a na obr. 65 Spumellaria ve tvaru pravidelného osmisténu. Obé
ilustrace pochéazi z Haeckelova dila Kunstformen der Natur vydaného

53 [wwwWe]



HISTORIE PRAVIDELNYCH MNOHOSTENU 61

Obr. 64: Circogonia icosahedra Obr. 65: Spumellaria

Obr. 66: Viry

roku 1904.54

Pravidelny dvacetistén a pravidelny dvanactistén byly objeveny Do-
naldem Casperem a Aaronem Klugem v roce 1962 ve struktufe viri.?>
Pted jejich objevem se pfedpokladalo, ze viry maji kulovity tvar. Ptame-
li se, pro¢ tomu tak neni, musime odpovéd hledat v evoluéni teorii. Virus,
aby mohl co nejucinéji zatitocit na hostitelskou bunku, potiebuje vytesit
izopericky problém — najit téleso, které mé pii daném objemu nejmensi
povrch slozeny ze stejnych jednoduchych obrazcti. Na obrazku 66 z elek-
tronového mikroskopu®® vidime viry ve tvaru pravidelného dvacetisténu,
ktery tomuto pozadavku dostoji nejlépe ze vSech mnohosténti.

V piirodé muzeme objevit i kosoc¢tvereéné dvanactistény (viz obr. 13).
Maji totiz tu vlastnost, Ze jejich kopiemi lze beze zbytku zaplnit pro-
stor. K vysvétleni, pro¢ tomu tak je, potfebujeme vyjit z pravidelnych
miizkovych usporadani kouli (stfedy kouli tvoii pravidelnou prostoro-
vou mfizku). Pro pfedstavu nejjednodussi je krychlova mrizka — stiedy

S wwwHa)
5 [wwwVi]
0 [wwwVi]
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Obr. 67: Rombokuboktaedr (vlevo) a pseudorombokuboktaedr (vpravo)

sousednich kouli tvoii vrcholy krychli. Zastavime se u jiného uspora-
dani, které denné vyuzivame, u sténo—stredoveho uspordddni. Najdeme
ho tfeba na trhu u prodejcti pomerancii. Ti sklddaji pomerance do pyra-
mid po vrstvach tak, Ze v prvni vrstvé je usporadaji bud pravoihle nebo
Sestitthelnikové a nasledujici vrstvu skladaji tak, ze davaji pomerance do
prohlubni z predchézejici vrstvy, tedy nasledujici vrstva je usporadana
stejné jako predchazejici, az na posunuti. Mohlo by se zdat, ze takto zis-
kéame dvé strukturné odlisné pyramidy v zavislosti na tom, jaké uspora-
déani v rdmci vrstvy zvolime, zda pravothlé nebo Sestitthelnikové. Jedna
se vsak o totéz prostorové usporaddani kouli, zalezi jen na tom, jak se
na né€j divame. Jestlize jsme napt. sklddali pomerance v pravothle uspo-
tfadanych vrstvach, sténa pyramidy bude tvofena vrstvou usporadanou
Sestithelnikové a vrstva za ni bude stejnd az na posunuti.

Nyni se mizeme podivat, jak tato mfizka souvisi s vyskytem mno-
hosténti v prirodé. Semena v rostoucim grandtovém jablku maji zpo-
¢atku kulovy tvar a jsou usporadana ve sténo—stfedové miizce. Semena
se postupné zveétsuji, az vyplni beze zbytku vnitini prostor. Kdyby byla
usporadéna ptivodné v krychlové miizce, méla by po vyplnéni prostoru
krychlovy tvar. Ze sténo—stfedového usporadani ovsem ziskaji tvar ko-
so¢tvere¢ného dvanactisténu.5”

3.7 Dalsi zobecnéni pojmu pravidelného mnohosténu

Dalsim zobecnénim definice pravidelného mnohosténu (viz definice 1.1)
se zabyva prace Normana W. Johnsona, ktery roku 1966 uvefejiiuje pfi-
spévek s nazvem Convex Solids with Regular Faces, publikovany v Cana-

°7[Dev02] str. 201-207.
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dian Journal of Mathematics, ve kterém zminuje 92 Johnsonovych téles
(diikaz, ze se jedna o vSechna télesa uvedeného typu, uverejiiuje roku
1969 Victor Zalgaller).58

3.7. Definice. Johnsonovym télesem rozumime konvexni mno-
hostén, jehoZ vsechny stény jsou pravidelné mnohothelniky, pricemz
vylucujeme pravidelné a polopravidelné mnohostény.

A7 ve dvacatém stoleti je tedy poprvé matematicky zarazen pseu-
dorombokuboktaedr,®® o kterém blize pojednava odstavec 2.2.4. (V an-
glicky psané literatufe byva tento mnohostén nazyvan také elongated
square gyrobicupola, mezi Johsonovymi télesy nese oznaceni 37). Tento
mnohostén miizeme ziskat napf. , pootocenim® jedné vrstvy romboku-
boktaedru o jednu sténu (obr. 67).

Na zavér uvedeme stézejni dilo o pravidelnych mnohosténech na-
psané ve 20. stol., které podéavé zevrubny piehled veskerych poznatkii.5°
Jedna se o praci Regular Polytopes z roku 1948, jejimz autorem je HA-
ROLD SCOTT MACDONALD COXETER (1907-2003), profesor geometrie
na univerzité v Torontu.

Zavér

Cile, které jsem si kladla pfi psani prace, lze shrnout do nasledujicich
CtyT oblasti.

Diiraz byl pfedevsim kladen na zachyceni vyvoje problematiky pra-
videlnych mnohostént a téles z nich odvozenych v pribéhu ¢asu do po-
catku 20. stol.

Préce se déle snazi vystihnout pfinos k tématu od ,nematematiki“,
predevsim malift a filosofti, ktefi mnohdy predbéhli svym dilem mate-
matické objevy.

8 [wwwNo]

PNgkteré prameny (napf. [wwwGe]) tvrdi, Ze toto téleso mohlo byt znamo jiz
J. C. P. Millerovi. Tento zdroj také uvadi, ze poprvé se v podobé schlegelova diagramu
objevuje pseudorombokuboktaedr v ¢élanku Semi-reqular Networks of the Plane in
Absolute Geometry roku 1905, jehoz autorem je Duncan M. Y. Sommerville.

60Vyznamna je predevsim teorie polytopt z hlediska uceleni poznatkd o pravidel-
nych mnohosténech a pribuznych télesech ve vyssich dimenzich, popis grup symetrii
a v neposledni fadé také zasazeni do historického kontextu.



64 VERONIKA SVOBODOVA

Cést druhé kapitoly je vénovana rozboru Keplerova diikazu o exis-
tenci pravé 13 archimédovskych téles. Poukazuji na nékteré nekorekt-
nosti, kterych se Kepler dopustil a navrhuji spravny postup dikazu.

Poslednim, neméné dilezitym, cilem bylo vytvoreni textu, ktery by
byl nadzorny a srozumitelny studentovi stiedni skoly. Jedna se pfedevsim
o interpretaci historickych dikazt nékterych matematikia (Eukleidés,
Descartes, Euler, Schléfli) a o vizualizaci procesu ohvézdovani pravidel-
nych mnohostént.
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