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SFERICKA GEOMETRIA A
PRAVIDELNE MNOHOSTENY

MARTA PEMOVA!

Z historie pravidelnych mnohostenov

Najstarsimi archeologickymi néalezmi, ktorych tvar pripomina pravi-
delné mnohosteny, st gulovité predmety s vrypmi v tvare pravidelnych
sférickych mnohouholnikov. Tieto nalezy pochadzajt zo Skétska z ob-
dobia priblizne 3000 rokov p. n. l. a ich p6vod a urcenie nie st zname.
(obr. 1.)

Obr. 1

V matematike najstarsich civilizacii predného vychodu a juznej a vy-
chodnej Azie pravidelné mnohosteny nestali v popredi ani praktického,
tym menej teoretického zaujmu. Thlanovity tvar pyramid v starovekom
Egypte bol viac vysledkom praktickych sktisenosti so statikou stavieb
nez teoretickych odévodneni. Nalezy Uzitkovych, dekoracénych alebo ri-
tualnych predmetov v tvare pravidelnych mnohostenov v injch starove-
kych civilizaciach, napr. u Etruskov, len potvrdzuju fakt, Zze poznanie
a schopnost vyroby niektorych typov pravidelnych mnohostenov boli
stcastou praktickych zrucnosti bez hlbsieho zdujmu o metrické vztahy
medzi niektorymi prvkami tychto telies.

Tedria pravidelnych mnohostenov ako abstraktnych matematickych
objektov sa po prvy raz stala predmetom vedeckého zaujmu v antickom
Grécku od zaciatku 6. storoCia pred n. 1. na samom usvite konstitu-
ovania exaktnej vedy. Podla viacerych netiplnych pramenov pytagorovci
poznali tri typy pravidelnych mnohostenov — Stvorsten, kocku a dvanést-
sten. V Grécku vzniklo aj sithrnné pomenovanie tychto telies — polyeder

'Préca vznikla za podpory grantu VEGA ¢. 1/3024/06.
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(poly — mnoho, eder — hrana) a pomenovania jednotlivych typov — tetrae-
der, hexaeder, dodekaeder, neskor oktaeder a ikosaeder, ktoré oznacovali
vzdy pravidelnée mnohosteny.

U Teaiteta (~ 417-369 pred n. 1.), Platénovho ziaka a zavisitela an-
tickej tedrie iracionalit, sa uz vyskytuje vSetkych pit typov pravidelnych
mnohostenov. Nie s znami objavitelia ani ¢as objavu poslednych dvoch
typov, ktoré boli pytagorovcom nezname.

Pre pytagorovcov a Platéona mali pravidelné mnohosteny dvojaky
vyznam: jednak boli vyrazom dokonalosti matematiky, jednak boli abs-
traktnym ,,zhmotnenim* urcitych dokonalych idei vyskytujacich sa v pod-
state sveta. Pytagorovci zaradili (im znédme) pravidelné mnohosteny do
svojich kozmogonickych predstav ako symboly nebeskych telies, u Pla-
téna boli symbolmi hlavnych zivlov tvoriacich zédklad sveta. Pytagorov-
ské koncepcia kozmogonie prezivala miestami az do novoveku, vyskytuje
sa napriklad aj u Johannesa Keplera v 16.—17. storodi.

Znaéni pozornost putali pravidelné mnohosteny a s nimi stuvisiace
metrické vztahy ich prvkov v renesan¢nej matematike, prostrednictvom
ktorej sa dostali aj do renesan¢ného umenia, najmé maliarstva (zlaty
rez).

Kombinatorické vzfahy a dudlne vlastnosti pravidelnych mnohoste-
nov boli predmetom Zivej pozornosti u najvyznamnejsich matematikov
18. a 19. storoc¢ia (L. Euler, A. L. Cauchy, H. Poincaré). Najspektaku-
larnejsim vysledkom ich skiimani je Eulerova veta stanovujuca zévislost
medzi poc¢tami vrcholov, stien a hran mnohostenov rodu 0.

19. storocie vnieslo do problematiky pravidelnych mnohostenov nie-
koIko novych tém, z ktorych osobitnii pozornost si zasluhuje rozsirenie na
n-rozmerny metricky priestor (L. Schlifli) a vyskum grap zhodnostnych
zobrazeni, v ktorych st jednotlivé pravidelné mnohosteny invariantné.
(Tieto grupy su chybne nazyvané grupami symetrii tychto telies.)

Pravidelné mnohosteny nasli mnohoraké a casté uplatnenie aj v mo-
dernom vytvarnom umeni (M. C. Escher, S. Dali a i.).

Zakladné pojmy sférickej goniometrie

Geodetickou krivkou gulovej plochy G(S;r) s krajnymi bodmi A,
B # A, (A, B € G) nazyvame mensi z kruznicovych oblikov hlavnej
kruznice ABC' NG danej gulovej plochy (s krajnymi bodmi A, B); v pri-
pade polkruznice je to Iubovolné z nich. Oznadenie: AB alebo AXDB
(X je vntitorny bod oblika kruznice) alebo a.?

2Jednoducho mozno dokézat, e geodeticka krivka s krajnymi bodmi A, B je najk-
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Dizka oblika a = AB hlavnej kruznice gulovej plochy G(S;r) (vy-
jadrena velkostou ¢ stredového uhla 4 ASB) sa rovna r- . Ak sa za jed-
notku merania zvoli polomer r gulovej plochy, tak je to ¢. Oznacenie:
la| = r - ¢ alebo |a| = ¢. (Obr. 2a)

Uhlom BAC' dvoch geodetickych kriviek AB a AC, C ¢ m, nazy-
vame uhol dotyénic oboch kriviek v spolo¢nom bode A. (Obr. 2b)3

Obr. 2a, b

Sferickym trojuholnikom ABC' budeme nazyvat zjednotenie geode-
tickych kriviek AB, BC a AC. Obliky a = BC, b = AC ac = AB
su strany trojuholnika, body A, B, C' — vrcholy sférického trojuholnika
protilahlé v danom poradi k strandm a, b, c.

Uhlami sférického trojuholnika ABC nazyvame uhly «, £, v dvojic
jeho stran pri vrcholoch A, B, C' (v danom poradi). Vnutorngm bodom
sférického trojuholnika ABC rozumieme vnutorny bod kazdej geodetic-
kej krivky XY, kde body X, Y st lubovolné body navzajom roznych
stran trojuholnika, z ktorych najviac jeden je vrcholom trojuholnika.
Mnozina vSetkych vnutornych bodov trojuholnika ABC' sa nazyva jeho
vnutrom alebo otvoreny sféricky trojuholnik ABC.

Analogicky so sférickym trojuholnikom, vratane jeho stran a uhlov
mozno definovat sféricky n-uholnik s jeho stranami a uhlami.

Pravidelngm sférickym n-uholnikom nazyvame sféricky n-uholnik,
ktorého vSetky strany a uhly st zhodné. Analogicky s trojuholnikom
definujeme vnutro pravidelného sférického n-uholnika.

ratSou zo vSetkych kriviek (danej gulovej plochy) s krajnymi bodmi A, B. V geometrii
na gulovej ploche zohravaju geodetické krivky tlohu tseciek v rovinnej geometrii.

30¢ividne ide o uhol rovin B, v hlavnych kruznic gulovej plochy incidentnych
v danom poradi s kruznicovymi oblukmi AB, AC.
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Poznamka 1. Pre kazdy sféricky trojuholnik ABC plati:

1. Sucet velkosti uhlov a, 3, v je va&si nez 7 (rozdiel (|a| + [B] + |v])—
— 7 sa nazyva sferickym nadbytkom trojuholnika ABC').

2. 7-‘— .607
180°

2. Obsah sférického trojuholnika S4pc sa rovné r2-e =r

kde € je sféricky nadbytok trojuholnika ABC.4

Uloha 1

Urcit vSetky moznosti reguldrneho pokrytia gulovej plochy pravidel-
nymi sférickymi n-uholnikmi (n € N, n > 2).

Poznamka 2. Mnozinu sférickych mnohouholnikov danej gulovej
plochy G budeme v tomto texte nazyvat jej pokrytim, ak plati: 1. kazdy
bod gulovej plochy je bodom zjednotenia aspon jedného mnohouholnika
pokrytia s jeho vnatrom; 2. prienik fubovolnych dvoch otvorenych mno-
houholnikov pokrytia je prazdna mnozina; 3. kazdé dva mnohouholniky
pokrytia maji spolo¢nt najviac jednu zo stran.® Pokrytie gulovej plochy
budeme nazyvat regularnym, ak: a) kazdé dva mnohouholniky pokrytia
st navzajom zhodné pravidelné sférické n-uholniky; b) kazdym vrcho-
lom TubovoIného n-uholnika pokrytia prechadza ten isty pocet m stran
m (navzdjom roznych) sférickych n-uholnikov daného pokrytia.

Riesenie ulohy 1. Za predpokladu existencie reguldrneho pokrytia gu-
lovej plochy G(S;r) pravidelnymi sférickymi n-uholnikmi tak, ze s kaz-
dym vrcholom Iubovolného n-uholnika pokrytia inciduje m stran navza-
jom réznych sférickych n-uholnikov urobime nasledujicu konstrukciu.
Kazdy z pravidelnych n-uholnikov pokrytia rozdelme na n zhodnych

rovnoramennych trojuholnikov s temenom v strede n-uholnika. Velkost

27
uhla pri temene kazdého z tychto sférickych trojuholnikov sa rovna —
n

1 /2
aw%%hmhm%m&okMMmmwmwM§-(ﬂ>:f;@m%
m m

dym vrcholom zakladne je incidentnych prave m stran navzajom réznych

2
mnohouholnikov pokrytia). Na obr. 3: [JANB| = T a |[SABN| = ul
n m

4Odvodenie obsahu sférického trojuholnika itatel moze najst v [3].
®Sférické mnohouholniky, ktoré maji spoloénti prave jednu stranu nazjvame su-
sedngmi mnohouholnikmi pokrytia.
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Stéricky nadbytok kazdého z trojuholnikov sa rovna

2 2 2 2
€:—7T+—7T—7T:7r-<—+——1> (1)

n m n m

Obsah takéhoto sférického trojuholnika sa rovna 72 - € a nasledne obsah

sférického n-uholnika pokrytia sa rovna n - r2 - e. Ak dané reguldrne po-
krytie pozostava z s pravidelnych sférickych n-uholnikov, tak pre obsah
sférického povrchu gulovej plochy plati S = s-n-r?- e = 4x - r2, odkial
po dosadeni vyrazu (1) pre sféricky nadbytok dostaneme

2 2
s n-(—+—-1|=4
n o m

14— 2)

a po uprave

.....

len prirodzené ¢isla n > 2, m > 2, dostaneme pre m, n nasledujtce
moznosti:

1.n=3,m=3,2.n=3 m=4,3.n=3 m=25 (pre m = 6:
2 2 2 2
—4+—=1);4n=4m=3(prem=4—+—=1);5.n=5,m=3
n m n o m

2 2
(prem=4: —+ — < 1).
nom
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Pred zostavenim tabulky vyjadrujicej vztah medzi poctom stran
n-uholnika pokrytia, po¢tom m stran n-uholnikov pokrytia incidentnych
s kazdym vrcholom lubovolného z nich a celkovym poc¢tom s n-uholnikov
pokrytia uréime aj celkovy pocet stran (h) a vrcholov (v) v danom po-
kryti (kazdé 2 incidentné strany sa v danom pokryti povazuju za jednu
sranu, analogicky m navzajom incidentnych (totoznych) vrcholov roz-
nych stran pokrytia sa povazuje za jeden vrchol pokrytia). Pretoze kazda
strana pokrytia inciduje s prave dvoma sférickymi n-uholnikmi pokrytia
a analogicky s prave dvoma vrcholmi pokrytia, plati:

h=2l v )
Zo vztahov (2), (3) a pripustnych moznosti 1-5 pre m, n moézeme zostavit
nasledujtcu tabulku:

n|lm/| s h | v
313 6 | 4
3148|126
3|15 (120 30|12
413 |6 | 12| 8
51| 3 |12 30 | 20
Tabulka 1

Zaver dokazu spociva v konstrukeii pokrytia danej gulovej plochy a to:
1. Styrmi alebo 2. 6smimi alebo 3. dvadsiatimi navzajom shodnymi sfé-
rickymi trojuholnikmi; 4. Siestimi navzajom zhodnymi sférickymi Stvor-
cami; 5. dvanastimi navzajom zhodnymi sférickymi pafuholnikmi.®

Uloha 2

Urcte triedy pravidelnych konvexnych mnohostenov euklidovského
priestoru Fs.

Poznamka 3

a) Konvexny mnohosten nazyvame pravidelnym, ked plati: 1. vSetky
steny telesa sit navzajom zhodné pravidelné n-uholniky; 2. kazdym
vrcholom telesa prechédza ten isty pocet m jeho hran.

5Priama konstrukcia na gulovej ploche sa s ohladom na rozsah prace robit nebude.
Potencidlny zaujemca ju méze néjst v [2]. Konstrukciu pripomenieme este v zdvere.
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b) Ak nahradime vSetky strany ITubovolného regularneho sférického
pokrytia gulovej plochy G(S;7) tGseckami s tymi istymi krajnymi
bodmi, dostaneme hrany pravidelného konvexného mnohostena.
Z definicie a) je zrejmé, ze pre pocet h jeho hran a pocet v jeho
vrcholov platia vzfahy (3), pricom n je pocet strdn mnohouhol-
nika v stene, s je pocet stien telesa a m pocet hran incidentnych
s tym istym vrcholom.” Obrétene, vrcholy kazdého pravidelného
konvexného mnohostena st vrcholmi regularneho pokrytia gulovej
plochy tomuto mnohostenu opisanej. Mozeme teda vyslovit vetu.

Veta 1. V trojrozmernom euklidovskom priestore existuje péf tried pra-
videlnych konvexnych mnohostenov. Reprezentanty tried st: 1. pravi-
delny Stvorsten (tetraéder); 2. pravidelny osemsten (oktaéder); 3. pravi-
delny dvadsatsten (ikosaéder); 4. pravidelny Seststen (sextaéder, kocka);
5. pravidelny dvandststen (dodekaéder).

LoBRB O

Obr. 4

Konstrukcie pravidelného stvorstena, osemstena a kocky moézeme po-
vazovat za zrejmé. Vztah medzi poc¢tom hrén, stien a vrcholov pravidel-
nych konvexnych mnohostenov (v zavislosti od poctu n stran mnohou-
holnikov v stenach a po¢tu m hran incidentnych s tym istym vrcholom)
vyjadruje tabulka 1. Ak sa pozrieme na poéty stien, hrdn a vrcholov
mnohostenov, vidime, zZe pocet stien a vrcholov je ten isty pri Stvorstene
a navzajom sa vymiena v dvojiciach osemsten — kocka a dvanéaststen —
dvadsatsten (pri nezmenenom pocte hran). Takéto dvojice mnohostenov
nazyvame navzdjom dudlne. Je zrejmé, ze stredy stien kazdého pravidel-
ného konvexného mnohostena st vrcholmi mnohostena k nemu duél-
neho; stvorsten nazyvame samodudlnym. Na dokoncenie dékazu o exis-
tencii reguldrneho pokrytia gulovej plochy navzdjom zhodnymi sféric-
kymi n-uholnikmi staé¢i zostrojit pravidelny konvexny dvanaststen alebo
dvadsaftsten.

"Po vynésobeni oboch stran v rovnici (2) po¢tom h hran mnohostena, ak vezmeme
do avahy (3), dostaneme s + v = h + 2, ¢o je zndma Eulerova veta pre konvexné
mnohosteny a vSetky mnohosteny, ktoré sa mozu stat vypuklymi pomocou spojitej
deformécie. [1]
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Konstrukcia kazdého z nich v Mongeovej metéde — pri vhodnej po-
lohe mnohostena vzhladom na priemetne — je elementérna a vyzaduje si
len minimalne poznatky z Mongeovej metédy. Potencidlny zaujemca ju
moze najst v [5], [6].
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