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5. PRAVIDLA PRO POCITANI S MATICEMI

Dusledky plynouci z pfedchozich definic zakladnich operaci
s maticemi se daji strucné vystihnout takto:

Cela fada pravidel, ktera plati pro pocitani s komplexnimi
Cisly, plati formalné stejn€ pro pocitani s maticemi. Jde zvlasté
o nasledujici pravidla, v nichZ pfedpokladame, Ze uvedené matice
A, B, C jsou vhodného typu (aby pfisiusné operace mély smysl).

5.1. Pravidla pro s¢itani matic:

1. Zakon komutativni: A+ B =B + A
2. Zakon asociativni: (A + B) + C= A + (B + C)

5.2. Pravidla pro skalarni nasobeni matice ¢islem:

1. Zakon komutativni: aA = Aa
2. Zakony asociativni:  (ab) A = a(bA)
(aA) (bB) = (ab) AB
3. Zakony distributivni: (a + b) A = aA + bA
a(A + B) = aA + aB.

5.3. Pravidla pro nasebeni matic:

I. Zakon asociativni:  (AB) C = A(BC)
2. Zakony distributivni: (A + B) C = AC + BC
C(A+ B)= CA + CB.

O tom, Ze pro nasobeni matic neplati (obecn&) komutativni zakon
(takZe AB + BA). viz piiklad 6 na stran& 26.

5.4. Baze C{tvercovych matic. KaZzdou ctvercovou matici A
(s prvky aj,) stupné n je mozno jednozna&né vyjadfit jako linearni
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kombinaci matic Ej, takto:

A=aE +a,E;,+ ...+ a,E,+ .. + a,E,

n

= 2 auE;.
Jk=1
O maticich E; fikdme, Ze tvofi bdzi vSech Ctvercovych matic
stupné n.

Diikazy vzorct, uvedenych v odst. 5.1 az 5.4 jsou vétSinou
velmi jednoduché. Ponékud sloZit&jsi je diikaz asociativniho zakona
pro nésobeni (5.3.1), a na ten se omezime. Ostatni diikazy necht
si Ctenaf provede jako cviéeni.

Necht prvky matic A, B, C jsou (po fad€) aj, by,, ¢, pfi-
demZ
j=1L2,....,m; k=12,...,n;

r=1,2,...,.h; s=12,..,p.

ProtoZe A je typu m/n, kdeZto B typu n/h, je matice AB typu m/h.
Ozna¢me jeji prvky u;,, pfiemz podle (4) je

n
Uj, = aj by, + ajby + .o+ apb,, =Y ayb,, .
k=1

Prvky matice (AB)C typu m/p oznatme v;,, pfi¢emz je

h n,h
Vjs = Z UjpCps = Z ajkbkr('rs .
r=1 k=1, r=1

Naproti tomu matice BC je typu n/p. Jsou-li i, jeji prvky, pak
podle (4) plati

h
uks = Z bkrcrs .
r=1

Kone¢ng matice A(BC) je typu m/p, a oznacime-li jeji prvky o,
podle (4) plati
n n,h
bjs = 2. ajdys = 2 b, = vj.
k=1 k=1,r=1
Protoze matice (AB) C a A(BC) jsou téhoZ typu a maji stejnolehlé
prvky stejné, je vzorec 5.3.1 dokazan.
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5.5. Poznamka. Z uvedenych vzorch se snadno odvodi
vzorce obecnéjsi, které plati pro libovolny podet matic. Tak napft.
ze vzorce 5.3.1 plyne, Ze libovolna usporadana skupina matic

ALA, . A,
vhodnych typi (takovych, aby nasobeni bylo definovano) ma jediny
soucin, ktery znacime

AA . . A

n .

Tento soudin zavisi jenom na pofadi matic, nikoli v§ak na tom, jak
sousedni matice sdruzujeme. Tak napf. soudin ¢tyf matic mizeme
pocitat kterymkoli z téchto zplsobu:

Ax[Az(A3A4)] = Ax[(A2A3) A4]
(AIAZ) (A3A4) = [Ax(AzAs)] A, = [(AxAz) Aa]A4

A AALA,

I
Il

5.6. Umocihiovani ¢tvercovych matic. Je-li A libovolna ¢&tver-
cova matice a p libovolné pfirozené ¢islo, pak definujeme matici AP
vztahem

AP = AA. . A,

[ —
p

Nazyvame ji p-tou mocninou matice A.
Kromé toho definujeme nultou mocninu étvercové matice A vzor-
cem

A’ =E.

Priklad 5. Vypoltéme A2, pii¢emz A = [1 B i]

Reseni: Podle vzorce (4) dostavame

A? — L =rjft —1]_ 00 _o.
1 =111 -1 00
5.7. Dvé& pravidla pro transponovani matic. Nasledujici dvé
pravidla pro transponovani matic nemaji obdoby v aritmetice
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komplexnich &isel. Plati totiz
1.(A+ By = A + B (%)
2. (ABy = B'A". (6)
Dtkaz prvniho vzorce je snadny. DokaZeme druhy.

Necht a j; jsou prvky matice A typu m/n, kdeZto b, jsou prv-
ky matice B typu n/h. Potom AB je matice typu m/h a jeji prvky
jsou .

u; = aj by, + ajby, + ... + a;b, .

Transponovand matice (AB)’ je typu h/m a jeji prvky jsou

’

Uy = uj, = ay by, + apby, + ... + ajb,, .
Matice B’ je typu h/n a jeji prvky jsou
‘ by = by,
kdeZto matice A’ je typu n/m s prvky
ay; = aj .
Proto matice B’A’ je typu h/m a ma prvky

A ’ !’ ’ 1 ’ !
#,; = bay; + bray; + ... + bya,; =
!
= blrajl -+ b2,aj2 T b,,,aj,, = urj‘

ProtoZe matice (AB)’, B'A’ jsou téhoZ typu h/m a maji stejné
prvky, plyne odtud vztah (6).

5.8. Multiplikacni konstanty pro matice E;,. Podle odst. 5.4
je kazda &tvercova matice n-tého stupné A linedrni kombinaci
¢tvercovych matic Ej. ProtoZze souCin E,E,  pfedstavuje matici
n-tého stupné, da se vyjadfit jako linedrni kombinace matic E .
Koeficienty v t&chto linearnich kombinacich jsou tzv. multiplikacni
konstanty matic Ej. Kolik je vSech multiplikacnich konstant?

Vsech matic Ej je n?, takZe vSech soucinii E,E,, je celkem
(n*)* = n*. Pro kazdy takovy soudin obdrzime n* multiplika¢nich
konstant. Proto vSech multiplika¢nich konstant je thrnem
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Abychom je urdili, vypofteme soucin

[0...0...0‘ 0...0...0

il : ] : i b
Ejke,,:l o tHo..1..0
0..1..0[[: =+
jo...o...0llo...0...0]
\TJ \_Ty

ProtoZe jde o soudin dvou Ctvercovych matic stupné n, pfedstavuje
uvazovany soucin opét ¢tvercovou matici stupné n. Tato podle
vztahu (4) muze mit prvky od nuly rtzné jenom v j-tém radku
a s-tém sloupci. Av3ak pro prvek 4, leZici v j-tém fadku a k-tém
sloupci uvazované matice ziejmé plati

0 pro k=*r,
)“jk =
1 pro k=r.
Proto je

Ejk5,5= O pro k*r,
E, pro k=r.

js

Témito vztahy (pro j, k, r, s = 1,2, ..., n) jsou multiplikaéni kon-
stanty ureny a je zfejmé. Ze kazda z nich ma hodnotu bud 0,
nebo 1.

5.9. Zaménitelné a nilpotentni matice. DuleZitd vlastnost,
kterou se odliSuje pocitani s maticemi od pocitani s obyCejnymi
komplexnimi ¢isly, je tato:

KdyZ a, b jsou dvé libovolna komplexni ¢isla, pak plati pro
nasobeni komutativni zakon

ab = ba.

Naproti tomu pro nasobeni matice A typu m/n matici B typu n/m
neplati vidycky
AB = BA.

Aby {akovy vztah platil, musilo by byt pfedné m = n, takZe ob¢
matice A, B musi byt &tvercové téhoz stupné n (vzhledem k tomu,
7e AB je matice stupné m, kdeZzto BA matice stupné n). AvSak
i kdyzZ m = n, neni vidy AB = BA. UkaZeme to na prikladé.
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Priklad 6. Uréeme oba souliny AB, BA matic

Rl e[

Reseni: Vyndsobenim podle (4) obdrzime

AB = 00, ga-| 11 : takze AB + BA.
00 1 1

Tim dochazime k této definici:

Dvé Ctvercové matice A, B téhoz fadu n se nazyvaji zaméni-
telné (podrobnéji: vzdjemné zaménitelné), pravé kdyz plati vztah

AB = BA.

V tom pfipadé& téz fikame, Ze matice A je zaménitelna s matici B,
nebo téz, Ze B je zaménitelna s matici A.
Predesly priklad 6 zaroven ukazuje, Ze rovnice

AB =0

mubze platit, aniz jeden z &initeld A, B soulinu AB je nulovou
matici, na rozdil od pocitani s obycCejnymi komplexnimi ¢isly.
(Jsou-li a, b komplexni &isla, pak je ab = 0, pravé kdyz aspoin
jedno z obou &isel a, b je nula.)

Zejména se muiZe stat, ze Ctvercovd matice A # O, aviak
néktera jeji mocnina A” = O. V tom pfipadé se A nazyva nilpo-

tentni matice.
A 1 —1
1 —1 R

Napf. matice
je nilpotentni, jak plyne z pfikladu 5 na str. 23.

5.10. Poznamka o abstraktnich algebrach. Mnozina vsech
¢tvercovych matic n-tého fadu nad télesem T spolu s operacemi,
které jsme pravé zavedli, je pfikladem algebry nad télesem T.

Algebrou nad néjakym télesem T rozumime nepriazdnou
(abstraktni) mnoZinu A, na niZ jsou definovany tfi operace, ozna-
éené symboly, napt. @, ©, Q. Tyto operace jsou definovany takto:
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1. Operace @, zvana scitdni, ptifazuje ke kaZdym dvéma
rovnym nebo riznym prvkim ae W, be A dalsi prvek ce 2,
ktery se zna&i

a®b
a nazyva se soucet prvku a s prvkem b.

2. Operace O, zvana ndsobeni, ptifazuje ke kazdym dvéma
rovnym nebo riznym prvkim ae N, be A dalsi prvek de A,
ktery se znaci

a®b

a nazyva soucin prvku a s prvkem b (v uvedeném pofadi).

3. Operace ©, zvana skaldrni ndsobeni, ptifazuje ke kazdému
prvku a € N a kaZzdému Cislu o € T uréité prvky

aQa, aQu

z mnoziny 9, které nazyvame skaldrni soucin &isla a s prvkem a,
popft. skaldrni soucin proku a s cislem o.

Pfitom uvedené tfi operace spliiuji podobné zakony, které
jsou popsany v piedeslych pravidlech uvedenych v odst. 5.1 az 5.4.

Tak napf. pro kaZdé tfi prvky ae U, be A, ce A plati

a®b=b®a,
(e@b)®dc=ad(b®c),...ad.

Pravidlo z odst. 5.4 zni zde takto: Kazdy prvek a e 9 lze vyjadfit
ve tvaru

a=(,00)®00)®... 0 (% Ov,),

tj. jako soucet skaldrnich soucin vhodnych ¢isel o, € T(pro Vo=
= 1,2,..., n) a vhodnych, vZdy tychZ prvkl v, € 9. To znamena,
Ze prvky vy, v,, ..., v, tvofi bdzi algebry .

Poznamenejme jeSté, Ze o algebrach najde Ctenaf poudeni napf.
v knihach

DEeurING, M.: Algebren. Springer, Berlin 1935;
Dickson, L. E.: Algebren und ihre Zahlentheorie. Ziirich 1927,
Kuro§, A. G.: Kapitoly z obecné algebry. Academia, Praha 1968.
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