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6. MATICE RECIPROKE NEBOLI INVERZNI

6.1. Matice reciproka zprava a reciproka zleva. Obdoba mezi
pocitanim s maticemi a obyCejnymi Cisly vede k této otézce:
Existuje n&jaka operace s maticemi, ktera by byla obdobou déleni
¢isel? Nejprve pripomefime, co se rozumi reciprokou hodnotou
néjakého Cisla a.

Reciprokou hodnotou ¢isla a rozumime takové &islo x,
které vyhovuje rovnici

ax = 1.

Tato reciprok4 hodnota se zna&i symbolem 1/a, popt. a™*, takZe je
a.-=1, popt. aa™'=1.

Z aritmetiky vime, Ze reciprokd hodnota ¢isla a existuje,
pravé kdyz a =+ 0. D¢lit ¢islo b Cislem a + 0 znamena nasobit Cislo b
Cislem a~'.

V odst. 4.6 jsme zjistili, Ze pro kazdou ¢tvercovou matici A
plati vztah

AE = EA = A.

Proto jednotkova matice E je obdobou jedniCky v aritmetice. Je
tudiz pfirozené se tazat, zda k libovolné matici A typu m/n existuje
takova matice X typu n/m, Ze plati maticova rovnice

AX = E, (7)
popf. zda existuje takova matice Y typu n/m, Ze je
YA =E. (8)

V pipadg, Ze matice X, Y spliiujici vztahy (7), (8) existuji, budeme
nazyvat matici X reciprokou zprava, kdeZto Y matici reciprokou
zleva k matici A, a budeme je znadit A~', popt. ~'A.
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6.2. V&ta o matici reciproké zprava, X = A~ !, Nechf matice A
je typu m/n. 1. Je-li m < n, pak k ni existuji matice X = A~}
reciproké zprava, pravé kdyZ hodnost matice A je rovna m. V tom
pfipadé se kaZda matice X = A~! d4 vyjadfit ve tvaru

X =HL+ X, (9)
kde H je libovolna matice typu n/(n — m) vyhovujici rovnici
AH!= O (10)

a majici hodnost n — m, L je matice typu (n — m)/m, kdezto X
je libovolna matice, kferd je partikularnim feSenim rovnice (7).
Pfitom se matice H nazyva fundamentdlni FeSeni rovnice (10).

2. Je-li m = n, tj. je-li matice A Ctvercova fadu n, a je-li
jeji hodnost n, existuje k ni pravé jedna matice X = A™! reci-
proka zprava. V pripadé€, Ze hodnost matice A je menSinez n, ne-
existuje k matici A Zadnad matice reciproka zprava.

3. Je-li m > n, pak neexistuje k matici A Zadna matice
reciproka zprava.

Dikaz: Je-li A= |a,]. X =|x,| a E je jednotkova
matice fadu m, predstavuje rovnice (7) celkem m? linearnich rovnic
tvaru

0 pro j#Fr,
Aj1 Xy, + AjpXo, + 0+ AN, = { P J
1 pro j=r,

piiemzZj, r = 1,2,..., m.
Pfi kazdém pevné zvoleném r(=1,2,..., m) dostaneme
tedy m rovnic tvaru

Ay Xy, + a;Xy, + o0+ agX,, =0

Ap Xy + a,2X;, + ..+ AppXpp = 1 (‘l)

amlxlr + Am2X 2y + ...+ Ay Xpr = 0
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1. Necht m < n. (11) je soustava m nehomogennich
rovnic o n neznamych x,,, ..., X,,. Vime, Ze takova soustava ma
feSeni, pravé kdyZ hodnost matice soustavy je rovna hodnosti
roz§ifené matice. Necht p zna¢i hodnost matice soustavy

agy 4y Ayp -+ Qqp
A= apy Ay, a,p apy
At Az +ov Opp +ov Gy

To znamena, Ze aspofi jeden determinant fadu p vybrany z matice A
je od nuly riizny, kdezto viechny determinanty fadu p + 1 (pokud
existuji) jsou rovny nule. Nechf napf. pravé determinant fadu p
v levém rohu nahotfe v matici A je nenulovy. Je-li p < m, pak
rozdifena matice soustavy (11), v niZ je r = p + 1, je tvaru

agq a0
ap apy 0
Ap+1,1 dpiin 1
L Ay - Ay 0._

Tato matice ma zfejmé& hodnost rovnou p + 1.

Odtud plyne, Z¢ ma-li mit soustava (11) pfi kazdém r
(=1,2,...,m) feSeni, musi byt p=m. V tom pfipadé viak
existuje n — m linearné nezavislych feSeni

éll’ 521"*" inl” él.n-mv'--; én,n—m (12)

homogenniho systému rovnic patficiho k soustavé (11), pfi¢emz
obecné feseni soustavy (11) je

xlr = tlrfll + t2r612 + ...+ tn-m,rél,n-—m + ilr

~

Xpr = tlrénl + t2rén2 + ...+ tn—-m,rén,n-m + Xnr +
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Pfitom X,,, ..., X,, znadi libovolné partikularni feSeninehomogenni
soustavy (11) a t,, t5,, ..., ty_, jsou libovolné konstanty. Proto
matici X, ktera je feSenim rovnice AX = E, miZeme psat ve tvaru

Si1 o Cipmem || ti1 con by X1t o0 Xim
x = €2l LR C.Z,n*m t21 v t2m + X21 v Xom
fnl én,n-—m tn—m,l ’n-m,m Xn1 xnm

Oznacime-li matice vyskytujici se na pravé strané tohoto vzorce
postupné H, L, X, dostaneme pro matici A vztah (9), ktery jsme
méli dokazat. Matice L je libovolna matice typu (n — m)/m, X je
matice typu n/m vyhovujici rovnici (7) a kone¢né H je matice
typu n/(n — m), piicemz plati

AH = O

a jeji hodnost je rovna n — m vzhledem k tomu, Ze fe$eni (12) ho-
mogenniho systému, ktery pfislusi k soustavé (1 1), jsou nezavisla.

Naopak se snadno nahlédne, Ze kaZzda matice X typu n/m,
ktera je tvaru (9), vyhovuje rovnici (7), je-li H matice vyhovujici
rovnici AH = O, L libovolna matice typu (n — m)/m a X libo-
volnd matice vyhovujici rovnici (7).

2. Necht m = n. V tomto piipadé ma soustava (11) podle
Cramerova pravidla pravé jedno feSeni, kdyZ hodnost matice A
je rovna n. Je-li v3ak jeji hodnost p < n a je-li v této matici deter-
minant p-tého fadu, napf. v levém rohu nahofte, nenulovy, pak
soustava (l 1), v niZ je r = p + 1, nema feSeni vzhledem k tomu,
7e piislu$na rozsifena matice ma hodnost p + 1, kdeZto matice A
hodnost p. Proto v ptipadé p < n neexistuje feSeni rovnice (7)

3. Necht m > n a necht p je hodnost matice A. Pak nutné

psn.
Necht determinant fadu p v levém rohu nahofe matice A
je nenulovy. Soustava (11), v niZ je r = p + 1, nema opét feeni

z téhoZ divodu jako v pfede§lém pfipadé 2.
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6.3. Poznamky o vypoctu matice reciproké zprava. 1. Mati-
ce H v pfipadé, kdy m < n, se snadno uréi podle Frobeniovy
metody pro feSeni systému linearnich homogennich rovnic takto:

Matici A doplnime n — m fadky

=, -, z.
L1y =i29 e “in

(i =1,2,...,n — m) na étvercovou matici stupné n, ¢imz obdrzime
matici

, agy Ain

A - At (jmn

Z11 Zin
_.Zn—m,l R Zn—m,n_

Cisla z;, zvolime libovolng, ale tak, aby determinant |A| # 0.

To lze, protoZe matice A ma podle predpokladu hodnost m.
Znadi-li Z, algebraicky doplnék prvku z, v matici A

(i=1,2,...,n—mk=12..,n), tvofi

ZisZigr oo Zawi oo Zoomts Zoema - or Znomm

n — m linearn€ nezavislych feSeni homogenniho systému rovnic
patficiho k soustavé (11).
Matice

H=|. oo (13)

spliiuje rovnici AH = O.

Nakonec si viimnéme, Ze matice X = A™! vyjadfena ve
tvaru (9) je nad t&lesem T, kdyZ nad télesem T jsou matice H, L, X.
A zfejmé& nad télesem T existuji takové matice H, L, X, ze p¥islusna
matice X vyhovuje rovnici (9).

2. V pripadé, kdy m = n a kdy hodnost ¢tvercové matice A
stupn& n je n (takZe lA[ # 0), ur¢j se matice X = A™' reciproka
zprava podle vzorce

At= L agja, (14)

|A]
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kde adj A zna¢i adjungovanou (neboli pfidruZenou) matici k ma-
tici A. Matice adj A je definovana takto:

Ay oo A
adjA=|i
Ay, .. A

pficemZz A; znaci algebraicky doplnék prvku a; v matici A.
Viimnéme si, ze prvky matice adj A vlibovolném j-tém Fddku jsou
algebraickymi doplilky prvkd v j-tém sloupci matice A. Podle
znamé vlastnosti reciprokych determinantii je determinant

ladj A| = [A]"~"

Pritom matice adj A je ziejmé nad télesem T a plati

~ |A|.E.

Odtud plyne vpiedu uvedeny vzorec (14) pro vypocet matice X =
= A~'. Tato matice jako skalarni souin ¢isla 1/|A| a adjungované
matice adj A je také nad télesem T.

Priklad 7. Urceme matici reciprokou zprava k matici

" 1 —
A= 2 -l .
-2 -1 1

Reseni: Matice A (typu 2/3, takZe m < n) ma hodnost
p = 2, nebot determinant D utvofeny z prvnich 2 fadki a sloupcti
ma hodnotu D = —4 + 0. Proto existuje matice reciproka zprava
k matici A. VypoCteme ji podle odst. 6.3.1 tak, Ze nejprve vezmeme
v uvahu matici

2 -1 1
A=|-2 -1 1],
0 0 1
jejiz determinant |A| = D = —4.

33



Matice H bude typu 3/l a ur¢i se pomoci algebraickych
dopliikt prvka tietiho Fadku matice A. Protoze

—1 —1 2~
yA = :—2, Z = — =0,
3 [-1 1] 32 [-2 1]

233=D=“4,

-2
na zakladé vztahu (13) dostaneme H = 0].
‘ —4
Dale matice L typu 1/2 bude tvaru

= [t 1,].

Partikularni feSeni X rovnice AX = E obdrzime FeSenim rovnice

[ 2 —1 -1] o _[1 0]
2 S| .
2 -1 ]| Lo

ProtoZe jde o partikularni feSeni a protoZe matice A ma hodnost
2, pfiéemz determinant rtzny od nuly je napf. vpfedu uvedeny
determinant D, miZeme poloZit x; = x4, = 0. Tim dostaneme
rovnice

2x — x; =1, 2x, — x5 =0,
—2x;, —x, =0, =2x;, —x5=1,
jejichz fesenim je x; = 1/4, x, = —1/2, x, = —1/4, xg = —1/2.
Je tedy
1/4 —1/4
X=|-12 =12
0 0 .
Hledanou matici X = A~! mQZeme psat ve tvaru
-2 1/4 —1/4
A"'=HL + X = O[t, ]+ | =12 —12]=
—4 0 0
—2t, =2t, 1/4 —1/4 1/4 — 2t, —1/4 = 2t,
=| 0 0 |+|—1/2 —-12|=|—1]2 -1/2
—4t, —4t, 0 0 —4t, —4t,
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takZze mame
1/4 — 2t, —1/4 — 21,
Al =] —1I2 —1/2 ,
—4t, —4t,

piiCemz za t; a t, mUZeme volit libovolna, napf. realna cisla.
Provedme zkousku tim, Ze uréime souéin AX. Obdrzime

AA-! — 12 =t + 12 + 41, —1/2 =41, + 12 + 41,7
—1/2 + 41, + 1/2 — 41, 1)2 + 41, + 1]2 — 4t,

[

6.4. Yéta o matici reciproké zleva Y = ~' A, Nechf matice A
je typu m/n.

1. Je-li m < n. neexistuje k matici A Zadna matice reciproka
zleva.

2. Je-li m = n, {j. je-li matice A ¢tvercovastupné n, a je-li jeji
hodnost n, pak k ni existuje pravé jedna matice ¥ = ~'A reci-
proka zleva. V pfipadé, Ze hodnost matice A je menSi nez n, ne-
existuje k A Zadna matice Y reciproka zleva.

3. Je-li m > n, pak k A existuji matice Y = ' A reciproké
zleva, priavé kdyz hodnost matice A je rovna n. V tom piipadé
se kaZzda matice Y = ~'A da vyjadfit ve tvaru

Y=PF+Y, (15)

kde F je libovolna matice typu (m — n)/m vyhovujici rovnici
FA=0 (16)

a majici hodnost m — n, P je matice typu n/(m — n), kdezto
Y je libovolna matice, kterd je partikularnim feSenim rovnice
XA = E. Piitom se matice F nazyva fundamentdlni Feseni rovnice
(16).

Dukaz se provede tim, Ze se véta 6.2. aplikuje na rovnici
A'X = E a pak se pfejde k maticim transponovanym (X' =Y,
H —F L =P X =)

35



6.5. Poznamky. 1. Matice F se urci metodou Frobeniovou
(obdobng jako matice H) a je nad tymZ t&lesem T jako matice A.
Také matice ¥ = ~'A (pokud existuje) je nad t&lesem T, jsou-li
ob& matice P a Y nad télesem T, coz lze vidy zafidit.

2. Ma-li ¢tvercovd matice A stupn€ n hodnost n, tj. je-li
|A| # 0, pak se jedind matice ¥ = ~!'A reciprokd zleva urdi
podle vzorce

1

|Al

pfi¢emZ matice ~'A je opét nad t&lesem T.

“1A= —adjA, (17)

6.6. Zavér. Z v&t 6.2 a 6.4 plyne, Ze matice X = A~ (popf.
Y = ~'A) existuji, jen kdyZ je m < n (popt. m = n).
1. Je-li tedy m + n, pak matice A™!, ~!'A neexistuji sou-
casné.
2. Je-li viak m = n, pak ze vztahti (14) a (17) plyne, Ze pro
|A] + 0 je
A"l = 1A, (18)

Tento vztah, ktery je dilezity pro svou jednoduchost i pro
své aplikace, plyne také z toho, Ze kazdé feSeni rovnice AX = E
je zaroven feSenim rovnice YA = E. Je-li totiz X feSenim rovnice
AX = E a Y feSenim rovnice YA = E, pak zfejmé plati

X:EX:(YA)X: Y(AX)::YE:Y,
takze
X=Y.

6.7. Definice. 1. Ctvercovd matice A, jejiz determinant
|A| # 0, nazyva se reguldrni. V opatném piipad¢ se nazyva
singuldrni.

2. Je-li &tvercova matice A regularni, pak matici A~! nazy-
vame reciprokou (neboli inverzm’) k matici A.

Priklad 8. Vypocftéme matici inverzni k matici

207
A=|-145
312
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Re3eni: Dana matice je regularni, nebot jeji determinant

]AI.: —85. Proto k ni existuje matice reciproka
PR T
A"l = —adjA.
|A]

Pro adjungovanou matici dostavame tyto prvky

A, =4.2-5.1=3, Au:—(—-l.2—3.5)=17,
Al3=-—1]—34=_13’
A2,=—(0.2—1-7)=7’ A4,,=2.2-3.7T=—17,

A23=_(2.1_‘3.0): '_2,

Ay =0.5-4.7= =28, Ay, =—-(2.5+7.1)=—17,
Ay =2.4+41.0=8,

Je tedy
3 7 —-28
adj A = 17 =17 =17
—-13 -2 8
Hledana inverzni matice je
Pl 3 -7 28
Al = —| =17 17 17

851 13 2 -8

“

Pfitom plati

] 207 -3 -7 28 100
AA™ = | -1 45| =17 17 17|=]010]|=
851 312 13 2 -8 001

-3 -7 28 207
=A"A= |17 17 17||-145
13 2 -8 312



6.8. Véta o reciprokych maticich. Necht A, B jsou regularni
matice stupné n. Pak plati

1. AA™' = AT'A=E; 3. (A7) = (A)';
20 <At A (AT =
5 (AB)™' = B7'A7!.

1)

Diukaz: [. Prvni tvrzeni plyne ze vztahu (18).
2. Pro determinant |A~'| plati podle (14) vztahy

ladj A] _ [AP"" _ 1

IA—I’ = n o 1Al
Al A

3. Ob& matice (A™'), (A)™' maji tytéZ prvky. Vskutku,
prvek c;, prvni matice je

1
— Ay,

|A]

Cjx =
kdezto prvek d;, druhé je
— Ay =cy pro jk=1,2,...n.

4. Matice (A™")™" predstavuje jediné feSeni rovnice
A"'X = E,
Jiz podle vztahu 1. vyhovuje feSeni X = A.
5. Levé strana posledniho vztahu je feSenim rovni‘ce
(AB)X = E.
Takové feSeni X je jediné, protoZe z relace |AB| = |A| . |B| a z pied-

pokladu |A| # 0, |B| # 0 plyne, Z¢ AB = C je regularni matice.
Odtud a ze vztahii

(AB)(B"'A™') = A(BB"')A™' = AEA™' = AA"' = E

vychazi tvrzeni.
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6.9. Poznamka. Tvrzeni 5 pfedeslé véty se da rozsifit na
libovolny kone¢ny pocet regularnich matic fadu n: A, B, ..., M.
Platf totiz

(ABC..M)"'=M""'"___C'BT'TA".
6.10. Véta. Necht regularni ¢tvercové matice A, B jsou zamé-
nitelné. Pak jsou zaménitelné téz matice
1. A~', B~
2. A7',B; popt. A B!,
Dukaz: 1. A7'B™' = (BA)™!' = (AB)"' = B™'A™"
2. A7'B = A"'BAA"! = ATTABA"! = BA™'.

Analogicky se dokaze druha Cast tvrzeni 2.

6.11. Definice podilu matic. Jsou-li matice A, B zaménitelné
a je-li A regularni, pak podilem B/A matice B matici A rozumime
matici

A"'B, popf. BA"!',
takZe (podle véty 6.10.2) je

B =BA™' = A"'B.
A

6.12. Véta. Necht A je c¢fvercova matice stupné n a matice
B, C jsou regularni stupné n. Jsou-li kazdé dvé z matic A, B, C
zaménitelné, pak plati
A CA CA AC AC

B CB BC

cB BC

Diakaz: Zfejmé plati
AB"' =B 'A=B 'EA=B"/(C"'C)A=(CB)"' CA =
(BC)"' CA = (CB)™' (AC) = (BC)™' (AC).

i
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Priklad 9. Uréete podil matice B matici A, pri¢emzZ

210 3 1 =2
A= 112 B = 3 =2 4].
-121 -3 5 -1
Refeni: Dané matice jsou regularni, nebot |A| = -9,
|B| = —81. Ur¢ime matici A™*. ProtoZe
-3 -1 2 | 3 1 =2 |
adjA=|-3 2 -4, je A7!' =_ 3 -2 4|1=-B
3 -5 1 -3 51| 9
-1 1 2 -1
Proto A B=§B = BA™".
Ptitom je
1 3 1 =2 3 1 =2 | 18 — 9 0
BA-'==| 3 -2 af|| 3 -2 a|=2|-9 27 18
-3 5 —1 -3 5 —1 9 —18 27
Je tedy
2 -1 0
—-B~= -1 3 -2
A 1 -2 3

40



		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T22:15:33+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




