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11. UNITARNI MATICE

11.1. Hermitovska délka vektoru. V hermitovské geometrii
se obvykle uvazuje o komplexnich vektorech na rozdil od geometrie
euklidovské, kde uvaZované vektory jsou zpravidla realné.

V hermitovské geometrii pfifazujeme ke kazdému vektoru
Xy
X2

x = délku s (=0) danou vzorcem

X,

n

s = (0, % + X% 4+ ...+ x,5,),

kde X, znac¢i komplexné sdruzené Cislo s Cislem x,.

Druha mocnina s? délky vektoru x je tedy prvkem soucinu
matice x’ s matici x, tj.

[] = X'x..

11.2. Definice unitarni transformace. Linearni transformace
x* = Ux o ¢tvercové matici U se nazyva unitdrni, kdyz transfor-
movany vektor x* ma vzdy touZ hermitovskou délku jako ptivodni
vektor x.

V tom ptipadé se také matice U nazyva unitarni.

11.3. Véta o unitarnich maticich. Matice U je unitarni, pravé
kdyz plati vztah
UUu=E. (34)
Dikaz: a) Necht
x* = Ux
znaci unitarni transformaci, takZe plati

(X9 x* = Xx. (35)
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Odtud plyne
(Ux) (Ux) = x'x
neboli
x(UU)x = x'x. (36)

Zvolime-li x = e;, kde e; znaci vektor, jehoZ vSechny soufadnice
jsou nuly mimo j-tou, ktera je rovna 1, dostaneme (podobné jako
u ortogonalnich matic) pro prvky c;, matice U'U vztah

\

c..=1.

JJ
Zvolime-li vSak za x vektor ej,, jehoZ vSechny soufadnice jsou nuly
kromé soufadnice j-té a k-té kieré jsou rovny 1, obdrZime (podobné
jako v diikazu véty 10.3) relaci (pro j + k)

(‘jk+ckj=0.

Zvolime-li kone¢né za x vektor, jehoZ vSechny soufadnice jsou
nuly krome j-té, rovné 1, a kromé k-té, rovné Cislu i, obdrzime
podobnym zpusobem vztah

Cjk—-ij:O.

Je tedy ¢;; =1, ¢y =0 pro j # k, kde j, k= 1,2,...,n Tim
jsme dokazali, Ze plati vztah (34).

b) Je-li spln&na rovnice (34), pak plati vztah (36), a tudiz
i vztah (35). To viak znamend, Ze x* = Ux je unitarni transfor-
mace a matice U unitarni.

Priklad 15. Uréime vSechny unitarni matice stupné n = 2.

L . . Uy, u N
ReSeni: Je-li matice l:l” '2] unitarni, pak podle (34)
plati vztah Uzp U2z )

21:l [“11 “12] _ [l 0]
22 ) LU2y Uzz 01

Proto prvky uy, i, spliiuji rovnice

<

11

LR

i

12

Uy + gty =1, Uy + iU, =0, (37)

Uty + Gy Uy, =0, U uy, + )l = 1.
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Z téchto vztahu pfedevsim plyne, Ze u,,, u,, maji stejné absolutni
hodnoty. Je totiZ

Uiy = uuﬁn(axzulz + ’722“22) = Uy Ugy . Ugglly, +
+ Uy Uppllyy = —lpqUpy . Upgllyy + Uyqllyy L Uppllyy =
= gy - Uppliyy + Uggllyy Uppllyy =
= (uy iy + Uayilyy) Uyyily; = Upyilys .

Odetteme-li prvni od posledni rovnice soustavy (37), dostaneme
z pfedeslého vztahu rovnici

gty = Hylyy .

To znamena, Ze téZ Cisla u,,, u,, maji stejné absolutni hodnoty.
Proto ozna&ime-li |u,,| = u, |u,,| = v, kde u = 0, v = 0, miZeme
psat

ug = ue, u, = rve' (38)

iw

Uy = 0", Uy, = ue',

v

pficemz ¢, Y, 0, w jsou vhodna realna ¢isla. KdyZ uv % 0, z relaci
(37) dostavame

u? + o2 =1, WP 4l -9, (39)
Existuje proto takové @ € 0, n/2), Ze je
‘ u=cosP, v=snd.
Z druhé relace (39) plyne
v —¢@=0-—0+ (2k+ 1)m,

kde k je celé Cislo. Pritom ¢Cisla ¢, ¥, ¢, @ jsou rovnicemi (38)
uréena aZ na celé nasobky Cisla 2n. MZeme tedy v posledni rovnici
vynechat Clen 2kr, takZe je

y—p=w-0+n(=21).

Odtud plyne
y=¢ +2t, ow=2t+p—m.
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PiSeme-li

¢=¢— T, 0 0; — 7,
obdrZime

V=¢,+ 1, o=90, +7T—T.
Rovnice (38) piejdou v rovnice (kde jsme u ¢ a ¢ vynechali indexy)
uy =e®cosd, u,= € sin @,
Uy = €@ sin &, uy, = —e'@Vcos P,

Tyto zahrnuji i pfipady u =0 (p =7f2) a v=0 (@ =0).
Naopak pro kazda redlna ¢isla @, ¢, ¢, T je matice

U= e @ Deos @ @ gin @
e @) sin ¢ —el@* cos P

unitarni, jak se snadno zjisti vypoltem. Vidime, Ze matice U
pfedstavuje viechny unitirni matice stupné n = 2.

11.4. Véta o kofenech charakteristické rovnice unitarni matice.
Viechny kofeny charakteristické rovnice |U — ZE| = 0 kaZdé
unitarni matice U maji absolutni hodnotu rovnou 1.

Uvedené tvrzeni Ize dokazat podobné jako u ortogonalni ma-
tice (véta 10.4). Jiny, krat3i dikaz je tento: Necht 4, je kofen cha-
rakteristické rovnice unitarni matice U a x pfisludny charakteristic-
ky vektor, takZe x + 0, Ux = 1,x. ProtoZze matice U je unitarni,
mame

x'x = x(UU) x = (Ux) (Ux) = (Zox)’ (Ae%) = Tpho(x'x) .

Odtud plyne Zy4, = 1, nebof prvek matice xx je > 0.
11.5. Definice hermitovské matice. Ctvercova matice H se

nazyva hermitovskd, plati-li

H =H,
tj. jsou-li prvky h;; v hlavni diagonale matice H realné, kdezto
prvek hj je pro j # k komplexn¢ sdruZeny s prvkem h,;, takZe je
vzdy

h-jk = hkj .
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11.6. Véta. VSechny unitarni matice U stupné n = 2, pro
néZ je |U + E| + 0, daji se vyjadfit ve tvaru
u=EtM (40)

E—-iH

kde H je hermitovska matice stupné n takova, Ze |E — iHI + 0.

Dikaz: a) Bud U dana unitarni matice, pro niZ je IU + E| £ 0.
Utvofme matici

H=i(E— U)E+U)". (41)

Ukazeme, e matice H je hermitovska s vlastnosti |[E — iH| % 0
a Ze pro ni plati vzorec (40).

Nasobenim zprava matice H matici E 4+ U obdrzime
H(E + U) = i(E — U). (42)
Zaménou —i za i plyne
HE + U) = —i(E - U).
Pfechodem k transponovanym maticim plyne
(E+TU)A =iU -E).

Nisobenim zleva matici U obdrZime se zietelem ke vztahu UU’ =
=E
(U + E)'!-T’ = i(E — U).

Odtud nasobenim zleva matici (U + E)™' plyne
H =i(U+E)'(E-U).

Matice U + E, E — U jsou ziejm& zamé&nitelné. Proto jsou zaméni-
telné i matice (U + E)™', E — U, takZe podle (41) je

H =i(E-U)(U+E)'=H

neboli H' = H. To znamen4, Ze matice H je hermitovska. Navic je
matice E — iH regularni. Je totiz

E—iH=(E+U)(E+U)"' +(E-U)(E+U) "' =
—(E+U+E-U)E+U)" =26E+ U)",
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takZe
|E - iH| = 2"|E + U=t £0.
Ze vztahu (42) pak plyne
(H+iE)U=iE—-H
neboli (po vynéasobeni &islem —1i)
(E-iH)U=E +iH.
Odtud dostavame vztah (40).

b) Bud nyni H hermitovska matice, pro niz je |E — iH| # 0.
UkaZme, Ze matice U dana vzorcem (40) je unitarni s vlastnosti
|U + E| +0.

Predné je

U=E—-i_f'!’
E + iH
- E-ifH
E + iH’

a odtud plyne
UU=E.

To znamena, Ze U je unitarni.
Mimoto je

U+E=(E+iH)(E—iH)" + E=2(E - iH)"!

a odtud vidime, Ze je |U + E| # 0.
Tim je véta dokazana.

11.7. Poznamka. Ve vét€ 11.6 jsme predpokladali, Ze
matice U + E je regularni. V daldi vété se tohoto pfedpokladu
zfekneme.

78




11.8. Véta. VSechny unitdrni matice U stupné n = 2 lze
vyjadfit vzorcem
o E+1H

U= :
E—iH

43)

kde H znac¢i hermitovskou matici stupné n a ¢ je redlné islo.
Ditkaz: Necht U zna¢i libovolnou unitarni matici stupné n,
takZe je
UU=E.

Necht ¢ je libovolné realné ¢islo. DokaZeme, Ze matice
V=civU

je téZ unitarni. Plai opravdu

-—

V=¢cvU, V =cU
a odtud plyne
Vvy=UU=E.
Je zfejmé, Ze je-li A, kofenem charakteristické rovnice matice U,
pak A,e”'? je kofenem charakteristické rovnice matice V = e~ "°U.
Podle véty 11.4 jsou vSechny kofeny charakteristické rov-
nice matice U tvaru

¢y znaci vhodna realna Cisla (popf. i stejna), kterd jsou urlena
aZ na celé nasobky cisla 2.

Ziejm&€ muZeme zvolit takové redlné cislo ¢, Ze pro k =
=1,2,..,nje

o — ¢ £n (mod2n),
tj. takové, Ze Zadné z Cisel
Py = Py P2 — Psess Py — P

se nerovna lichému nasobku ¢isla nt. Pak Zadné z Cisel

ei(m—w)’ ei(wz—w)’ ey el(%—w)
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neni rovno —1. To znamend, Ze charakteristickd rovnice matice
V = e"i?U, jejiz kofeny jsou pravé uvedend &isla, nemé kofen — 1.
Existuje tedy hermitovska matice H vyznalujici se tim, Ze je
|E — iH| % 0 a plati

V=e‘i"'U=E+1H
E - iH
neboli
u:eiw‘E—*_lH’
E—-iH

coz jsme méli dokazat.

Priklad 16. Vypoctéme (explicitn€) viechny unitarni matice
stupné 2.

Reseni: Zvolme takovou libovolnou hermitovskou matici
stupné 2, aby bylo |E — iH| = 0, tedy matici

H - a b+ic’
b—icd

pfi¢emzZ a, b, c, d jsou realna cisla, spliujici nerovnost

—ib—¢, 1-1id

To znamena, Ze ma platit
1L+ b2+ c*—ad—i(a+d) %0,

takZe aspofi jedno z ¢Cisel a + d, 1 + b* 4+ ¢* — ad je rizné od
nuly. *
Jelia +d=0,t.d = —a, pak zfejmé

14+b2+c2—adz=1.
Je-li 1 + b? + ¢* — ad = 0, pak je
ad=1+b>+c*2=21,

takZe obé disla a, d jsou od nuly rtizna a maji stejné znaménko,
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a tedy

a+d=+0.
Vidime tedy, Ze at zvolime H jakkoli, je vidycky splnén vztah (44).
Dale je
. . I —idib —c¢
adj (E — iH) =
i ) [ib+cl—ia]
takZze
(E + iH) adj (E — iH) = .l+m ib —‘c 1 —id ib — ¢
ib+c1+id}|lib+c 1 —ia
_[t+ad —=b*—c* +i(a —d) —=2(c —ib)
2(c + ib) 1 +ad —b*—c* —i(a —d)
Proto
_E+iH_
E - iH
I+ ad — b* — ¢ +i(a — d) —=2(c — ib) T

IL—ad + b+ —ila+d) | —ad+b*+c* —ia+d)
2(c +ib) I+ ad — b* = ¢* +i(a — d)
I —ad +b* +c? —i(a+d) I —ad +b* + ¢ —i(a + d)

je expliciini vyraz pro vSechny unitarni matice druhého fadu. Tento
vyraz s¢ oviem da pfevést na transcendentni tvar, uvedeny v pfi-
kladé¢ 15.
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