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13. RACIONALNI FUNKCE V MATICICH

13.1. Definice. 1. Je-li A libovolna &tvercova matice stupné
n, pak pro k celé nezaporné definujeme

3

a) A= A.A... A jeli k > 0(pfirozené) ;
h—k‘-———/

b) A° = E, je-li k = 0.

2. Je-li matice A regularni stupné n, takZe existuje inverzni
matice A™Y, pak pro k ptirozené klademe

A= ATUATT AT = (AT

——e ——
k
Matice A™, m celé, je tzv. m-td mochina matice A.
13.2. Véta o mocninach matice. 1. Je-li A ¢tvercova matice
stupné n, pak pro celd nezaporna Cisla p, r plati vztah
s (47)

2. Je-li matice A regularni, pak vztah (47) plati i v pfipadé.
Ze p, r jsou libovolna cela Cisla.

3. Pro libovolné celé Cislo k plati
EF = E.

Dukaz: 1. Prvni tvrzeni plyne z asociativniho zakona pro
nasobeni matic.

2. Pfedpokladejme, Ze oba exponenty p, r jsou zaporné.
PoloZzme
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kde p > 0, ¥ > 0. Odtud plyne
APA" = APA™T = A"V AT AT AT = ATPTR
———— e
P F
— Ap+r .

Je-li p < 0, kdeZto r > 0, a je-li napf. —p = p < r, pak je
A" A=A ATTALLA=AT L AT(ATIA) AL A=

=A'  ATTA...A= ... =A.. A= ATP = AtP,
P 1 r—1 r-p

Analogicky je tomu v ostatnich pfipadech.

3. Ziejmé.

13.3. Véta. Necht A je ctvercova matice stupné n, k celé
¢islo a x # 0 libovolna konstanta. Existuje-li matice A*, plati
vztahy

1. (xA)" = xFA*,
2 (A = (A
3. ]A"] = |A]*.

Dikaz je snadny; pfenechavame jej ¢tenafi jako cviceni.

13.4. Definice polynomu v matici. Necht

g(x) = apx™ + 4 x""' + ..+,

znac¢i polynom stupné m = 0, pfiemz uq, a4, ..., a,, jsou kom-
plexni ¢isla, z nichZ aspon a, + 0.

Je-li A libovolna c¢tvercova matice stupné n, pak matici
AgA™ + a A"+ L+ a, A

nazyvame polynomem v matici A a znacime ji stru¢n& g(A).

Vsimnéme si, Ze ke kazdému polynomu g(x) nad t&lesem
komplexnich ¢isel a ke kazdé ¢tvercové matici A miizeme definovat
matici g(A) zpisobem uvedenym v piedeslé definici.



13.5. Véta o polynomech v matici A. Necht g(A), h(A) jsou
polynomy v matici A. Pak plati tvrzeni

) [9(A)] = g(A);
b) g(A). h(A) = h(A). g(A);
c) g(A). [h(A)]~" = [h(A)] "' g(A), pokud h(A) je regu-
larni.
Vidime, Ze matice g(A), h(A) jsou zaménitelné. Podobné
jsou zaménitelné matice g(A), [h(A)]™".
Dikaz: a) V prvnim pfipadé je
[9(A)] = (aA™ + a,A"" ' + ... + a,A%) =
= (apA™) + (a,A"" Y + ... + (a,A%) =
= ag(A)" + a, (A" + ...+ a,(A)° = g(A).
b) Jsou-li
g(A) = agA™ + ... + a,A°,
h(A) = boA" + ... + a,A°
dané polynomy v matici A, pak je kazda z matic a, A" " * zaménitel-
na s kazdou matici b;A"/, a proto polynom g(A) je zaménitelny
s polynomem h(A).
c) Protoze g(A), h(A) jsou zaménitelné, jsou podle véty

6.10.2 zaménitelné 16z matice g(A), [h(A)] "

13.6. Definice racionalni funkce v matici. Jsou-li g(A), h(A)
polynomy v matici A, pfi¢emz h(A) je reguldrni, pak matice

_ 9(A)
S(A) = h(A) ’

je definovana a nazyva se raciondlni funkce v matici A.

O racionalnich funkcich v matici plati tato tvrzeni:

13.7. Véta o transponovani racionalni funkce v matici A.

Plati vztah
[9(5_)]’ _ 9(A)

nA) | hA)
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Dikaz plyne ze vztahi

[M] = [o(A) . (AT = [[H(A)] T - [o(A)] =

h(A)
- ’ -1 A g(A,)

Pfitom ovSem pfedpokladame, Ze matice h(A) je regularni.

13.8. Véta o zaménitelnosti racionalnich funkci v maticich.
I. Jsou-li matice A, B zaménitelné, je kazda racionalni funkce
f1(A) v matici A zaménitelna s kazdou racionalni funkci f,(B) v ma-
tici B, tj.
fl(A) 'fz(B) = fz(B) 'fl(A) :

2. Dusledek. Kazdé dvé racionalni funkce v téze matici A
jsou zaménitelné.

Diakaz: Jsou-li matice A, B zaménitelné, je A’ zaménitelna
s matici B* pro viechna cela nezaporna ¢isla j, k. Je totiz

i

A/B* = A.. A(AB)B...B= A...A(BA)B...B

T TN =1 heent
=A...A(BAJA.B...B=...=BA...AB...B =
-7 =7 —
= B?A...AB...B = ... = B¥A/ .

¥ K2

Proto kazdy polynom v matici A je zaménitelny s kazdym polyno-
mem v matici B. Jsou-li tedy

"l(fq) £1(B) = 9:(B)

74 = hi(A) hy(B)

libovolné racionilni funkce v pfislusnych maticich. je kazdy z po-
lynomi g,(A). h,(A) zaménitelny s kazdym z polynomi ¢,(B),
hy(B). Tedy 16z kazdd z matic g,(A), [h,(A)]"' je zaménitelna
s kazdou z matic g,(B), [hy(B)]™'. Proto g,(A)[h,(A)]"" je
zaménitelna s matici g,(B). [h,(B)]™".
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